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Ce  système  est  unique  pour  le  point  donné ,  quand  les  trois 
momens  d*inertie  principaux  sont  inégaox  ;  si  ces  trois 
momens,  ou  seulement  deux  d'entre  eux  sont  égaux  ,  le 
nombre  des  systèmes  d'axes  principaux  devieoit  infini  (  Toye« 
V Addition  à  la  fin  de  ce  volume)  \  nf  365 

Propriétés  mécaniques  des  axes  principaux  ;  calcul  de  la  pra»* 
sion  qu'un  axe  fixe  supporte  pendant  le  mouvement  d'un 
corps  autour  de  cet  axe  ;  cette  pression  est  nulle  relative- 
ment aux  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de 
gravité  ;  les  axes  prinoîpaux  qui  se  rapportent  à  on  point 
fixe  quelconque^  sont  les  seules  droites  qui  puissent  être  des 
axes  permanens  de  rotation  y  n"^  366 ,  367  et  368 

$.  IIL  MoitvemêPit  varié;  oscillations  du  pendule  oom-- 
posé^  page  110 

Equation  qui  donne  la  différentielle  de  la  ^esse  angulaire 
dans  le  mouvement  varié ,  et  qu'il  faudra  intégrer  dans 
chaque  cas  pour  déterminer  le  mouvement  du  corps ,  n^  36^ 

Application  au  mouvement  d'un  corps  pesant  tournant  autour 
d'un  axe  horizontal  ^  n^  37q 

du  pendule  composé  à  un  pendule  simple,  ^"^^^ 
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Ce  qu*on  entend  par  centre  ^oscillation  ;  Taxe  des  cenfrev 
d'oscillation  et  Taxe  de  rotation^  sont  réciproques  Tun  de 
l'autre^  n^Sya 

II  existe  une  infinité  d*axes  autour  desquels  les  petites  oscil- 

j  _ 

lations  d'un  corps  pesant ,  ont  la  même  durée ,         n*^  SyS 

CH AP.  IV.  Du  mouvement  éPun  corps  solide  autour 
d'un  point  Jixe. 

§.  I"''.  Formules  préliminaires ,  page  laf 

On  peut  considérer  le  mouvement  de  rotation  d*ua  corp» 
solide  autour  d'un  point  fixe ,  comme  ayant  lien  à  chaque- 
instant  autour  d'un  axe  qui  reste  immobile  pendant  un  ins— 
tant  infiniment  petit ,  et  qu'on  appelle  l'axe  instantanée  de 
rotation ,  n**  3yjÇ 

Formules  qui  déterminent  la  position  de  cet  axe  par  rapport  à 
trois  axes  fixes  dans  le  corps ,  et  mobiles  avec  lui  ;  quand 

•  l'axe  traverse  constamment  le  corps  dans  les  mêmes  points , 
il, est  en  même  tems  immobile  dans  l'espace! ,  n^ZyS 

Expression  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  l'axe 
instantanée ,  n^  376 

Expressions  des  vitesses  parallèle»  aux  trois  axes  mobiles ,  d*nn 
point  quelconque  du  corps ,  et  des  composantes  parallèle» 
aux  mêmes  axes,  de  sa  force  accélératrice  à  un  instant 
quelconque;  toutes  ces  expressions  ont  cela  de  remarquable^ 
qu'elles  dépendent  uniquement  des  coordonnées  -du  point  ^ 
rapportées  aux  axes  mobiles,  et  de  trois  quantités  inconnue» 
qu'on  désigne  par  p,  9,  r,  lesquelles  quantités  servent  aussi 
à  déterminer  la  direction  de  l'axe  instantanée  ^  la  valeur  de 
la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe ,  n°  677 

On  prend  pour  les  axes  mobiles ,  les  trois  axes  principaux  du 
corps  qui  se  coupent  au  point  fixe  ;  formules  qui  déterminent 
par  rapport  à  ce  point ,  la  direction  de  la  perpendiculaire  au 
plan  principal  des  momens  défini  dans  le  n^  87 ,  et  considéré 
par  rapport  aux  quantités  de  mouvement  dont  toutes  le» 
molécules    du    corps   sont    animées  à  un  ioftant  quel- 
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cenqne  ;  cette   direction  dépend  aussi  des  trois  quantités 
p»<J,r,  n^^Syg 

Autres  fomroles  qui  détertninent  lâ  direction  de  ce  plan 
principal ,  par  rapport  à  trois  plans  fixes  choisi»  arbitrai- 
rement ;  valeur  dti  moment  principal  en  fonction  des  trois 
inconnues  p ,  7 ,  r,  n*»  379 

La  direction  des  axes  principaux  par  rapport  au  plan  fixe , 
dépend  de  trois  angles  variables  avec  le  tems  ;  ces  angles 
sont  les  inconnues  qu'on  a  à  déterminer ,  en  définitif,  dans 
le  problème  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  ; 
on  désigne  ces  angles  par  ^,  >^,  et6',  leurs  valeurs  dépendent 
de  trois  équations  dilFérentîelIes  première^ ,  renfermant  en 
outre  les  inconnues  p ,  g  y  r  ,  n^  38o 

Relations  entre  diverses  quantités  que  Ton  considère  dans  le 
mouvement  de  rotation ,  n^  38i 

S  II.  Equations  du  mouvement  de  rotation  ^  page  i36 

Ces  équations  sont  au  nombre  de  trois;  on  les  obtient  en  corn* 
parant  les  forces  accélératrices  appliquées  anx  diflférens 
points  du  corps ,  et  décomposées  parallèlement  à  trois  axes 
mobiles ,  aux  forces  accélératrices  qui  ont  réellement  lieu 
et  qui  sont  données  par  les  formules  du  n*^  377  \  réduction 
que  subissent  ces  équations,  quand  on  prend  pour  axes 
mobiles,  les  trois  axe»  principaux  qui  se  coupent  an  point 
fixe,  n?*  383  et 383 

Les  forces  appliquées  aux  différens  poÎBts  du  mobile  étant  don- 
aées, la  détermination  complètede  sonmouvement  de  rotation 
se  réduit  à  intégrer  six  équations  différentielles  du  premier 
ordre ,  entre  les  six  inconnues  '^^^  tÇ ,  p,  q  ^r  ^\,\t  tems  ; 
on  peut,  si  Ton  veut,  les  réduire  à  trois  équations  du  second 
ordre,  en  éliminant  p,  ç,  r.  n°384 

Equations  différentielles  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps 
pesant  -,  ces  équations  ne  s'intègrent  que  quand  on  fait  abstrac- 
tion  de  la  pesanteur ,  ou  quand  le  corps  tourne  autour  de- 
ton  centre  de  gravité  ;  dans  ce  cas ,  on  parvient  à  séparer 
les  variables  dans  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 
p,q,  r>  n^*385et3a6. 
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Transformations  qui  conduisent  â  deux  intégrales  des  jgna^ 
tions  du  n"  38o ,  lesquelles  intégrales  serviront  à  déterminer 
deux  des  trois  angles  4»  P  «*  9 ,  n*»  38/ 

Ces  intégrales  font  voir  que  le  plan  principal  des  momens 
déterminé  de  position^  dans  le  n**  S/g,  par  rapport  à  des 
plans  fixes ,  reste  invariable  pendant  la  durée  du  mouve- 
ment }  on  peut  à  chaque  instant  assigner  la  trace  de  ce  pla(i 
•ur  la  surface  du  corps ,  n^  388 

fn  prenant  ce  plan  fixe  pour  i*un  de$  plans  des  coordonnées , 
les  équations  du  mouvement  deviennent  plus  simples ,  et 
l'on  parvient  facilement  à  déterminer ,  ou  du  moins  à  ramener 
aux  qvadratui^s  ,  la  valeur  de  langle  4^',  là  détenrnnatîon 
complète  des  six  inconnues  4  »  ^ ,  d  ,  p«  ^ ,  r,  dans  le  mou-- 
vement  d*un  corps  qui  n'eAt  sollicité  par  aucune  force  ac- 
célératrice, ne  dépend  plus  maintenant  que  de  Tintégratioa 
de  deux  fonctions  d'une  seule  variable  ,  n^  385 

Péterminer  les  cons.tantes  arbitraires  contenues  dans  les 
valeurs  de  ces  six  inconnues,  d'après  la  direction  et  la 
grandeur  de  la  force  qui  a  mis  ce  corps  en  mouve- 
ment ?  n^  390 

Application  de  cette  solution  générale ,  au  cas  où  le  mobile  est 
un  solide  de  révolution ,  et  le  point  fixe,  un  des  points  de  son 
axe  de  figure  ;  les  valeurs  des  six  inconnuesp-,  q  ^  r,  ^,  4,  et  9 
s'obtiennent  sous  forme  finie  ;  quand  l'impulsion  primitive 
a  été  dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  fignre^ 
le  corps  tourne  uniformément  autour  de  cet  axe  qui  reste 
immobile ,  n''*  39 1  et  Sga 

Analyse  du  cas  particulier  où  un  corps  de  forme  quelconque 
tourne  k  très-peu  près  autour  d'un  de  ses  trois  axes -prin- 
cipaux; condition  pour  que  le  mouvement  ait  rigoureu- 
sement lieu  autour  de  cet  axe  ;  on  retrouve  là  propriété  des 
axes  principaux  déjà  démontrée  dans  le  n*  368  ;  on  fait 
Toir  de  pins ,  que  le  mouvement  est  stable  par  rapport  aux 
laes  du  plus  petit  et  du  plus  grand  moment ,  et  qu'il  ne  l'est 
pas  autour  du  troisième  ^  n^  SgS,  394  et  3c[Si 


/ 
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Autre  démonatration  de  la  stabilité  du  mouvement  autour  do 
deux  des  trois  axes  principaux  ^  n**  396 

CHAP.  V.  Du  mouvement  d^.un  cprps  soli4e  libre ,  page  161 
Quel  que  soit  le  mouvement  d*un  corp^  «olide.dans  Teapace^  on 
peut  toujours  ïe  dicompos^  en  deux  mouvemeos  plus  simples; 
Ton  dé  translation  commifu  à  tous  les  points  du  corps , 
etTantre  de  rotation  autour  d*un  point  qui  est  ordinairement 
Je  centre  de  gravité ,  n°  3g7 

Equations  différentielles  du  mouvement  du  centre  de  gr£^ 
vite ,  n**  398 

Remarques  sur  ces  équations ,  n°  3g0 

Détermination  de  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité ,  n^^oo 

L'intensité  d'une  force  qui  agit  instantanément  <)t  suiv^int  unt 
direction  quelconque  sur  un  corps  solide ,  a  pour  mesure,  le 
produit  de  sa  masse,  par  la  vitesse  que  prend  wn  centra 
de  gravité ,  ^^  J^q% 

Princ^e  d'après  leqnel  on  déterminer^  >  d40fi  iPl^que  çajk^  le 
^nonvement  de  rotation  d'un  corps  soUde  autour  de  soa  centre 
de  gravité  ;  )e  problème  se  con^pose  de  deux  pa^es  ;  i**.  dé- 
terminer le  mouvement  initial  ?  a^.  former  U*  équations  dif- 
férentielles du  mouvement  d*après  les  forcft*  d^nné^s,  qui 
figissent  s^r  tQutes  Ites  molécules  di|  corps?  n^4P^ 

£n  combinant  ce  principe  avec  les  résultats  de|  n^*4^o  et  491 , 
on  explique  comment  oq-  déterminera  le^  mouvem^Mis  d^ 
translation  et  de  rotation  d'un  corps  ^  produifp  pp|r  Teotion 
nmultanée  de  plusieurs  forces  données  ^  qui  agîl^ent  iQSt4n<- 
tanément  sur  le  mobile,  '  n^  4^ 

Exemple  de  la  déternHuation  complète  i%  ce  double  mon- 
vementi  to^  ^o/^ 

Le  mouvement  de  rotation  n'est  pas  troublé  pi^r  l'^ietion  de  la 
pesanteur  ou  de  toutii  autre  force  dont  la  rés^Hinte  passer 
constamment  par  le  centre  de  gravité  \  n^uvement  <i*une 
sphère  homogène  ,  en  ayant  égard  à  la  pesanteur^    n^4^3 

Comment  Tattraction  du  soleil  >sur  les  planètes  trouble  leur 
mouvement  de  rotation;  on  indique ,  à  cette  occasion ,  la 
cause  de  la  presùon  des  équinoxes  et  de  la  natation  de  taxe 
f^mtr$^  n*'49e 
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CH  AP.  VI.  Du  mouvement  d*un  corps  solide  sur  un  plan  fixer, 

page  178 
Equations  difFérentielles  de  ce  mouvement  ;  elles  renferment , 
outre  les  variables,  quatre  inconnues  qu'il  en  faut  éliminer  ^ 
tet  qui  sont  la  résistance  du  plan  et  les  coordonnées  du  point 
de  contact  où  cette  résistance  s'exerce  ;  cette  circonstance 
exige  qu'on  ait  quatre  autres  équations  de  condition  \  for- 
mation de  ces  quatre  équations ,  n°*  Ip'j  et  408 
Application  de  ces  équations  au  cas  où  le  mobile  est  un  ellip- 
soïde homogène  y                              '  n®  4^9 
On  suppose  cet  ellipsoïde  pesant;  équation  du  mouvement  de 
'    «on  centre  de  gravité,                                                   n°  4'^ 
Equations  différentielles  de  son  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  centre  ;  on  obtient  facilement  deux  intégrales  de  ces 
équations,                                                       -  v^  ^\\ 
Quand  deux  des  trois  axes  sont  égaux,  et  que  le  troisième 
'   reste  constamment  horizontal  ^  ces  deux  intégrales  sufiisent 
'   à  la  détermination  du  mouvement;  le  problème,  dans  ce 
cas ,  se  ramène  aux  quadrature» ,  et  dépend  de  l'intégration 
d'une  fonction  d'une  seule  variable  ,  n°  4^^ 
Comment  on  déterminera ,  dans  ce  même  cas,  les  constantes 
^  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales ,  et  la  percussion 
que  le  plan  fixe  supporte  à  l'origine  du  mouvement^  n°4^^ 
On  examine  en  particulier  le  cas  où  le  plan  fixe  est  horîzonal  ; 
en  considérant  le  mouvement  que  l'ellipsoïde  prend ,  quand 
on  l'écarté  d'une  de  ses  positions  d'équilibre  sur  ce  plan ,  on 
'  détermine  dans  quel  cas  cet  équilibre  est  stable,  et  dans  quel 
'  cas  il  ne  l'est  pas  ;  loi  et  durée  des  petites  oscillations  qui 
ont  lieu  lorsque  le  mobile  est  très-peu  écarté  d'une  position 
d'équilibre  stable ,  n^  4  <  4 
Le  mouvement  d'une  sphère  pesante  et  non  homogène ,  qui 
roule  sur  un  plan  incliné ,  se  déterminerait  par  la  même 
*  analyse  que  celui  de  l'ellipsoïde  ;  on  va  considérer  le  mou- 
vement d'un  corps  pesant  terminé  par  une  pointe,  et  qui 
touche  constamment  un  plan  incliné  y  par  lextrémité  de 
cette  pointe  ,                                                                  b^  4'^ 
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Equations  diiFérentielks  de  ce  mouvement ,         n^  4'^B  et  4^7 
On  obtient  deux  intégrales  jde  ces  équations^  qui  suffisent  pour 
résoudre  le  problème  dans  le  cas  où  deux  des  trois  momen» 
d*iiiertie   principaux  sont  supposés   égaux;   dans    ce    cas 
particulier  ,    la  détermination    complète    du    mouvement 
dépend  de  l'intégration  de  trois  fonctions  d'une  seule  va- 
riable ,  y  4i* 
Condition  pour  que  l'inclinaison  de  Taxe  sur  le  plan  incliné 
reste  à  très-peu  près  constante  ;    analyse  du  mouvement 
dn  corps  dans  ce  cas  particulier  ;   cas  où  cette  inclinaison 
Testerait  rigonreuliement  constante ,                  n^  ^^t^et^^o 

CHAP.  Vir.   Du  choc  des  corps. 

§.  I««r.  Choc  de  deux  corps  sphériques  et  homogènes ,    p.  ao8 

Objet  dont  on  s'occupera  dans  ce  paragraphe  ^  n^  4^^ 

Quand  deux  corps  non*éIastiques  viennent  à  se  cboqùer^  la 
vitesse  après  le  choc  est  la  même  pour  ces  deux  corps  ;  exprès* 
sîon  de  cette  'ntesse  commune ,  n**  4^^ 

Remarque  sur  le  choc  de  ces  corps  \  n*^  ^q5 

Cas  où  l'une  des  deux  masses  est  en  repos  avant  le  choc ,  et 
très-considérable  par  rapport  à  l'autre  ^  n*  J\!^J^ 

Ce  qu'on  entend  par  \a.  force  vive  d'un  corps  en  mouvement  ; 
expression  delà  force  vive  perdue  dans  le  choc  de  deux  corps 
non-élas  tiques ,  n°  4^& 

L'effet  gèlerai  de  Télasticité  parfaite  dans  le  choc  des  corps , 

i     est  de  rendre  aux  mobiles  une  vitesse  égale  et  contraire  à 

celle  que  la  compression  eur  a  fait  perdre ,  n^  4^6 

£n  partant  de  cette  donnée  ur  l'élasticité ,  on  détermine  les 
vitesses ,  après  le  choc  >  de  deux  corps  supposés  parfaite- 
ment  élastiques ,  n^  4^7 

Conséquences  immédiates  qui  résultent  des  valeurs  de  cet 
vitesses  ;  dans  le  choc  des  corps  élastiques ,  la  somme  des 
forces  vives  des  deux  mobiles  n'éprouve  aucun  change- 
ment, ii°4a8 

Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  dans  le 
choc  de  deux  corps  élastiques  ou  dénués  d'élasticité ,  n^  4^9 

J.  II,  Choc  de  deux  corps  déforme  quelconque,         page  a2o 
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Application  du  principe  de  D'Alembert ,  énoncé  dans  le  n^  33^'^ 
au  choc  de  deux  corps  »  envisagé  soixb  le  point  de  vue  plus 
général ,  n*"  43o 

Ce  principe  ne  donne  que  douze  équations ,  entre  les  incon- 
nues du  problème  qui  sont  au  nombre  de  treize  ,  en  y 
comprenant  la  percussion  que  chaque  mobile  éprouve  à 
l'instant  du  choc  ,  et  qu'on  doit  regarder  comme  .une  force 
égale  et  contraire ,  pour  les  deux  mobiles ,  n°  ^i 

On  obtient  une  treizième  équation  ,  par  la  considération  de 
la  compressibilité  des  deux  corps  ;  ces  treize  équations  ren- 
ferment la  solution  complète  du  problème  >  quand  on  n'a 
point  égard  à  l'élasticité  des  mobiles  ,  n^*  4^a  et  i(33 

Comment  on  doit  envisager  le  phénomène  du  choc,  entre 
deux  corps  élastiques  de  forme  quelconque;  équations  qui 
déterminent  le  mouvement  des  deux  mobiles  après  le  choc  » 
en  les  supposant  doués  d'une  élasticité  parfaite,  n^  4^4 

Le  choo  de  deux  corps ,  élastiques  ou  non ,  n'altère  jamais  les 
vitesses  de  leurs  centres  de  gravité ,  parallèlement  au  plaa 
tangent  à  ces  deux  corps,  mené  par  leur  point  de  con- 
tact ,  n**  435 

Quand  la  normale  en  ce  point  passe  par  le  centre  de  gravité  de 
l'un  des  deux  mobiles ,  le  choc  n'altère  pas  son  mouvement 
de  rotation  autour  de  ce  centre;  vitesses  des  deux  centres 
de  gravité  après  le  choc ,  dans  le  cas  où  la  normale  pas^e 
à-la-'fois  par  ces  deux  centres ,  et  où  les  deux  nfobiles  sont 

'  dénués  d'élasticité  ;  valeur  de  la  percussion  qui  a  lieu  dans 
ce  choc  ;  examen  du  cas  particulier  où  les  deux  centres  sa 
meuvent  sur  la  normale  ,  dans  le.  même  sens  ou  en  sens 
contraire  l'un  de  l'autre  ,  n®'  436  et  4^7 

Qn  détermine  les  vitesses  dans  la  même  hypothèse  et  pour  la 
cas  de  l'élasticité  parfaite  ,  n°  4^8 

Réflexion  d'un  corps  élastique  qui  vient  frapper  un  corps  en 
repos  et  d'une  masse  très  -  considérable  par  rapport  à  la 
sienne  ,  •  n^  4^ 

Examen  d'un  cas  fort  simple  dans  lequel  la  vitesse  de  rotatioa 
est  changée  par  le  choc;  expression  de  cette  vitesse  après, 
le  choc,  n^  44©  et  44' 
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Formiiles  relatives  au  choc  de  deux  corps  qui  ne  sont  pa» 
tous  les  deux  entièrement  libres ,  n**  44^ 

Remarque  sur  .les    formules   trouvées  dans   ce  paragraphe  ; 
obsen-ation  sur  l'objet  du  paragraphe  suivant,  n°  4^ 

§.  III.  Choc  simultanée  d'un  nombre  quelconque  de  corps 
sfJiériques  et  homogènes,  page  1249 

Application  du  principe  de  D'Alembert  au  choc  de  ces  corps  j 
équations  qui  en  résultent,  n**  444 

L'action  est  égale  à  la  réaction  entre  les  différentes  sphères 
considérées  deux  à  deux,  n""  44^ 

Equations  de  condition  résultant  de  la  compressibilité  de  ces 
sphères;  ces  équations,  jointes  à  celles  du  n°  444 >  renfer- 
ment la  solution  complète  du  problème  ,  quand  on  fait 
abstraction  de  l'élasticité  des  mobiles,  n''  44^ 

Remarque  sur  la  durée  de  la  communication  du  mouvement 
dans  le  choc  des  corps  élastiques  j  difficulté  d'y  avoir  égard  -, 
on  sera  obligé  d'en  faire  abstraction  dans  les  calculs  sui- 
vans,  n**  447 

Déterminer  les  vitesses  et  les  directions  des  mobiles  après  le 
choc,  en  les  supposant  parfaitement  élastique»^       n*^  44^ 
Equations  d'équilibre  d'un  nombre  quelconque  de  corps  non- 
-élastiqaes,  qui  se  choquent  avec  des  vitesses  et  des  masses 
données,  n^  44,9 

Caoeeiration  du  mouvement  du  centre  de  gravité  dans  le  choo 
d'un  nombre  quelconque  de  corps  élastiques  ou  dénués  d'é- 
lasticité ,  n""  45o 
Conservation  de  la  somme  des  forces  xïyea,  dans  le  choc  des 
corps  par&item^it  élastiques  *,  il  s'ensuit  que  l'équilibre  est 
impossible  quand  on  a  égard  à  l'élasticité  des  mobiles  qui 

se -choquent,  n*'  4^^ 

Evaluation  de  la  perte   de  force  vive  qui  a  toujours  lieu 

daas  le  choc  des  corps  non  élastiques,  n°  4^^ 

CHAP.  VUL  Propriétés  générales  du   mouvement 

d'un  système  de  corps, 
S-  I.  Principes  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre 

de  gravité  et  des  aires ,  page  â6j 
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paiâé  par  une  position  d'équilibre  stable  ^  ou  par  une  positûorf 
d'équilibre  non-stable,  «*•  47^ ,  474  «^  4?^ 

On  renvoie  à  la  Mécànï<fue  analytique,  pour  la  théorie  géné-^ 
raie  des  petites  oscillations  d'un  système  de  part  et  d'antre 
d'une  position  d'équilibre  stable;  énoncé  du  principe  de 
Daniel  Bernoulli,  sur  la  coexistence  de  ces  petites  oscil- 
lations; exemples  de  cette  coexistence»  n^47^ 

Démonstration  générale  du  principe  de  la  moindre  action , 

LIVRE   QUATRIÈME- 

HYDROSTATIQUE. 

CHAP.  I.  Notions  générales  sur  les  fluides ,  page  Soy 

Distinction  des  fluides  en  deux  espèces  ,  h*  47^ 

La  propriété  fondamentale  des  fluides  est  de  transmettre  éga- 
lement en  tout  sens^  les  pressions  que  l'on  exerce  à  leur 
surface;  on  explique  ^  en  détail^  en  quoi  consiste  cette  pro-« 
priété,  ^  ^  0^479 

Outre  ces  pressions  transmises  ,  les  fluides  exercent  des  près-* 
sions  variables,  dues  aux  forces  motrices  qui  agissent  sur 
leurs  molécules  ;  comment  on  mesure  la  pression  totale  en 
chaque  point  ;  ce  qu'on  entend  par  la  pression  rapportée  à 
Vunité  de  surface ,  n**  480 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  s*observe  dans  l'équilibre 
d*un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à  la  surface 
d'un  fluide  incompressible  ,  n^  4^^ 

Les  fluides  élastiques  exercent ,  en  vertu  de  leur  élasticité  , 
une  pression  égale  en  tout  eens  sur  les  parois  des  vases  qui 
les  contiennent  ;  cette  pression  ,  rapportée  à  l'unité  de  sur- 

'  face  ^  se  nomme  la  force  élastique  du  fluide  ;  l'expérience 
prouve  que  pour  un  même  fluide  et  la  température  restant 
la  même,  la  force  élastique  est  proportionnelle  à  la  densité 
du  fluide,  n"^ 48a  et 483 

CHAP.  II.  Equations  générales  de  l'équilibre  des  fluides  , 

page  3i8 
Ces 


\ 
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Ces  équations  sont  fondées  sur  la  notion  qu'on  a  doonée  de 
la  pression  rapportée  à  Vanité  de  sur&ce  et  snr  la  propriété 
fondamentale  des  Quides^  n^  4^4 

"Valeur  de  cette  pression  en  un  point  pris  dans  Tintérienr  on  à 
là  surface  du  fluide  ;  elle  doit  être  nuUe  à  la  surface  libre 
du  fluide ,  condition  qui  n  est  jamais  remplie  dans  les  fluides 
élastiques ,  n°  4^ 

Équation  différentielle  de  la  surface  libre  d'un  fluide  incom- 
pressible en  équilibre  ;  cette  surface  est  perpendiculaire  eu 
tçus  ses  points ,  à  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur 
les  molécules  fluides  ;  démonstration  directe  de  cette  pro- 
position f  n^  48S 
Condition  que  doivent  remplir  les  forces  appliquées  aux  mole* 
cnles  dun  fluide  homogène  et  incompressible,  pour    que 
l'équilibre  soit  possible  ^  cas  où  ces  forces  se  réduisent  à  une 
seule ,  dirigée  vers  un  centre  fixe  ;  cas  de  la  pesanteur  où 
ce  centre  est  censé  à  une  udi^tance  infinie,  i^^4^ 
Ce  qu'on  entend  par  couches  de  niveau  ;  pour  qu'une  masse 
fluide  hétérogène,  mais  incompressible,  soit  en  équilil^e  , 
il  faut  que  chaque  couche  de  niveau  soit  homogène  dans 
toute  son  étendue  ;  la  loi  des    densités,   d'une  couche  à 
l'autre,  est  tout -à-fait  arbitraire;  équilibre  de  diflférens 
liquides  pesans,  contenus  dans  un  même  yase^  condition 
nécessaire  à  la  stabilité  de  cet  équilibre  »          n^  /fi&  et  489 
JLa  propriété  des  couches  de  niveau  d'avoir  la  même  densité 
dans  toute  leur  étendue,  convient  aussi  à  l'équilibre  des 
fluides  élastiques;  de  plus,  la  densité,  en  passant  d'une 
couche  à  l'autre  ,  suit  une  loi  déterminée ,  qui  dépend  de  la 
loi  des  températures ,                                                  n®  4do 
Condition  nécessaire  pour  qu'une  masse  fluide  incompressible 
conserve  une  forme  constante ,   en  tournant  autour  d'un 
axe  fixe  ;  pour  exemple ,  une  masse  d'eau ,  contenue  dans 
un  vase  ouvert  en  en  haut,  et  tournant  autour  d'un  axe  ver- 
tîcal,                                                                       491^^49^ 
CHAP.  III,   De  Véquilibre  des  fluides  pesans. 
^  1er.  Calcul  de  la  pression  due  à  ces  fluides ,           page  335 
n.                                                                        b 
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Pression  de  Teau  sur  le  fond  horizontal  d*an  vase  ;  elle  est 
indépendante  de  la  figure  da  rase  ;  conséquence  singulière 
qui  en  résulte ,  n^  ^^3 

Pression  exercée  sur  one  surface  plane  et  horizontale ,  par 
plusieurs  fluides  superposés ,  et  qui  s'appuient  sur  cette  sur- 
face ;  à  quoi  est  égale  la  pression  atmosphérique,     n^  434 

Pression  exercée  par  un  fluide  pesant  sur  une  surface  plane 
inclinée;  sa  grandeur  ne  dépend  que  de  Tétendue  de  cette 
surface  et  de  la  distance  de  son  centre  de  gravité ,  au'  niveau 
du  fluide ,  n^  49^ 

Sur  une  paroi  inclinée ,  le  centre  de  pression  est  toujours  plus 
bas  que  le  centre  de  gravité  de  cette  paroi  ;  exemple  de 
la  détermination  du  centre  de  pression,         ^^49^^^4B7 

Lorsqu'un  corps  est  plongé,  en  tout  ou  en  partie,  dans  un 
fluide  pesant,  les  pressions  horizontales  que  ce  fluide  exerce 
sur  sa  surface ,  se  détruisent  mutuellement,  n^  49^ 

La  résultante  des  pressions  verticales  est  égale  au  poids  du 
fluide  déplacé ,  dirigée  eh  sens  contraire  de  la  pesanteur 
et  appliquée  au  centre  de  gravité  de  cette  portion  de 
fluide ,  n^  499 

Considération  indirecte  qui  conduit  aux  résultats  des  deux 
numéros  précédens ,  n^  5oo 

Conditions  d'équilibre  d'un  corps  pesant ,  plongé  en  tout  ou 
en  partie  dans  un  fluide  pesant;  tout  corps  pesé  dans  un 
fluide ,  7  perd  une  partie  de  son  poids  égale  au  poids  de  la 
portion  de  fluide  qu'il  déplace ,  n^  5oi 

Usage  de  la  balance  hydrostatique ,  pour  déterminer  les  pesan- 
teurs spécifiques  de  dilTérens  corps,  n**  Son 

Remarques  sur  le  poids  d'un  corps  dans  l'air ,  et  sur  la  mesure 
de  la  pesanteur ,  conclue  des  oscillations  du  pendule  faites 
dans  ce  fluide ,  n^  5o3  et  5o4 

Les  pressions  horizontales  d'un  fluide  pesant  sur  les  parois  du 
vase  qui  le  contient,  se  détruisent  mutuellement;  ce  qui 
arrive  quand  le  vase  est  percé  latéralement  au-dessous  du 
niveau ,  n**  5o5 

La  résultante  des  pressions  verticales ,  sur  tonte  l'étea  Jue  de  ces 
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IMrroit  j  est  toujours  éf/Ae  au  poids  entier  du  fluide ,  n**  5oS 
Ç.  II.  Conditions  d'éqwlibrt  des  fluides  contenus  dans  des 
vases  communiquons  »  page  35q 

Il  Eant  d'abord  que  les  fluides  de  densités  différentes  Jbient 
disposés  en  couches-  horizontales  dans  chaque  vase  ;  cas  par-« 
ticnlier  où  Ton  n'a  qu'un  ^eul  fluide  répandu  dans  plusieurs 
rases;  rapport  qui  doit  exister  entre  les  densités  et  les  hau^ 
teurs  des  couches  superposées  ^  dans  le  cas  de  plusieurs 
fluides  ,  n^*^  607 ,  5o8  et  609 

Description  et  usage  de  lApresse  hydrostaùque ,  n*  5io 

Élévation  d'un  fluide  pesant  dans  le  vide ,  produite  par  la  pres^ 
sioa  atmosphérique >  n°  5ii 

Équilibre  d'un  fluide  pesant»  contenu  dans  un  tube  recourbé  ; 
cet  équilibre  est  encore  possible ,  en  vertu  de  lai  pression 
atmosphérique ,  lorsque  le  tube  est  dans  une  position  ren- 
versée; dans  ce  cas  ^  on  démontre  que  l'équilibre  n'est  pas 
stable»  n^5ia 

Mécanisme  du  siphon  »  ^  .  .    n*'  5 13 

Remarque  sur  l'attraction  que  les  parois  des  vases  exercent 
sur  les  fluides»  et  sur  l'attraction  mutuelle  qui  a  lieu  entre  les 
molécules  de  ces  fluides  ;  on  indique  les  principales  modi- 
fications ({ne  ces  attractions  apportent  aux  lois  de  l'équilibre 
des  fluides  pesans»  n^5i4 

§.  III.  Notions  sur  les  pompes ,  page  37a 

Description  de  ces  machines;  n^  5i5 

Mécanisme  de  la  pompe  CLsptrante,  n^  5i6 

Calcul  de  l'élévation  de  l'eau  dans  cette  pompe,  produite 
par  un  ou  plusieurs  coups  de  piston ,  n^*  617  et  5i8 

Cas  particulier  dans  lequel  l'élévation  de  l'eau  s'arrêterait  d'elle- 
même  ;  condition  à  remplir  pour  que  cet  inconvénient  n'ait 
pas  lieu  y  n^Sit) 

Produit  de  chaque  coup  de  piston  »  à'  partir  de  l'instant  où 
l'eau  a  commencé  à  s'écouler  hors  de  la  pompe ,      n°  S20 
Théorème  relatif  à  la  charge  que  supporte  le  pistpn ,  d'après 
laquelle  on  règle  la  force  qu'il  faut  employer  pour  élever 
l'eau  i  nne  hauteur  donnée  ^  n^  Sai 


sxiT  TABLE  DES  MATIÈRES; 

Mécanisme  de  la  pompe  aspirante  et  foulante;  oalcol  AtL 
prr>duit  de  cette  pompe  et  de  la  charge  qae  I0  piston  rap^ 
porte,  n^  5aa 

CH  AP.  III.   De  VëquiUbfe  des  ccrps  flottons ,         page  389 

La  recberc  he  dea  positions  d'équilibre  d'un  corps  Bottant  se 

,  réduit  à  un  problème  de  pnre  géométrie  dont  on  donne 
renoncé,  n^5a3 

Pétermiiier  les  positions  d'équilibre  d'un  prisme  triangulaire 
dont  les  arêtes  sont  horizontales  ^  n^  5s4^^  ^^5 

Cas  où  la  base  de  ce  prisme  est  un  triangle  isocèle,   n®  5a6 

Cas  où  cette  base  est  un  triangle  équiiatéral  ;  le  prisme  a 
toujours  alors ,  ou  six,  ou  douze  positions  d'équilibre ,  n^  537 

Un  prisme,  un  cjlindre ,  un  solide  de  révolution,  et  générale— 
ment  tout  corps  symétrique  par  rapport  à  un  axe ,  a  deux 
positions  d'équilibre  dans  lesquelles  cet  axe  est  vertical  ;  pour 
exen^le ,  le  cône  droit  à  base  circulaire  ,  -   '    n^  5a8 

Propriété  remarquable  des  positions  d'équilibre  stables  et  non 
•tablés ,  d'un  même  corps  flottant ,  n^  529 

Ce  qu'on  entend  par  métacentre  dans  un  corps  flottant  qu*on 
suppose  symétrique  par  rapport  A  un  plan  ;  la  considé- 
ration df  ce  point  sert  à  distinguer,  dans  un  pareil  corp», 
les  positions  d'équilibre  stables ,  de  celles  qui  ne  le  sont  pas  ^ 
pour  exemple ,  un  cylindre  à  base  elliptique  dont  Taxe  est 
hori7X}ntal,  n^55oet53i 

Examen  du  mouvement  que  prend  m  corps  flottant  de  forme 
quelconque ,  quand  on  l'écarté  un  tant  soit  peu  d'une  po- 
sition d'équilibre^  équation  déduite  du  principe  général  des 
forces  vives,  qui  a  lieu  dans  ce  mouvement,  n^ 53a' et  533 

Théorème  relatif  à  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps  fiot<« 
tant  de  forme  quelconque;  quand  le  centre  de  gravité  da 
corps  est  au-dessous  de  celui  du  volume  d'eau  qu'il  dé<- 
place  dans  son  état  d'équilibre,  on  peut  être  cettain  que  cet 
équilibre  est  stable  ^  n"^  5S4  et  535 

On  détermine  les  oscillations  verticales  du  centre  de  grarité 
d'un  corps  symétrique  par  rapport  à  un  plan ,  que  l'on 
écarte  un  tant  soit  peu  d'une  position  d'équilibre ,  n^  536 
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Oa  détsmiiiie  «usn  son  monTemMit  de  rotatîon  autour  d'an 

axebonscmtait  postant  par  son  eantre  de  grayité;  ces  deu:i^ 

movreraens  sînroltaoées  offrant  nn  exemple  d«  la  eoexis^ 

tance  des  padtes  otciBations»  n"^  5i7  et  538 

CHAP.  V.  VsagR  du  bammètn  pour  la  mesWB  êe$  hauteurs 
verticales ,  page  429 

Eqaiiibra  dn  mercare  dans  le  baromètre ,  n^  SSg 

Disscription  et  usage  dn  manomètre ,  n^  S^o 

Loi  de  la  dilatation  de  Fair  et  des  gaz  ;  expression  de  la  force 
élastique  d'un  gaz  quelconque  ^  en  fonction  de  sa  densité  et 
de  sa  tampiratore  ,  n^  54^ 

Équation  d*éqniltbre  d'une  colonne  atmo^liérique;  décrois- 
seuent  de  la  pression  et  de  la  densité  à  mesure  qu'on  s'élèye 
dans  l'atmosphère,  n^  54a 

Formule  an  moyen  de  laquelle  on  caicnle  les  hauteurs  yerti- 
cales ,  d'aprds  les  observatiotts  barométriques ,  to?  543 

Autre  formule  relative  au  même  objet,  plus  simple  et  moins 
rigoareuae  que  la  précédente  I  n^544 

LIVRE  CINQUIÈME. 

HYDRODYNAMIQUE. 

CHAP.  I.  Du  mouvement  éCun  fluide  pesant ,        page  J^^ 
Remarque  sur  les  équations  du  mouvement  des  fluides^  n^  54S 
5. 1.  Hypothèse  du  parallélisme  des  tranches;  mouvement  de 
Veau  qui  sort  éCun  vase  dejlgure  quelconque  «         page  444 
On  explique  en  quoi   consiste  l'hypothèse   du  parallélisme 
des  tranches  ,   qu*on  ne*  doit   regarder  que   comme  un 
mojen  de  déterminer  par  approximatian^  le  mouvement 
des  fluides ,  n"*  54& 

Application  du  principe  de  D'Alembert^  au  mouvement  de 
Teau  qui  sort  d'un  vase  par  un  orifice  horizontal^  n^  54/ 
Équations  qui  donnent  immédiatement  la  vStesse  et  la  pres- 
sion en  un  point  quelconque,  quand  la  vîtesse  à  l'orifice  est 
connue  ;  autre  équation  diiFérentielle  dont  dépend  la  valeur 
de  cette  vitesse  en  fonction  du  tems  ^  n^  548 


xxvj  TABLE  DES  MATIÈRES. 

Lorsque  le  niveau  de  l'eau  .dans  le  vase  est  supposé  constant; 
.  la  solution  complète  du  problème  se  réduit  à  intégrer  cette 
équation  difiFérentielle ,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté  ; 
si  le  niveau  est  variable ,  cette  solution  dépend  de  l'intégra- 
tion de  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre,  qui 
n'est  pas  possible ,  en  général ,  sous  forme  finie ,  n**  649 

Théorème  relatif  à  la  vitesse  de  l'eau  qui  s'écoule  par  un  très- 
petit  orifice  ^  en  même  tems  la  pression  en  chaque  point 
du  vase  est  la  même  que  si  le  fluide  n'avait  aucun  mou- 
vement, n**55o 
Remarque  importante  sur  cette  vitesse  ;  elle  n'a  lieu  qu'après 
un  tems  fini  et  d'autant  plu6  court  que  l'orifice  est  plus 
petit,  n^'SSi 
Le  théorème  du  n°  55o ,  relatif  i  un  très-petit  orifice ,  a  éga- 
lement lieu  lorsque  cet  orifice  est'  latéral  5  ce  résultat  est 
confirmé  par  l'expérience ,                                           n°  552 
Evaluation  de  la  dépense  par  un   très -petit  orifice,  en  nn 
tems  donné;  sur  ce  point  l'expérience  ne  s'accorde  pas  avec 
le  calcul  ;  on  attribue  cette  différence  â  la  contraction  de  la 
veine  fluide  ;  quantité  de  cette  contraction ,  conclue  de  la 
comparaison  entre  le  calcul  et  l'expérience ,  n^  553  et  554 
§.  II.  Oscillations  de  Veau  dans  un  tube  recourbé  ^  P^g®  4^o 
La   détermination  complète    de  ce   mouvement  dépend  de 
l'intégration  de  trois  équations  différentielles  du  premier 
ordre,                                                                n***  555  el  55S 
.  On  peut  toujours  obtenir  une   intégrale  de  ces   équations^ 
cette  intégrale  exprime  que  la  quantité  d'eau  qui    oscille 
est  constante  ;  par  son  moyen  on  ramène  la  question  à  inté- 
grer une  seule  éguation  différentielle  du  second  ordre ,  n^  557 
On  considère  en  particulier  le   cas  ou  le  tube  est  partout 
également  large;   si   l'on  suppose  de  plus,  que  les  deux 
branches  dans  lesquelles  le  fluide  oscille^  sont  cylindriques 
et  droites ,  on  trouve'  que  la  durée  des  oscillations  est  in>- 
dépendante   de  leur   amplitude ,    et  qu'elle   est   égale    à 
celle  des  petites  oscillations  d'un  pendule  simple  dont  on 
assigne  la  longueur  ;  quand  ces  deux  branches  sont  verticales. 
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c«tte  longueur  edt- égale  à  la  moitié  de  celle  du  filet 
d'eau ,  n*»*  558  et  559 

CHAP.  II.  Equations  générales  du  mouvement  des 
fluides^  page.  47a 

Remarques  sot  les  Tariatioos  des  vitesses  des  molécules ,  et 
snr  le  nombre  des  iucomiuçs  que  la  question  présente  1  n^  56o 

Le  pnncîpe  de  D'Alembert  ibuntit  immédiatement  trois  équs^r 
tions  du  mouvement  des  fluides,  n^  56i 

On  en  trouve  une  troisième ,  en  considérant  que  la  masae 
de  chaque  élément  du  fluide  doit  rester  constante  pendant 
le  mouvement^  pour  former  cette  équation^  on  s'appuie 
sur  ces  deux  propositions  :  i^un  élément  du  fluide  qui  a  la 
forme  d'un  parallélépipède  rectangle  ,  en  un  instant  quel- 
conque ^  se  change^  dans  l'instant  suivant ,  en  un  parallé* 
lépipède  non  rectangle  ;  a*^  le  volume  de  celui-ci  est  égal  au 
produit  de  ses  trois  côtés ^  comme  s'il  était  rectangle,  du 
moins  quand  on  néglige  les  quantités  infiniment  petites  du 
cinquième  ordre ,  lesquelles  quantités  ne  doivent  pas  entrer 
dans  la  dîBFérentieUe  du  volume  de  l'élément ,  par  rapport 
au  tems»  la^  56a 

Cette  équation  se  s^^e  en  deux»  dans  le  cas  des  fluides 
incompressibles',  on  a,  dans  tous  les  cas,  un  nombre  d'équa- 
tions ^al  à  celui  des  inconnues  5  leur  intégration  générale 
est  impossible  par  les  moyens  connus ,  n***  563  et  564 

Équations  de  la  surface  d'un  fluide  incompressible,  pei»- 
dant  tonte  la  durée  de  son  mouvement  ;  on  l'obtient  en 
égalant  à  zéro  la  valeur  de  la  pression  qui  a  lieu  en  un  point 
quelconque ,  n^  565 

Quand  les  vitesses  des  molécules  seront  connues ,  il  restera 
trois  équations  dilFérentielles  premières  à  intégrer  pour 
connaître  le  mouvement  d'une  molécule  déterminée,  n^  566 

Supposition  qui  simplifie  considérablement  les  équations  géné- 
rales du  mouvement  des  fluides ,  n^  56/ 

Cette  hypothèse  est  permise  quand  les  vitesses  initiales  des 
molécules  sont  nulles,  et  dans  un  autre  cas  plus  gé- 
néral ,  n«  5b8 
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Elle  est  toujours  permise  dané  la  théorie  des  petite»  ôecSlatlbii» 
des  fluides  soit  élastiques  ,  soit  incompressibles  ;  équa-» 
tione  qui  renferment  la  théorie  dee  petites  /oscillatioôs  de 
Teau ,  n^  669  et  670 

Exemple  d'un  mouvement  dans  lequel  rbjrpothèeedu  n^  667  n'a 
pas  lieu  ;  on  réi^out  de  nouveau  le  problème  du  n°  49  ^  >  ^^  ^7  ^ 

'ADDITION  aux  propriétés  des  momens  d'inertie  et  des 
axes  principaux ,  page  49^ 

Cette  addition  a  pour  ob}et  la:  recherche  des  points  d'un  corps^ 
par  rapport  auxquels  tous  les  momens  d'inertie  sont  égaux» 
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38,     9,    an  lieu  ^-(n«  9)8) ,  lisez  (qo  338.) 

—,    10,    ao  lica  de  difffb'e&tielle ,  lisez  dUSérencc. 

9»,      4,  aa  lien  de  ^ ,  lisez  •«-. 

110,  4>    *<^  1>*™  ^  °*  ^4^9  ^*^*  ^^  34^' 

174»  9»     en  lenumunt ,  (n«  343),  lisez  (no3440 

'9>»  ^     ^v  li^n  ^  ^•*ûi- ^>  Usez  ^< .sin. t. 

'9f  t  4»     *n  remontant ,  ess o ,  lisez  •  =  o. 

ig|6»       S»    snpprimcz  41 5. 

197,      8,    an  lien  de  t,  lisez  9. 

>99»      7>    *°  ^e**  de  Si  =  o  ,  lisez  Xi  s:  o. 

aaa,  16,     menons  |Mir  le  point ,  lisez  menons  par  le  point  G* 

a34,      I ,  en  remontant,  même  tems ,  lisez  même  plan. 

936,  3,  en  remontant ,  cette  Talear  de  M,  lisez  eette  Taleor  de  iV. 

33^,  90,  an  Ken  de  u.cos.uOiT,  lisez  u,coê.hGK* 

^t,      I,    anliendeaiV— jyff^.cos.ffGiT  -h  Mv.ccê.hGKszo  ,  lisez 

oJ^—JUy.ciM.hGK  4-  Mu.coêMGK, 
397,      9,  en  lemonunt  ,KOf  lisez  £0. 

3^5,  ao,    anlieude3A(i— r). COS. «.X,  lisez 9A(i—r}.cos.C.x. 

598,  17,     an  lien  d^un  1,  mettez  un  3. 
4i9,       1 ,    en  remontant ,  an  lien  de  OE ,  lisez  OF, 

4^5,     19,    an  lien  de  MA* .  ^^ ,  lisez  — Jl/A» .  ^. 

444*     '^y    ''i  mémeTtiesse ,  lisez  la  même  ^tesse  Tcrtieale. 
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LIVRE  TROISIÈME. 
SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

r 

DE  LA  MASSE  DES  CORPS. 

S09.  JNotTS  avons  considéré  le  mouvement  d'un 
point  matériel  dans  tons  les  cas  qu'il  peut  présenter  : 
lorsque  le  mobile  est  par&itement  libre  ^  quand  il  est 
astreint  à  se  mouvoir  sur  une  cotitbe  donnée ,  et 
enfin  quand  il  doif,  rester  sur  une  surface  donnée. 
Nous  sommes  parvenus^  dans  ces  trois  cas^  aux 
équations  différentielles  du  mouvement  ;  c'est  en- 
suite au  calcul  intégral  à  fournir^  pour  chaque  pro-* 
blême  particub'er^  les  nooyeus  de  résoudre  ces  équa- 
tions ^  exactement  ou  par  approximation^  afin  d'eu 
déduire  les  coordonnées ,  la  vitesse  et  la  direction 
du  mobile  en  fonction  du  tems.  Ainsi  ^  la  dynamique 
d'un  point  matériel  isolé  est  comprise  en  entier 
dans  le  livre  précédent^  et  nous  allons^  dans  celai-^ 
ci ,  considérer  le  mouveitient  d'un  cot*ps  de  dimea-« 
sions  finies^  ou  plus  généralenfent,  d'un  système 
quelconque  de  points  matériels.  Mais  comme  nous 
aurons  à  comparer  entre  elles^  de^  forcéç  appliquées 

àdifférens  corps^  ilestconveaibleiavaut-d'entrerea 
2.  i 
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madère  ^  d'expliquer  coiùment  on  mesure  rintentité 
d'une  force^  en  ayant  égard  à  limasse  du  mol>île.  En 
effets  lorsque  deux  forces  sont  appliquées  successi- 
vement à  un  même  corps  y  leurs  intensités  sont  entre 
elles  comme  les  vitesses  qu'elles  impriment  au  mo-- 
bile  dans  un  même  intervalle  de  tems,  pendant  le- 
quel ces  intensités  sont  supposées  invariables  ;  mais 
si  elles  agissent  sur  differens  corps ,  leur  rapport 
dépend  alors  de  la  vitesse  qu'elles  produisent  et  de 
la  masse  qu'elles  mettent  en  mouvement  ;  or^  c'est 
la  détermination  de  ce  rapport  qui  va  principalement 
nous  occuper  dans  ce  premier  chapitre.  Nous  y 
avons  en  outre  réuni  diverses  autres  questions^  rela- 
tives à  la  masse  des  corps^  qui  n'ont  pas  pu  trouver 
place  dans  le  livre  précédent^  et  qui  serviront  à  com- 
pletter  les  notions  qu'on  y  a  données  sur  la  pesan- 
teur^terrestre  et  sur  la  force  qui  sollicite  les  planètes 
vers  le  centre  du  soleil. 

4 

5.  I** .  Mesure  des  forces  en  afont  égard  aux  masses 

des  mobiles. 

5io.  La  masse  d'un  corps  est  la  quantité  de  ma« 
tière  dont  il  est  composé.  Dans  les  corps  homo- 
^ènes  y  la  masse  est  proportionnelle  au  volume  ; 
jnais  les  corps  formés  de  différentesi  substances  y 
comprennent^  en  général  ^  sous  le .  même  volume  ^ 
des  quantités  de  matière  plus  ou  moins  grandes. 
Noqâ  nous  représentons  les  parties  intimes  de  tous 
les  corps  delà  nature,  séparées  les  unes  des  autres 
par  des  espaces  vides  ^  que  nous  appelons  les  pores 
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de  la  substance  ;  et  c'est  en  élargissant  ou  en  cUmi- 
nuantces  espaces^  que  nous  concevons  des  nombres 
plus  petits  ou  plus  grands  de  parties  matérielles^ 
renfermées  sous  des  volumes  égaux. 

La  connaissance  de  la  masse  des  corps  nous  est 
donnée  par  cette  propriété  générale  de  la  matière 
qu'on  appelle  V inertie.  En  effet ,  concevons  un  corps 
posé  sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli^  de  ma« 
nière  qu'il  n'éprouve  aucun  frottement  contre  ce  plan; 
son  poids  ne  s'opposera  pas  non  plus  à  ce  qu'il  puisse 
glisser  le  long  d'un  plan  qu'on  suppose  horizontal  ; 
cependant^    si  nous  voulons  le  .mouvoir  sur  ce 
même  plan^  il  nous  £iudra  ,  pour  parvenir  à  le  dépla- 
cer^ faire  un  effort  quelconque ,  uniquement  dû  à  ce 
que  la  matière  dont  ce  corps  est  composé,  ne  si^urait 
se  mouvoir  d'elle-même  et  sans  l'action  d'une  force,  ^ 
c'eat-à  dire^uniquement  dû  à  l'inertie  de  la  matière. 
Si  à  ce  corps  on  en  ajoute  un  second  ,  l'effort  néces- 
aaire  pour  les  mouvoir  ensemble,  devra  être  éviden;^-- 
ment  plus  grand  que  pour  en  déplacer  un  seul  ;  et 
en  général ,  cet  effort  sera  d'autant  plus  grand ,  qu^ 
la  masse  qu'on  veut  déplacer,  sera  elle-même  pluai 
considérable. 

Ainsi,  lorsqu'on  essaie  de  mouvoir  différens  corps 
s^uT  un  plan  horizontal,  la  grandeur  des  efforts  que 
Ton  est  obligé  de  faire,  pour  leur  imprimer  le  même 
mouvement ,  peut  donner  l'idée  de  leurs  masses  ret-^ 
pectives;  et.  quand  on  trouve  que  deux  corps  de 
même  volume  exigent  des  efforts  différeûs ,  on  doit 
les  regarder  comme  contenant,  sous  ce  volume,  des 
quantités  différentes  de  matière  inerte.  Mais  le  plié- 
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nomène  le  plus  propre  à  donner  une  idée  précise  de 
leurs  ipasses,  et  qui  peut  même  servir  à  en  détermiaer 
numériquement  le  rapport^  c'est  le  choc  des  corps 
dénués  d'élasticité  ;  nous  allons  donc  analyser  un 
cas  très-simple  de  ce  phénomène^  sur  lequel  nous 
reviendrons  dans  un  des  chapitres  suivâns. 

Si  I  •  Les  mobiles  dont  il  va  être  question  y  seront 
des  sphères  h(ttnog;èneSy  formées  de  différentes  ma* 
tières  compressibles^  mais  dépourvues  d'élasticité; 
nous  mettrons  leurs  centres  en  mouvement  Sur  une 
même  droite,  et  nous  supposerons  que  tousjies  poiuts 
de  chaque  sphère  décrivent  deS  parallèles  à  cette 
droite ,  avec  une  vitesse  commune. 

Si  deux  de  ces  sphères  y  égales  en  volume  et  de 
ynème  matière,  viennent  à  se  rencontrer  avec  des 
vitesses  égales  et  contraires,  il  est  évident  qu'elles 
se  comprimeront  Funé  «ontre  l'autre,  jusqu'à  ce  que 
leurs  mouvemens  soient  détruits  et  qu^elles  soient 
réduites  au  repos.  On  conçoit  encore  que  si  la  Vi- 
tesse de  l'une  est  plus  grande  que  celle  de  l'autre ,  la 
plus  petite  vitesse  sera  seule  détruite ,  et  la  plus 
grande  sera  diminuée  d'une  quantité  égale  à  la  plus 
petite.  Appelons  donc  Jl  Tune  des  sphères ,  et  ^ 
l'autre  ;  soient  à  et  b  leurs  vitesses,  et  supposons 
b'>a:k  l'instant  du  choc  ^  sera  réduite  au  repos , 
et  S  conservera  la  vitesse  b^^^a;  par  conséquent  si 
l'on  enlevait  la  sphère  J ,  aussitôt  après  le  choc,  B 
continuerait  à  se  mouvoir  dans  le  même  sens  qa'ao-> 
paravant ,  avec  une  vitesse  b^^a.  Supposons  que  B 
rencontre  une  seconde  sphère  ^^  égale  à  la  première^ 
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ft  animée  de  la  inême  vitesse  a  ;  si  b — a  surpasse 
encore  a,  A^  sera  réduite  au  repos  y  et  lavitesse  de  B 
deviendra  h — ia.  Supprimons  A'  aussitôt  après  le 
second  choc  ;  imaginons  ensuite  que  B  rencontre  suc- 
cessivement une  série  de  sphères  A^j  A* y  etc.  ^  égales 
à  A  y  et  animées  de  la  vitesse  a  :  après  un  nombre 
quelconque  n  de  semblables  chocs  y  la  vitesse  de  B 
fera  redoile  à  b — na;  de  sorte  que  si  la  vitesse  h  est 
un  multiple  de  ^  et  égale  knaj  elle  se  trouvera  en* 
tièremeilt  épuisée  >  et  le  corps  B  sera  réduit  au 
repos. 

Cela  posé ,  si  les  corps  A  y  A!  A^  A'' y  etc.  y  qui  sont 
en  nombre  n^  fontifepit  une  série  d$  fphèr^s  juxtapo^ 
sées  (fig»  i^}^  et  que  cfstte  ^érie^  animée  de  la  vi-r 
tessea^  vi^une  dioqaer  la  sphère  By  Ja  vitesse  na 
de  celleHrîy  #fsra  détruite  comme  précédemment.  En 
effet,  nous  pouvons  supposer  enjtre  les  sphères  A\ 
A',  A',  etc.,  des  intervalles  infiniment  petits  ;  et  alors 
tout  se  passera  4ai|$  ce  ioaç  y  comme  dans  le  précé- 
dent :  A  perdra  d'abord  3a  vitesse  a,  et  celle  jie  B  sera 
réduite  h^  b'—a'y  A^  agissant  sur  By  par  l'intermé- 
diaire de  la  sphère  A  quji  reste  interposée  ep.tre  cef 
deux  eorps,  perdra  sa  vltiesse  a  ^^  et  réduira  celle  deuS 
à  £— -2â;  ^^  agissant  sur  By  par  Tintermédiaire  des 
deux  sphères  A  et  A' y  perdra  4e  toiéme  sa  vitesse  a  ^ 
eji  celle  de  ^  sera  euppre  diminuée  de  a,  ou  réduita 
h  à — 5is;etain^de  suite,  jusqu  a  la  derrière  sphère- 
de  la  série  y  qid  épuisera  le  dernier  degré  de  vltessô- 
de^. 

En  général,  il  est  aisé  de  voir  que  si  deux  séries 
de  sphères  juxtaposées,  égales  en  volume  et  de  môme 
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matière^  viennent  à  se  rencontrer,  elles  se  feront 
équilibre  y  lorsque  dans  chaque  série  la  vitesse  sera 
en  raison  inverse  du  nombre  des  sphères. 

3 12.  Considérons  maintenant  le  choc  de  deux 
sphères  C  et  B  ^  égales  en  volume  el  formées  de 
knatières  différentes,  qui  viennent  à  la  rencontre 
l'une  de  Fautre.  L'expérience  seule  peut  alors  nous 
apprendre  quelles  sont  les  vitesses  dont  ces  corps 
doivent  être  animés  pour  se  faire  équilibre  ;  suppo- 
sons donc  que  C  ^nimé  de  la  vitesse  a,  fasse  équi- 
.  libre  à  B  animé  de  la  vitesse  na  :  dans  cette  hypo- 
thèse le  choc  de  C  produit  le  même  effet  que  celui 
d'une  série  composée  d'un  nombre  n  de  sphères  ^  , 
j/fy  jfy  etc.,  juxtaposées,  animées  de  la  vitesse  a  y 
égales  en  volume  à  6^  ou  jS  ,  et  de  même  matière  que 
B\  or,  pour  cette  raison,  nous  nous  représentons  le 
corps  Cy  comme  renfermant  le  même  nombre  de 
points  matériels  que  toute  la  série  udf^  A' y  A* y  etc. 

Le  choc  des  corps  égaux  en  volume,  qui  se  font 
équilibre  avec  des  vitesses  différentes,  nous  conduit 
donc  naturellement  à  regarder  les  substances  hété- 
rogènes ,  conmie  renfermant ,  sous  le  même  volume, 
des  quantités  différentes  de  matière.  Le  rapport  de 
ces  quantités ,  ou  des  masses  des  corps ,  se  conclura 
de  celui  de  leurs  vitesses,  dont  il  est  l'inverse;  et  par 
ce  moyen ,  on  pourra  mesurer  ces  masses  et  les  re- 
présenter par  des  nombres. 

En  effet,  je  prends  pour  unité,  la  masse  d*un  corps 
A  ;  j'imprime  à  ce  corps  une  vitesse  connue  et  ar- 
bitraire ,  que  je  ^désigne  par  a  ;  et  si  je  veux  con- 
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naître  la  masse  d'un  autre  corps  B ,je  cherche^  par 
rexpérience,  la' vitesse  qu'il  faut  donner  k  B ,  pour 
qu'il  Êisse  équilibre  à  J}  si  je  trouve  cette  vitesse 
égale  a  ^,  j'en  conclus  que  la  masse  de  J9  est  à  celle  de 
jiy  comme  a  est  à  b'^  par  conséquent  j'ai  le  nombre 

^,  pour  représenter  la  masse  de  B. 

Ce  moyen  serait  difficilement  praticable  et  peu  sus- 
ceptible de  précision  ;  mais  nous  ferons  voir^  dans  !• 
n*  suivant^  que  le  poids  d'un  corps  est  proportionnel 
à  sa  masse;  de  manière  qu'au  rapport  des  masses^  on 
pent  toujours  substituer  celui  des  poids^  qui  se  déter-* 
mine  par  le  moyen  de  la  balance  ,  aussi  simplement 
et  avec  autant  d'exactitude  qu'on  peut  le  désirer. 

3i3.  Après  avoir  ainsi  expliqué  ce  qu'on  entend 
par  la  masse  d'un  corps,  voyons  comment  on  com- 
pare entre  elles  les  inten$ilés  des  forces  qui  agissent 
sur  des  masses  différentes. 

Considérons  un  corps  de  forme  quelconque^  qui 
se  ment  dans  l'espace  et  dont  tous  les  points  décri- 
vent des  droites  parallèles  avec  une  vitesse  coni- 
mune;  cette  vitesse  est  d'ailleurs  variable  ou  cons- 
tante pendant  la  durée  du  mouvement;  nous  suppo- 
sons seulement  qu'elle  est  la  même  à  chaque  instant  ^ 
pour  tous  les  points  du  mobile.  Le  mouvement  de 
chacune  des  parties  matérieUes  dont  le  mobile  est 
composé  y  peut  être  attribué  à  l'action  d'une  force 
qui  agit  sur  cette  partie^  suivant  la  direction  de  la 
vitesse  commune;  si  l'on  imagine  ce  corps  ^  divisé 
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en  use  infinité  de  parties  infiniment  petites  ef  égaler 
en  masse  y  les  intensités  des  forces  partielles  qui  im« 
priment  le  même  ipouvement  à  toutes  ces  parties , 
seront  égales  entre  elles  ^  et  leur  ré((iiltante  y  pu  la 
force  qui  agit  sur  la  m^sse  entière  du  mobile  y  sera 
proportionnelle  à  cette  masse  ;  le  mouvement  restant 
donc  le  même,  et  la  masse  devenant  double,  triple  y 
cfuadruple,  etp.,  Fintensité  de  la  force  croîtra  dans 
le  même  rapport  ^  et  générakmenl,  si  deux  corps  de 
tuasses  différentes  ont  le  même  Pd^uyemenf  dans  l'es- 
pace^ les  forces  qui  produisent  ce  mouvement ,  se^ 
ront  entre  elles  comme  ces  masses. 

L'expérience  nous  apprend ,  par  exemple  y  que  les 
corps  pesans  ont  tous  le  même  mouvement  dans  le 
vide  ;  il  en  faut  donc  conclure  que  la  pesapteur 
exerce  une  action  égale  sur  toutes  les  parties  maté- 
rielles égales  en  masses  ^  ^t  que  le  poids  de  chaque 
corps  est  une  force  proportionnelle  k  sa  masse. 

5i4-  Il  suit  de  là  que  k  densité  relative  de;  deux 
corps  y  exprime  également  le  rapport  de  leurs  poids 
et  celui  de  leurs  {passes^  sous  le  ;tiême  vf^lumç  ;  en 
prenant  donc  pour  unité  de  densité ,  celle  d'une 
substance  convenue ,  ps^r  e?çemple  la  densité  de 
l'eau,  au  niaximwn  de  condensation  (u^qS)^  et  en 
choisissant  pour  unité  de  masse,  celle  de  la  même 
substance  sous  Tui^ité  dp  volume,  on  aura  ' 

M  y  Vy  D  désignant  la  masse^le  volume  e.t  la  densité 
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d'un  corps  quelconque,  SI  Ton  joint  à  cette  éqoatioii 
celle  du  n""  94  ^  savoir  : 

on  aura  tontes  les  relations  qui  existent  entre  la  pe- 
santeur ^  le  poids  y  la  masse^  le  yolume  et  la  densité 
d  on  même  corps. 

5 1 5.  En  partant  de  ce  principe ,  que  les  forces  qui 
produisent  le  même  mouvement  sont  proportion- 
nelles aux  masses  des  mobiles^  et  sachant^  en  outre , 
que  leurs  intensités  sont  entre  elles  comme  les  vi- 
tesses qu'elles  impriment  à  un  même  corps  ^  il  nous 
sera  aisé  d'exprimer  ces  intensités  par  des  nombres, 
dans  le  cas  général  où  les  vitesses  et  les  masses  sont 
différentes. 

Supposons  d'abord  qu'on  veuille  comparer  les 
intensités  de  deux  forces  de  Vespèce  de  celles  qui 
agissent  instantanément  sur  les  mobiles  ;  on  trou-* 
"vera  qu'éUes  sont  entre  elles ,  en  raison  composée 
des  masses  auxquelles  ces  forces  sont  appliquées,  et 
des  vitesses  qu'elles  lenr  impriment,  en  supposant, 
toutefois,  que  ces  vitesses  sont  les  mêmes  en  gran« 
deur  et  en  directioJi  pour  tous  les  points  d'un 
même  corps. 

En  effet,  soient  F  et  F"  les  forces^  m  et  n%^  les 
masses ,  ^  et  </  les  vitesses  ;  considérons  un  troisième 
corps  dont  la  masse  arbitraire  sera  représentée  par 
M;  désignons  par  O  la  force  qui  lui  imprimerait 
la  vitesse  i^y  et  par  <!>'  celle  qui  lui  imprimerait  la  vi-> 
tcsse  /•  Puisque  les  forces  i^  et  O  font  prendi^e  le 
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même  mouvement  uniforme^  aux  masses  m  et  M^ 

elles  sont  entre  elles  comme  ces  masses  ;  on  a  donc 

F:  ^  ::  m:  M; 

et,  par  une  semblable  raison , 

d'ailleurs  O  et  O^  agissant  sur  un  même  corps  y  sont 
entre  elles  comme  les  vitesses  (^  et  i/,  qu'elles  lui  im« 
priment  (n*  ig5)  :  donc 

or ^  de  ces  trois  proportions ,  on  conclut  celle-ci  : 

F:  F'  ::  mi/:  mV. 

» 

On  appelle  quantité  de  mouvement  d'un  corps  ^  le 
produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse*  Ainsi  les  forces 
dont  Taction  est  instantanée^  ont  pour  mesure  la 
quantité  de  mouvement  qu'elles  produisent.  Une 
même  force  imprime  la  même  quantité  de  mouve-* 
ment  à  tous  les  corps;  mais  il  en  résulte^  pour  ces 
corps^  des  vitesses  qui  sont  en  raison  inverse  de  leurs 
masses;  de  sorte  que  la  force  qui  serait  capable  d'im- 
primer une  vitesse  i^,  à  une  masse /7i^  communiquera 

une  vitesse  égale  ^  -^  »  ^  une  autre  massé  M. 

3i6.  Soit  maintenant  m  la  masse  d'un  corps  qui 
.se  meut  d'un  mouvement  varié  quelconque,  et  dont 
tons  les  points  décrivent  des  droites  parallèles  ;  ap- 
pelons f,  la  force  qui  produit  ce  mouvemOnt  par 
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son  action  continue  sar  toutes  les  parties  matérielles 
de  ce  corps  ;  représentons  par  f ,  là  force  qui  pro«- 
duirait  le  même  mouyèihent^  en  agissant  sur  ude 
autre  masse  prise  pour  unité  t  on  aura  ^  d'après  le 
principe  qu'on  vient  de  citer ^ 

Quant  à  la  valeur  de  ^^  elle  sera  exprimée  ^  comme 
dans  le  n*  198,  par  ^,  ou  par  ^j  p  et  e  étant  des 

fonctions  du  tems  t^  qui  représentent ^  k  chaque  ins* 
tant^  la  vitesse  acquise  et.  l'espace  parcouru  par  le 
mobile. 

JLe  produit  nKf^  réduit  en  nombre^  donnera  la  me- 
sure de  la  force  y,  ou  son  rapport  à  une  autre  force^ 
prise  pour  unité.  Si  Ton  veut  que  celle-ci  soit  un 
poids  déterminé^  par  exemple  un  gramme^  on  ex- 
primera en  grammes  le  poids  de  la  masse  m  ;  en  dé- 
signant ce  poids  par  py  t\  par  g  la  vitesse  que  Ik 
pesanteur  imprime  aux  corps  pendant  l'unité  de 

fems^  on  avunLp=:mgy  ou  m= -;  d'où  il  suit 

S 

f—PÎ.  . 
'S* 

Cette  quantité  exprimera  en  grammes^  un  poids  équi-« 
valent  à  la  force/*;  de  sorte  que  si  Ton  trouve^  à  un 

instant  déterminé^  ^=5^  nombre  que  je  prends  au 

S 

hasard  ,  cela  signifiera  qu'à  cet  instant  ^  la  force  ap- 
pliquée au  mobile ,  est  équivalente  et  serait  capable 
de  Eure  équilibre  à  un  poids  de  trois  grammes. 
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Noa4  appellerpns  dorénayant  la  force  y*,  qui  s^gît 
sur  une  masi^e  qualcoacpie  m ,  une  force  motrice; 
et  nous  consprvçrons  le  non^  à^fçrçe  accélératrice  ^ 
tfjB  nou$  4V0na  d|9)à  employé  dans  le  livre  préc^-^ 
dent  9  à  la  force  ^y  qui  agit  suf  Tunité  de  masse,  La 
force  motrice  prend  le  nom  dépression,  quand  elle 
ne  produit  qu^une  simple  tendance  au  mouvement 
qui  se  trouve  empêché  par  un  obstacle  fixe.  Ainsi, 
par  exemple  ^  le  poids  d'un  corps  en  mouvement  est 
une  force  motrice^  et  le  poids  d'un  corps  posé  sur  uit 
plan  horizontal  ^  ou  suspendu  à  im  point  fixe  par  un 
fil  inextensible ,  est  i^ne  pression, 

5 17*  Lorsque  le  mpt^vement  e$t  uniformément 
accéléré ,  la  force  motrice  est  une  force  constante  ^ 
^ifisi  quç  la  force  accélératrice.  Si,  Tintensité  de  la 
preqai^re  restant  la  méine,  la  masse  du  mpbile 
aifgniçnte  pu  diminue ,  la  force  accélératrice  variera 
^|i  raison  inverse  ;  d'où  11  ^uit  qu'une  même  force 
•niotr)ce  commun iquera*,  pendant  un  'même  inter- 
valle de  tems,  à  des  masses  différentes,  des  vitesses 
qui  seront  réciproquement  proportionnelles  à  ces^ 
masses 

Supposons,  pour  en  donner  un  exemple,  qu'une 
masse  ilf  soit  posée  sur  un  plan  horizontal  contre 
lequel  elle  n'éprouve  aucun  frottement;  attachons  à 
cette  masse,  par  up  fil  inextensible,  une  autre  masse  /?» 
qui  sera  suspendue  verticalement,  comme  le  repré* 
sente  la  figur^'a(*"«  :  cette  masse  m  descendra  en  vertu 
de  son  poids;  mais  comme  elle  entraînera  l'autre 
avec  elle,  et  que  ces  deux  masses,  qui  prendront  le 
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même  mauvement ,  n'en  formeront  plus  qu'une 
seule ,  ëgale  à  leur  somme  ,  leur  vitesse  commune 
sera  plus  petite  que  celle  que  prendrait  la  massent^ 
si  elle  était  libre.  En  appelant  ^  ^  la  vitesse  de  ce$ 
deux  masses  au  bout  deTunité  de  tems^  et  désignant 
toujours  par  g,  celle  d'un  corps  pesant  qui  toinbe  li- 
brement ,  on  aura 

*  * 

car  le  poids  de  la  masse  m  lui  iiQprimerait  la  vi- 
tesse g  y  si  eUe  élait  libre  ;  par  conséquent  la  vitesse 
^y  que  la  même  force  motrice  communique  à  la 
msifise  M'i-m,  doit  être  égale  à  g,  multipliée  par  le 
rapport  de  m  à  M^m. 

3i8.  La  résistance  de  Tair^  que  nous  avons  consi* 
dérée  dans  le  mouvement  des  projectiles ,  est  une 
force  motrice  dontrintensité  ne  dépend  évidemment 
que  de  la  densité  de  Vair^  ^e  la  vitesse  du  mobile^  de 
sa  forme  et  de  l'étendue  de  sa  surface.  Deux  corps 
semblables  et  égaux  en  volume^  par  exemple  deux 
sphères  de  même  rayon  ^  qui  se  meuvent  dans  un 
même  milieu  y  éprouvent  îamême  résistance  quand 
leux^  vitesses  sont  égales  :  l'intensité  de  cette  force 
motrice  croit  avec  la  vitesse  du  mobile ,  l'étendue  de 
la  iurÊice  et  la  densité  du  milieu;  on  la  suppose  or« 
dinairement  proportionnelle  à  cette  sur&ce ,  Il  cette 
densité ,  et  au  carré  de  cette  vitesse  ;  en  désignant 
donc  par r^  le  rayon  du  mobile^  supposé  sphérique, 
par  (^9  sa  vitesse^  par  ZX^  la  densité  du  miliaa^  et 
f  ufîn  par  fp  la  force  motrice  qui  représente  la  résis* 
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tance  du  milieu ,  '  on  aura 

* 

fjL  étant  un  coefficient  numérique  y  qui  restera  le 
mèmt ,  tant  qu'il  s'agira  d'uû  corps  sphérique. 

Pour  déduire  de  cette  valeur  de/*,  celle  de  la  force 
accélératrice  correspondante,  il  faut  diviser  la  pre- 
mière par  la  masse  du  mobile  ;  or,  cette  masse  est 
égale  à  la  densité  du  corps ,  multipliée  par  son  vo- 
lume ,  lequel  volume  est  proportionnel  au  cube  du 
rayon;  si  donc  nous  désignons  cette  dehsité  par  Z>, 
la  force  accélératrice  sera  représentée  par 

Dr^~    Dr  * 

C'est  cette  même  force  que  nous  avons  désignée  par 
mi^,  dans  lesn**  207  et  208  j  on  aura  donc 

Dr 

eomme  nous  Favons  supposé  dans  ce  dernier  n* ,  et 
en  traitant  du  mouvement  des  projectiles  (n*  2^2). 

§.  IL  Attraction  universelle;  masses  des  Planètes. 

519.  Toutes  les  molécules  de  la  matière  s'attirent 
mutuellement  en  raison  directe  des  masses  et  inverse  du 
carré  des  distances.  Cette  grande  loi  de  la  nature,  dé- 
couverte par  Newton ,  est  une  conséquence  néces- 
saire du  calcul  et  des  faits  observés.  Si  Ton  admet,  par 
exemple,  le  mouvement  elliptique  des  planètes  autour 
du  soleil  et  la  loi  des  aires,  comme  des  données  de 
l'observation,  le  calcul  démontre  que  ces  corps  sont 
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retenus  dans  leurs  orbites  par  une  force  dont  l'inten- 
sité suit  la  raison  inverse  du  carré  des  distances  à  cet 
astre  (n*  240).  En  partant  ainsi  des  résultats  de  Texpé- 
rience^  on  peut  voir^  dans  V Exposition  du  Système 
du  Monde  de  M.  Laplace  y  comment  on  est  conduit  y 
sans  bjpothèses  et  par  une  suite  de  raisonuemens  ri- 
goureux y  au  principe  de  V attraction  universelle  :  noi^s 
Je  regarderons  ici  comme  une  vérité  démontrée^  et 
nous  nous  bornerons  à  en  déduire  quelques  consé- 
quences relatives  à  la  pesanteur  terrestre  et  à  la  force 
qui  agit  sur  les  planètes  y  qui  nous  feront  nûeux  cou* 
naître  la  nature  de  ces  deux  forces. 

320.  Celle  qui  retient  les  planètes  dans  leurs  or- 
bites, n'est  autre  chose  que  la  résultante  des  attractions 
de  toutes  les  molécules  solaires,  sur  toutes  les  molé- 
cules de  chaque  planète;  vu  la  petitesse  des  dimen- 
sions du  soleil  et  des  planètes  y  relativement  aux 
distances  qui  séparent  ces  corps,  on  conçoit  que  ces 
attractions  pourront  être  regardées ,  sans  erreur  sen- 
sible, comme  des  forces  parallèles  et  égales,  dans 
toute  rétendue  d  une  même  planète  ;  leur  résultante 
est  donc  égale  à  leur  somme ,  et  Ton  en  peut  conclure 
que  la, distance  restant  la  même,  la  force  motrice  de 
chaque  planète  est  proportionnelle  au  jM-oduit  de  sa 
masse  multipliée  pab  celle  du  soleil. 

Supposons  donc,  pour  exprimer  numérique- 
ment l'intensité  de  cette  force,  que  l'on  prenne  une 
certaine  distance,  pat  exemple  celle  du  soleil  à  la 
terre,  pour  unité  linéaire;  choisissons  aussi  une 
masse  et  un  intervalle  de  tems  déterminés  pour  uni- 
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té  de  ces  deaic  espèces  die  quantités,  et  prenons  en- 
fin poar  unité  de  force,  comme  dans  le  n"^  198,  la 
force  accélératrice  constante  qui  produit  dans  l'unité 
de  tems  une  yltesse  égale  k  l'unité  de  longueur;  con- 
cevons  maintenant  deux  corps,  dont  les  masses 
soient  égales  entre  elles  et  à  celle  qu'on  a  prise 
pour  unité,  et  qui  soient  placés  à  une  distance  l'un 
de  l'autre,  égale  à  l'unité  linéaire  ;  soity*  la  force 
attractive  de  l'un  de  ces  deux  corps  sur  l'autre ,  c'est- 
^•-dire  le  rapport  numérique  de  son  intensité  à  celle 
delà  force  prise  pour  unité;  soient  aussi  M  et  m^ 
les  masses  du  soleil  et  de  la  planète^  et  r,  leur  dis- 
tance mutuelle  :  la  force  motrice  de  la  planète  sera 
exprimée  par  Mmf,  à  l'unité  de  distance,  et  elle  de-* 

viendra  --^,  à  la  distance  quelconque  n  La  gran- 
deur de  la  quantité  que  nous  désignons  par^^  dépend 
du  pouvoir  attractif  dont  la  matière  a  été  douée  ;  ce 
pouvoir  est  le  même,  à  égalité  de  masse  et  de  dis- 
tance ,  pour  tous  les  corps  de  la  nature  ;  rien^  jusqu'à 
présent,  ne  nous  a  appris  qu'il  augmente  ou  qu'il 
diminue  avec  le  tems  ;  et  nous  avons  lieu  de  penser 
qu'il  a  été  et  qu'il  restera  constamment  le  même. 

3âi.  La  force  motrice  de  la  masse  M,  due  à  Tat- 

traction  de  la  masse  m,  est  aussi  représentée  par  -^  ; 

de  manière  que  la  réaction  de  chaque  planète  sur  le 
soleil ,  est  égale  à  Faction  de  cet  astre  sur  la  planète  ; 

Qciaià  cette  force  motrice  — ~ ,  agissant  sur  les  deux 

masses  Af  et  m,  leur  imprime  à  chaque  instant  des 
vitesses  qui  sont  réciprôquemçnt  proportioanélles  à 

€09 
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ces  masses;  et  il  en  résulte  que  si  les  deux  corps 
sont  abudoonës^  sans  aucune  vitesse  initiale ,  à 
leur  attraction  mutuelle  ^  ils  s'avanceront  l'nn  vers 
Tautre  en  décrivant  ^  dans  le  même  tems ,  des  espaces 
dont  le  rapport  sera  inverse  de  celui  de  leurs  masses  ; 
par  conséquent  ils  se  joindront  au  point  qui  partage 
leur  distance  primitive  en  deux  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  à  ces  masses.  Si^  par  exem- 
ple ,  la  masse  m  est  moitié  de  M  y  la  première  par* 
courra  y  dans  un  tems  quelconque^  un  espace  double 
de  celui  qui  sera  parcouru^  dans  le  même  teras^  par 
la  seconde;  et  les  deux  masses  se  joindront  au  tiers 
de  leur  distance  primitive  ^  à  compter  du  point  de 
départ  de  M. 

^  En  général^  si  la  planète  est  projetée  dans  l'es- 
pace ^  suivant  une  direction  quelconque ,  et  qu'on 
propose  de  déterminer  son  mouvement  apparent  au- 
tour du  soleil ,  regardé  comme  un  point  fîxe^  il  fau« 
dra  cxmcevoîr  que  Von  imprime  à  chaque  instant  i^ 
cet  astre  y  ane  vitesse  égale  et  contraire  à  celle  qu'il 
reçoit  de  Faction  de  la  planète  ;  mais  y  afin  de  ne 
point  altéi^er  le  mouvement  relatif  de  ces  deux  corps^ 
il  &udra  en  même  tems  imprimer  cette  vitesse  à  Is^ 
planète  ;  ce  qui  revient  à  lui  appliquer  une  force  mo- 
trice dirigée  vers  le  soleil  et  égale  à  -  T  •^  ou  k 

—*-;  donc  y  dans  le  mouvement  dont  il  est  question, 

la  force  motrice  de  la  planète  m,  sera  constamment 
dirigée  vers  le  soleil  y  et  égale  à  la  somme  des  deux 

forces    ^^  et  -^;  par  conséquent, en  divisant  par 


3. 
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sa  masse  i»,  la  force  accélératrice  sera  exprimée  par 

p:-,  le  coefficient  /t  étant  égal  à  (iHf-f-m}/. 

Ain^i^  l'on  devra  substituer  cette  valeur  de  jjl  àacM 
les  équations  du  mouvement  elliptique  des  planètes  ^ 
que  nous  avons  données  daqsle  livre  précédent.  Or^ 
nous  avons  trouvé  dans  le  n""  248  y  Téquation 


4' 


ft 


a^  u   ' 


y  désignant  le  tems  de  la  révolutîpn,  a  le  demi<^ 
grand  axe  de  l'orbite,  et  tt  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre;  nous  aurons  donc 


a3  ~  (i»f +m)/"  ^^^ 


Le  rapport  — ^  qui  dépend,  comme  on  voit,  delà 

quantité  m,  ne  sera  donc  pas  le  même  pour  deux 
planètes  dont  les  masses  sont  inégales  ;  par  consé- 
quent on  ne  peut  pas  le  supposer  vigoureusement  le 
même  pour  toutes  les  planètes  ;  cependant  les  obser- 
vations qui  conduisent  à  la  3*  loi  de  Kepler  (n"  238), 
prouvent  que  ce  rapport  est ,  dnon  exactement,  da 
moins  à  très-peu  près  constant;  il  en  Êiut  donc  con- 
clure que  les  masses  des  planètes  sont  très -petites 
relativement  à  celle  du  soleil;  de  sorte  que  la  quantité 
/E^'^t  le  rapport  du  carré  du  tems  de  la  révolution  au 
cube  de  la  distance  moyenne ,  varient  très  -  peu  en 
passant  d'une  planète  ii  une  autre  :  et  en  effet  la  masse 
de  Jupiter,  la  plus  considérable  de  toutes,  n'est  pas 
utt  millième  de  celle  dn  soleil.  C'est  pour  cette  raison 


LIV.  HI.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.  19 
que  l'attracdoa  mutuelle  des  planètes  ne  {«'oduit 
qae  des  changemens^  ou  très-lents^  ou  peu  considé- 
rables^ dans  leur  mouveknent  elliptique^  dû  à  Fat- 
traction  du  soleil. 

522,  L'équation  (i)  nous  fournit  un  moyen  bien 
simple  de  déterminer  les  masses  des  planètes  qui  sont 
accompagnées  d\in  satellite^  En  effet ,  si  Ton  consi- 
dère le  mouvement  du  satellite  autour  de  la  planète, 
il  est  évident  qu'il  est  semblable  à  celui  de  la  planète 
autour  du  soleil,  de  manière  que  réqujation  (i),  ou 
tonte  autre  équation  relative  au  mouvement  de  la 
planète,  s'appliquera  égalenoiejdt  à  celui  du  satelUte  , 
en  y  remplaçant  la  masse  du  soleil,  par  celle  de  la 
planète,  et  ceUe-ci,  par  celle  du  satellite.  Soit  donc 
m' la  masse  du  satellite ,  a  sa  distance  moyenne  k  la 
planète,  T^  le  tems  de  sa  révolution;  nous  aurons  , 
en  vertu  de  Téquation  (i),  celle^^^ri  : 

22 ^_. 

divisant  ces  deux  équations^  Tune  par  Tautre,  afin 
de  £aiire  disparaître  la  quantité  inconnue y^  il  vient 

or,  les  masses  des  satellites  sont  très -^petites,  par 
rapport  a  celles  de  leurs  planètes  respectives  ;  et  l'on 
peut,  sans  erreur  sensible,  mettre  m  à  la  place  de 
wi-f-m';  d'ailleurs  les  quantités  a^  a\T  et  T'  sont 
des  données  de  l'observation  ;  en  mettant  leurs  var 

a. . 


io         Traité  de  mécanique. 

leurs  dans  la  dernière  équation ,  il  n'y  restera  dènc 

plus  que  le  rapport  jg,  qui  soit  inconnu  $  par  consë'* 

quent^  cette  équation  pourra  serrir  à  le  déter- 
miner. 

C'est  de  cette  manière  que  Newton  a  trouyé  —g-» 

pour  la  ttïàsêe  de  Jupiter  y  celle  du  soleil  étant  prise 
pour  unité  (^).  Retatirement  à  la  terre ,  il  existe  un 
moyen  particulier  de  trouver  sa  masse  ^  qui  ne  peut 
être  expliquée  qu'après  avoir  déterminfé  raftraction 
d'un  corps  sphérique  sur  un  point  matériel  ;  et 
comme  le  calcul  de  cette  attraction  conduit  à  des 
théorèmes  intéressans^  que  l'on  a  souvent  l'occasion 
de  citer^  je  vais  en  donner  ici  le  développement 
entier* 

■  * 

S25.  Proposons-nous  donc  de  déterminer  l'attrac*- 
lion  qu'exerce  un  corps  homogène,  terminé  par  deux 
surfaces  sphériques  et  concentriques  sur  un  point 
matériel ,  placé  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  ce 
corps.  Soient  C  le  centre  du  corps  et  ^  le  point  at- 
tiré (  fîg.  3  et  4  )  ;  il  ^^^  évident  que  l'attraction 
demandée  doit  être  une  force  dirigée  suivant  la  droite 
Cjij  autour  de  laquelle  tout  est  parfaitement  sem* 
blable;  nous  allons  donc  partager  le  corps  attirant  9 
en  une  infinité  d'élémens  infiniment  petits  ;  nous 
Recomposerons ,  suivant  la  droite  CJ  ^  l'attraction 


(*")  Voyez  sur  ce  point,  Y  Exposition  dm  Système  du  monde, 
chap.  III ,  >iv.  IV. 


LIV.  m.  SUITE  DE  LA  DYPf AMIQUE.  ai 
que  chaque  élément  exerce  sur  le  point  A  ;  puî« 
nous  ferons^  par  lé  procédé  de  l'intégration  ,  la 
somme  de  toutes  ces  composantes^  et  cette  somme 

exprimera  l'attraction  du  corps  entier^ 
Soit  m  un  point  quelconque  de  la  masse  du  corps  ; 

désignons  par  r  sa  distance  Cm^  au  centre  C^  et  pai* 
%y  l'angle  mCA  y  aigu  ou  obtus  y  que  fait  la  droite  Cm 
avec  la  droite  CA*^  menon$  arbitrairement ,  par  cette 
dermère  droite^  un  plan  indéfini  ^6?!/^,  et' soit  cù 
l'angle  compris  entre  ce  plan  et  celui  des  deu^  droites 
Cm  et  CA.  La  position  du  point /ti  dans  l'espace  sera 
déterminée  au  moyen  des  deux  angle^^ây'etA'^  ^t  du 
rayon  r\  ces  trois  coordonnées  yarïeront' en  passant 
d'un  point  à  un  autre,  et  l'on  conçoit  quW  pourra 
les  étendre  à  tous  les  points  du  corps  :  i-*  en  don- 
nant à  r  toutes  les  valeurs  comprimes  depuis  le  rayon 
de  la  surface  intérieure  y  jusqu'au  rayon  de  la  sur? 
lace  extérieure;  t!"  en  fidsant  croître  Faligle  (à y  de- 
puis û»c=o,  jusqu'à  â)=4oo*;  S""  en  faisant  croître 
Taiigle  8,  seulement  depuis  â=:o,  jusqu!à  6=3=300*. 

Le  voittxûie  de  l'élémeat  du  corps,  q^i  répond 
aux  trois  coordonnées  r-,  0  et  a»,  sera  égal  à 
r^.sin.d.i/nsiSdKsc,  d après  le  n""  lâS;  en  multipliât  ce 
volume  par  la  dei:isité  du  corps,  que  nous  désignerons 
par  /,  on  aura  la  masse  du  même  élément;  de  plus , 
si  l'on  appelle  Xy  la  distance  Am  de  cet  élément 
au  pmatiif,  et  qu'on  &5se  CAzs=:ay  on  aura,  dan& 
le  triangle  CAm , 

et  FaUracdon  de  cet  élément,  sur  le  point  ^^  sera. 
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'^ ï= • 

y  désignant  >  cemme  précédemment^  TintensUé  de 
Tattraction  à  Tunité  de  distance  et  pour  l'unité  de 
masse. 

Cette  force  est  dirigée  suivant  la  ligne  Am  ;  pour 
la  décomposer  suivant  la  ligne  JÇ  ^  il  faut  la  multi«- 
plier  par  le  cosinucf  de  Tringle  CAm.  Or,  en  abais-* 
gant  du  point  m ,  la  perpendiculaire  mD^  sur  la  droite 
AC^  on  aura  Cj?  =:r.cps.fl  ^  ADz=iAÇ^CD 
çs^r-^r.cos.G,  et 

^.         AD       Or— r.cos,4 
pos .  vjfm  =  -7—  =  '  ; 

par  conséquent ,  la  force  décomposée  sera  égale  à 

ffr^a  —  r.co8.6):8in.6.cIntt^ 

-g ; 

La  valeur  de  x  étant  donnée  par  une  extraction 
de  racine  carrée  ,  on  peut  la  prendre  indifférenoment 
avec  le  signe -f»,  ou  avec  le  signe  -*-;  nous  suppo-» 
serons  cette  quantité  toujours  positive;  ainsi,  par 
exemple,  pour  l'élément  qui  répond  à  6=0,  on  a 

a:"  =  fl* -r- aor  +  r^=z  Ça —  r)*; 

on  a  donc,  oujcs=a — r,  ou  x=rr— r«  ;  nous  pren- 
drons la  première  valeur,  si  a>r,.et  la  seconde^  si 
a<r.  De  cette  manière^  la  valeur  de  la  force  dé- 
composée sera  positive  ou  ^négative  ,  selon  qu'on 
:iuva  a>r.cos.6,  ou â<r.cos.9^  c'est-àrdire,  selon 
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qne  l'angle  Cj^m  sera  aigu  ou  obtus.  Daos  le  pre- 
mier cas^  ràitractioa  de  rélément  situé  au  point /t», 
tend  à  rapprocher  te  point  ^  du  centre  C;  dans  le 
second  cas^  celte  attraction  tend  à  éloigner  le  point 
^  de  ce  centre  :  nous  regardons  donc  comme  posi- 
tives les  composantes  <{ui  tendent  à  rapprocher  le 
point  A  du  centre  du  corps ^  et  comme  négatives, 
celles  qui  tendent  à  Ten  éloigner  ;  et  en  ayant  égard 
k  cette  opposition  de  signe ,  la  force  totale ,  qui  agit 
snr  le  point  J  j  est  égale  à  la  somme  de  toutes  les 
composantes,  quelle  que  soit  la  position  de  ce  point, 
n  ne  s'agit  donc  plus  que  d'intégrer  la  formule  pré- 
cédente,  successivement  par  rapport  aux  trois  varia- 
bles r,  0  et  »,  et  d'étendre  l'intégrale  à  la  masse  en- 
tière du  corps. 

524*  Les  intégrations  relatives  a  ces  variables^ 
peuvent  être  effectuées  dans  tel  ordre  qu'on  voudra  ; 
le  plus  simple  sera  d^intégrer  d'abord  par  rapport  à 
m,  depuis  â»=o  jusqu'à  »=4oo*;  ensuite ,  par  rap- 
port à  9,  depuis  d=so  jusqu'à  0=  iioo"";  enfin ,  par 
rapport  à  r,  en  prenant  pour  limites  les  rayons  des 
smrfiices  intérieure  et  extérieure  du  corps. 

En  observant  que  la  densité  f  est  constante  j  et  que 
jr  est  indépendante  de  c#,  la  première  intégration 

donne  évidemment 

« 


ir  représentant  la  demi-circonference  pour  le  rayon 
égal  à  Tunité^ 
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et ,  en  intégrant  par  rs^pport  à  r, 

Citant  fa  constante  arbitraire.  Soient  donc  /et /"les 
rayons  des  rarfaices  extérieure  et  intérieure  du  corps 
attirant  ;  l'intégrale  définie  j .  prise  depuis  rz=L.  t 
jusqu'à  r=:l^  sera 

Cette  quantité  exprime  la  force  attractive  qui  agit 
0ur  le  point  j4  y  suivant  la  droite  ^C.  Or  y  si  l'on 
désigne  par  ^la  masse  du  corps  attirant ,  ou  le  pro- 
duit^ de  son  volume  par  sa' densité^  et  si  Tan  ùii 
attention  que  ce  volume  est  la  différence  de  deux 
sphères  dont  les  rayons  sont  /  et  t^  on  aura 

M—  éll  P  ^^  n . 
jxL  —  ^  •*       Tr**  T 


par  conséquent  la  force  attractive  deviendra  -/.  E 

est  la  même  que  celle  d'un  point  matériel  dont  la 
masse  serait  M,  et  qui  serait  placée  au  point  C;  il  en 
faut  donc  conclure  que  Y  attraction  Jtim  corps  sphé-^ 
rique  et  homogène  y  sur  un  point  extérieur  y  est  la 
même  que  si  la  masse  entière  de  ce  corps  était  réunie 
à  son  centre. 

Ce  théorème  subsisterait  encore  y  si  le  corps  atli-- 
ranty  au  lieu  d'être  entièrement  homogène^  était 
seulement  composé  de  couches  homogènes ,  sphé*- 
riques  et  concentriques  ;  car  l'attraction  de  chaque 
couche  est  la  même  que  si  la  masse  était  réunie  au 
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centre  commun^  et  Tattractioa  du  corps  entier  est 
égale  a  la  somme  des  attractions  de  toutes  ses  par- 
ties. 

S26.  La  pesanteur  des  corps  placés  a  la  sur&ce 
de  la  terre ,  est  due  à  Tattraction  du  sphéroïde  ter- 
ivstre,  un  peu  modifiée  par  la  force  centrifuge  de 
ces  corps  (n*:i62);  'elle  est  donc  un  cas  particulier 
de  Vattraction  universelle  ^  et  pour  cette  raison  on 
appelle  aussi  cette  attraction ,  Isl  pesanteur  ou  la  gra-^ 
viiaiion  universelle»  Si  la  terre  était  formée  de  cou- 
ches sphériques  homogènes  y  et  qu'elle  n'eût  pas  de 
mouvement  de  rotation^  l'intensité  de  la  pesanteur  à 
sa  surfiice  serait  constante  ;  mais  les  couches  ho- 
mogènes   dont  elle  est  composée  ^   sont  aplaties 
vers  les  p61es ,    et  cet  aplatissement ,  joint  à  la 
force  centrifuge  qui  provient  de  la  rotation  y  pro- 
duit^ comme  nous  l'avons  déjà  dit  (n*  264)^  l'ac- 
croissement de  pesanteur  cm  l'on  observe  y  en  allant 
de  l'équateur  aux  pôles.  Cependant,  comme  cet  apla- 
tissement est  peu  considérable  ^  l'attraction  de  la 
terre  sur  les  corps  placés  à  sa  surface,  diffère  peu  de 
celle  d'une  sphère  de  même  masse  et  d'un  rayon  égal 
à  son  rayon  moyen;  en  appelant  donc  /,  ce  rayon, 
et  /7f,Ia  masse  de  la  terre,  cette  attraction  sera  dirigée 

vers  son  centre^ 'et  à  peu  près  égale  à  '^.  La  force 

centrifuge  diminue  la  pesanteur  d'environ  -^  à  l'é- 
quateur, et  d'une  moindre  quantité  en  tout  autre 
lieu  ;  si  donc  on  néglige  cette  petite  diminution  ^ 
pt  <]uon  appelle  j^,  la  pesanteur ^  on  aura,  par  ap* 
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proziniation  , 

mf 

jOo  pourrait  mène  rendre  cette  valeur  de  g  rigou* 
TCM^y  en  prenant  pour  ly  non  pas  le  rayon  moyen 
de  la  terre,  mais  un  certain  rayon  que  la  théorie  dé- 
termine^ et  qui  répond  à  un  angle  de  latitude  dont 

le  sinus  est  égal  à  i/g.  Si  Ton  appdle  fy  la  densité 
moyenne  de  la  terre,  on  aura  aussi 

m— ^^       et       ff  =— 3  — 

Lorsqu'on  s'élève  au-dessus  de  la  surface  de  la 
terre,  la  pesanteur ,  toujours  dirigée  vers  son  centre^ 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  ce 
poipt,dju  moias  quaixdon  fait  abstraction  de  Taplatis- 
sèment  et  de  la  force  centrifuge  ;  car  alors  rattraction 
de  la  terre  est  la  même  ^e  si  la  masse  entière  de  cette 
q[>hère  était  réunie  à  son  centre.  Dans  l'intérieur  de 
3a  terre,  la  pesanteur  suit  une  loi  différente.  En  effet. 
Ai  Ton  considère  un  point,  d'un  corps. composé  de 
couches  sphériques  et  homogènes,  ce  point  n'éprou* 
vera  aucune  attraction  de  la  part  de  toutes  les  couches 
qui  lui  sont  extérieures  ;  il  ne  sera  donc  attiré  que  par 
une  sphère  dontlafiur£atce  passe  par  ce  point,  et  dont 
le  rayon  est  légal  à  sa  distance  jïu  centre  ;  ^  donc  ,  en 
appelant  ty  cette  distance ,  et  f\  la  densité  moyenne 
des  couches  intérieures  qui  forment  cette  apiière  ^ 

Tattractionsera  égale  à  ^^-^,  et  dirigée  vers  le  cen- 
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tre.  CeslTexpression  de  la  pesanteur  dan«  rintérieur 
de  la  terre ^  «apposée  sphérique,  et  déduction  ùlic 
de  la  force  centrifuge.  On  voit  qu'elle  serait  propor- 
tionnelle à  la  distance  aa  centre,  ai  la  denaîlé  /  était 
constante ,  on  si  toutes  les  couches  étaient  de  mém« 
densité  ;  mais  la  d^nsîfté  des*  ed^uches  de  la  terre  dé^ 
croft^  suivant  une  loiinîCMràuey  en  ^ant  du  centre  à 
la  surfiice,  et  pour  celte  raison,  la  loi  de  la  pesanteur 
est  également  inconnue.  Ainsi  rbypotlièse  du  n"*  202^ 
appliquée  à  une  grande  profondeur  et  jusqu'au  eeuti*^ 
même^  ne  doit  être  regardée  que  comme  un  exemple 
de  calcul  ;  cette  hypothèse  n'est  exacte  que  près  de 
la  surfiicedela  terre ,  et  dans  une  étendue  où  la  dei»* 
lité  ne  varie  pas  sensiblement. 

52J.  Reprenons  maintenant  l'équation  du  n*  5;2i  ^ 
savoir  : 

et  supposons  que  m  sok  la  masse  de  la  terre  ^  a  sa 
distance  moyenne  au  soleil  dont  M  est  la 'masse  ^  et 
7*le  tems  de  sa  révolution  autour  de  cet  astre  ^  ou  ce 
que  les  astronomes  appellent  Vannée  sjrdértde^  L'una 
des  équations  du  n^  précédent  donne  gl\z=imf;  pav 
conséquetit  on  auta 

or,  les  quantités  g^,  T  et  a  sont  données  par  Porbser- 
vation  ;  le  rayon  f  est  aussi  connu  ;  cette  équalîoii 
servira  donc  à  déterminer  lé^appofl  de/w  à  St.  On  A 
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trouvé ,  par  ce  moyen ,  la  itiasse  de  la  terre  égale  tt 

m 

L    ■  ^  celle  du  soleil  étant  prise  pour  unité. 

Cet  astre  est  une  sphère  dont  le  rayon  est  égal  à 
1  lo  fois  celui  de  la  terre  ;  d'où  l'on  peut  conclure  le 
i*apport  des  volumes  de  ces  deux  corps;  connaissant 
ce  rapport  et  celui  de  leurs  masses,  on  obtiendra 
sans  peine  le  rapport  de  leurs  densités  moyennes  : 
celle  de  la  terre  est  à  peu  près  <]uadruple  de  celle 
du  soleil. 

528.  Puisque  toutes  les  parties  de  la  matière  sont 
douées  d'une  force  attractive ,  il  en  résulte  qu'une 
masse  considérable ,  placée  à  la  surÊice  de  la  terre, 
dpit  écarter  les  corps  graves  de  la  direction  verticale 
de  la  pesanteur,  cSL* vertu  de  l'attraction  que  cette 
masse  exerce  sur  eux.  Le  fil  à-plomb,  dans  un  lieu 
voisin  d'une  pareille  masse,'n  indiquera  plus  la  ver- 
ticale ,  ou  la  perpendiculaire  à  la  surface  de  la  terre 
en  ce  lieu;  de  sorte  qu'en  le  prolongeant  indéfini* 
ment  par  la  pensée ,  il  coupera  le  ciel  en  un  point 
qui  ne  sera  pas  le  zénith  de  ce  lieu.  C'est  ce  que  les 
astronomes  ont  eu  l'occasion  d'observer,  près  des 
montagnes,  en  Ecosse  et  en  Amérique.  Mais,  dans 
ces  déviations ,  l'angle  du  fil  à-plonJ) ,  avec  la  ver- 
ticale, reste  toujours  très-petit,  et  ne  s'élèVe  qu'à 
quelques  secondes,  parce  que  les  masses  des  plus 
hautes  montagnes  sont  encore  fort  petites ,  par  rap- 
port à  la  masse  entière  de  la  terre,  dont  l'attraction 
produit  la  pesanteur.  D'ailleurs ,  la  terre  n'est  pas 
^ène;  sa  densité^  comme  nous  Tavous  déjà 
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dit ,  décroît  en  allant  du  centre  à  sa  surface  ;  de  maro 
nière  que  sa  densité  moyenne  excédant  en  général  la 
densité  des  corps  qui  sont  à  sa  surface,  cette  circons* 
tanee  contriiiae  encore  à  diminuer  l'influence  des 
attractions  locales.  Pour  juger  4e  cette  influencée  ^ 
supposons  que  Ton  place  une  masse  sphérique  et  ho-' 
mogène  près  d'un  "fil  à-plomb  ^  .et  cherchons  Fangle 
de  déviation  de  ce  tfik 

*  Nous  considérerons  le  fil  à«»plomb  comime  un  point 
matérid  pesant^  suspendu  à  un  point  fixe ,  par  un  fil 
inextensible.  Soit  (fig.  5)  A  le  point  matériel  ^  £  le 
point  fixe^  C  le  centre  du  corps  attirant.  La  question 
proposée  consiste  à  trouver  les  conditions  d'équilibre 
du  point  A  y  sollicité  par  la  pesanteur  et  par  la  force 
attractive  dirigée  suivant  la  Xxgm^AC}  or^cescondi* 
tiôns  se  réduisent  à  ce  que  la  résultante  de  ces  deuxf 
forces  soit  dirigée  suivant  la  ligne  BAy  afin  qu'elle 
soit  détruite  par  le  point  fixe  B\  si  donc  on  mène  par 
le  point  A  une  droite  EAFy  perpendiculaire  à  la  droite 
BAy  et  que  Ton  décompose  la  pesanteur  et  la  force 
attractive^  suivant  cette  perpendiculaire,  il  suffira  que 
les  composantes  soient  égales  et^ contraires.  Elles 
seront  contraires,  si  le  fil  à-plomb  BA  s'est  éoarté  de  là 
verticale  RDy  du  côt^  ou  se  trouve  placé  le  point  C; 
supposons  donc  cette  condition  remplie,  et  cher-* 
chons  les  valeurs  des  composantes  qui  doivent  être 
égalés  entre  elles. 

Désignons  par  g^,  la  pesanteur;  par^^  l'angle  hi« 
connu  ABD  que  îa\X  la  ligne  BA  avec  la  verticale  ; 
g.AfL.Xy  sera  la  composante  de  cette  force,  perpen* 
dicnlaire  à  BA^  ou  dîrigée  suivant  AE.  Soit  aussi  jr 
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ik  distance  inconnue  AC^  fA  la  masse  du  corps  atti- 
rant, /  rintensrCe  dé  la  force  attractive  k  Tunitë  de 
distance  et  pour  Tunité  de  masse,  et  par  conséquent 

^{,  lattraction  du  çqpps  sphérique  sur  le  point  ^. 

y 

Désignons  enfin  par  a  la  loagueuf  de  la  Kgne  BCy 
par  a  langle  CBD que  fiiit  cette  ligne  avec  la  yerti- 
cale,  de  manière  que  ot — ^x  soit  l'angle  des  deux 
lignes  jS'C et  Bjily  etii*SBD.(«ft-^a:),  la  perpemdicu-i 
laîre  Clfy  abaissée  du  point  C  aor  kt  ligne  BjÉ*  Nous 
aurons 

<^^  y       ■ 

lacomposantedelaforce  |^,  suivant  AFy  aura  donc 

pour  valeur  ^-^  :  ?° -^v>««"— -g;  ^  et  Téqualion  d'équilibre 
8wa 

-= T^ '  =/r.8in.a:. 


En  covisidérant  le  triangle  BAC  y  on  aura  la  va-* 
leur  de^,  au  moyen  de  la  longueur  BA  du  fil  à- 
plomb  f  de  la  distaoce  BCy  et  dé  l'angle  «*-a;.  Subs- 
tîluant'donc  cette  valeur  dans  l'équation  d'équilibre , 
on  pourra  ensuite  en  déduire  la  valeur  cherdiéède 
X.  Mais  pour  rendre  cette. équation  plus  facile  à  ré- 
soudre y  je  supposerai  que  la  longneurdu  fil  à-plomb 
soit  très-petite  et  puisse  être  négligée  par  rapport  à  la 
distance  a,  ce  qui  a  efiectivement  lieu  en  général. 
Alors  oa  aura  j^s3=a,  et  l'équation  précédente  de- 
viendra 

lif ain.j? 

sra^  ""  fein.  («  —  x)' 

C'est 
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C'est  de  cette  équation  qu'on  doit  tirer  la  valeur 
dex. 

S29.  Appelons  y  commeprëcédemment  ^  m  lamasse 
de  la  terre  9  f  sa  densité  moyenne  ^  et  /  son  râyén; 
soient  aussi/  et  î^  la  densité  et  le  rayon  du  corps 
attîranl;  les  denx  masseâ  pu  et  m  seront  entre  elles 
comme  leurs  densités  multipliée^  par  leurs  volumes  \ 
et  ceux-ci  seront  entre  eux  comme  les  cubes  des 
rayons  /  et  f;  on  aura  donc    .  '  -y 

P*ailleurs-  on  a  aussi  gl^ = mf;  d'où  il  stdt 

Substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  équation  du 
n*  précédent,  on  trouve 

r 

f ix*  "^  lîfl .  (et  —  x)* 

La  densité  et  le  rayon  du  corps  attirant  restant  les 
mêmes  9  la  valeur  de  oc  que  Ton  tirera  de  cette  équar 
tien  sera  d'autant  plus  grande^  que  la :dis tance  a. sera 
plus  petite  ^  et  que  a  approchera  davantage  d'étrç 
un  angle  droit;  et  comme  la  distance  a  ne  peut  pas 
être  plus  petite  que  le  rayon!  ty  il  s'ensuit  que  Ton 
aura  le  maximum  de  déviation  du  fil  ii-*p]omB  y  que 
puisse  produire  le  corps  attirant  y  en  prenant  a=/^ 
et  a=:  100*»  L'équation  qui  détermine  la  valeur  de  ^ 
a.  5 


^m 
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devient  alors  '  ' 

tang.a;  =  — T. 
fi 

» 

Si  Ton  suppose ,  p^r  exesiple  i  f':^  f,  et  qu'pa  dch- 
mtade  quel  doit  ^M^?  le  rayon  f^po^rque  la  déviar 
iîott  ^'élève  à  une  seconde,,  on  ^uiffL  /'==(.  fa)flg.,;i^j 
pws  le  quart  du  méridien  de  la  terre  devant  êtrç 
jiioççoçç  mètres^  son  rayon  moyen  estégal  au  doifblç 
de  ce  nombre  divisé  par  le  rapport  de  la  circonfe*- 
rence  au  diamètre^  ou  par  3^1415926;  ce  qui  donne 
Z^sôSGôiqS"^  .  En  achevant  le  calcul  numérique  ^  au 
moyen  de  cette  valeur  de  Z,  on  trouve  l^=:56^,S66. 

Ainsi  y  uae  gfbj^re  homogène ,  d'ea vinfon  S  i  niè tr^ 
de  rayon 9  et  d'une  densité  égale  à  la  moyenne  den- 
sité de  la  terre ^  ne  peut  produire  qu'une  déviation 
d'une  seconde  au  plus^  dans  la  direclion  du  fil  à- 
plomb* 

53o.  Cette  moyenne  densité  de  la  terre  ^  conclue 
de  la  déviation  du  fil  à-'plomb  que  produit  l'attrac- 
tion des  montagnes  ,  a  été  évaluée  à  quatre  ou  cinq 
fois  la  densité  de  l'eau.  Cavendish  l'a  trouvée  égale 
k  environ  cinq  fois  et  demie  cette  densité  (^)  j  en  la 
déterminant  d'après  Tattraction  de  deux  globes  de 
plomb  ^  qu'il  a  su  rendre  sensible  au  moyen  de  la 
éaUnce  de  torsion.  Sans  entrer  ici  dans  tous  les  dé- 
tails de  cette  bdle  expérience^  des  diverses  précau* 
fiens  qu'elle  exige  3  et  des  calculs  qu'il  faut  faire  pour 


{*)  Voyez  Is  volume  des  TnuuactioM  philosophique ,  poor 
l'année  1738. 
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en  déduire  un  résultat  exacte  je  vais  seulement  indi-» 
^er  les  points  princqiaux  de  ce%  calculs. 

Labalance  de  torsion  est  l'îastrument  le  plus  exact 
^e  nous  ayons  ^  pour  servir  à  la  mesure  des  forces 
très-petites.  Coulomb ^  à  qui  l'invention  en  est  due, 
la  surtout  employée  *  à  mesurer  les  forces  d  attrac- 
tioii  et  de  répulsion  des  corps  électrisés  ;  et  pour 
cette  raison  ^  elle  est  aussi  connue  en  physique  sous 
le  nom  de  balance  électriifue  (^).  Elle  consiste  prin- 
cipalement en  un  fil  métallique,  trè^-délié,  attachç 
à  un  point  fixe  ,  et  à  Textrémîté  duquel  est  suspendu 
un  levier  horizontal.  Supposons  ce  levier  formé 
d'une  tige  très-mince  ABA'  (  fig.  6) ,  partagée  en 
deux  parties  égales  à  son  point  d^attache  J9,  et  ter- 
minée par  deux  sphères  d'un  petit  diamètre  }k  ses 
extrémités  A  et  A'*y  du  point  B  comme  centre  et 
d'un  rayon  égal  à  BA  ,  décrivons ,  dans  un  plan  ho- 
rizontal ,  un  cercle  Dml/nij  dont  nous  diviserons 
la  circonférence  en  un  grand  nombre  de  parties 
égales.  Lorsque  le  levier  tournera  autour  du  point  B^ 
6es  extrémités  A  et  A'  parcourront  cette  circonfé- 
rence y  et  les  points  de  division  auxquels  ils  corres- 
pondroQt  à  chaque  instant,  feront  connaître  les  arcs 
qu'ils  auront  décrits.  T^njt  que  le  fil  de  suspension 
n'est  point  tordu,  le  levier  reste  en  repos  dans  une 
certaine  position  ;  je  supposé  qu'alors  il  réponde  à  la 
ligne  DBUy  qu'on  pourra  appeler  la  ligne  de  repos. 
Si  l'on  vient  à  Técarter  de  cette  ligne,  pour  le  mettre 


\ 


(^)  Voyez  le  TnàUàtPlyàquê  ds  M. 

5.. 
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dans  tine  autre  position  quelconqaej^m^^^  lé  fil  de 
suspension  sera  tordu  sur  lui-même  y  et  cette  torsion 
tendra  à  faire  revenir  le  levier  vers  la  ligne  de  re- 
pos; pour  le  retenir  dans  cette  position^  supposons 
qu'on  applique  k  ses  deux  extrémités  y  des  forces 
égales  et  contraires,  dirigées  dans  le  plan  horizontal 
et  perpendiculaires  à  sa  longueur;  la  valeur  commune 
de  ces  deux  forces  sera  la  mesure  de  la  force  de  tor- 
sion qui  leur  fait  équilibre  :  or,  les  expériences  de 
Coulomb  ont  prouvé  que  le  filde  suspension  restant 
le  mème^  cette  force  de  torsion  est  proportionnelle 
à  l'angle  JBD  ;  en  prenant  donc  l'angle  droit  pour 
unité,  appelant  h  la  force  de  torsion  qui  répond  à 
cet  angle,  et  désignant  par  fl,  l'angle  ABDy  la  force 
de  torsion ,  dans  la  position  ABA\  sera  égale  à  h9. 
Ainsi,  quand  le  levier  est  dans  cette  position,  la  tor- 
sion de  son  fil  de  suspension  équivaut  à  deux  forces 
é^^ales  à  A9,  qui  seraient  appliquées  aux  deux  extré- 
mités du  levier,  perpendiculairement  à  sa  longueur 
et^n  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  et  qui  tendraient 
à  le  ramener  vers  la  ligne  DBU. 

Cela  posé ,  approchons  du  levier  deux  sphères  ho- 
mogènes, d'une  même  matière,  d'un  même  dia- 
mètre ,  et  symétriquement  placées  de  part  et  d'autre 
de  la  ligne  DBU \  soient  Ce\C  leurs  centres,  situés 
dans  le  plan  horizontal  qui  contient  ce  levier,  à  égale 
distance  du  point  -B,  et  sur  une  droite  CBC  menée 
par  ce  point;  l'attraction  de  ces  deux  corps  va  écarter 
le  levier  de  la  ligne  de  repos,  et,  à  cause  que  tout 
est  semblable  autour  du  point  By  la  droite  ABAl 
tournera  autour  de  ce  point  qui  restera  immobile.  A 


LIV^  m.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.     87 

niesQré  que  le  levier  s'écarte  de  la  ligne  de  repos,  la 
force  de  torsiou  augmente  ;  il  existe  une  position 
dans  laquelle  cette  force  ferait  équilibre  à  Tattractioa 
des  deux  sphères  ;  mais  comme  le  levier  atteint  cette 
position  avec  une  vitesse  acquise  y  il  la  dépasse  et 
il  oscille,  de  part  et  d'autre,  à  la  manière  d'un  pen- 
dule horizontal*  L'observation  &it  connaître  la  durée 
des  oscillations;  en  comparant  la  longueur  de  ce 
pendule  à  celle  d'un  pendule  ordinaire,  qui  ferait 
ses  oscillations  dans  le  même  tems ,  on  en  conclut  le 
rapport  de  la  force  d'attraction  de  chaque  sphère,  à 
la  pesanteur,  et  par  suite,  on  a  le  rapport  de  la 
masse  de  cette  sphère  à  celle  de  la  terre.  L^équation 
qui  sert  à  déterminer  ce  rapport ,  est  facile  à  former, 
ainsi  qu*on  va  le  voir. 

53 1.  Pour  simplifier  la  question,  nous  regarde- 
rons les  corps  ^^  et  j4\  attachés  aux  extrémités  du 
levier,  comme  des  points  matériels,  et  nous  ferons 
abstraction  de  la  masse  du  levier,  c'est-à-dire,  que 
nous  considérerons  le  pendule  horizontal  comme  un 
pendule  simple.  Il  existe,  en  effet,  des  moyens  qu'on 
fera  connaître  dans  la  suite ,  pour  ramener  à  ce  pen- 
dule idéal,  un  pendule  de  forme  quelconque.  Les 
deux  points  ^  et  j4\  étant  sollicités  par  les  mêmes 
forces,  et  ayant  le  même  mouvement  autour  du 
point  i9,  il  suffira  de  déterminer  le  mouvement  de 
l'un  d'eux  :  par  exemple  ^  celui  du  point  A.  Soit  donc 
AB^=by  CDi=:aj  DBC=:eL}  désignons  par  9, 
l'angle  variable  DBA^  par  )Et ,  la  masse  du  corps 
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attirant^  par^  la  force  attracUve^  à  Vnmté  à&  clifM 
tanoe  et  pour  Tanitë  de  masse ^  et  thkn^  par  j^  la 
distance  yarîàble  JlC}  nous  aurons^  dans  lé  triangle 
JBC, 

y  =  c»+i»  —  ûab.coB.  (A—  J); 

Tattraction  sur  le  pointa  sera  égale  à  ^^  et  Ton  aura 

^-^^ — ^ '^  pour  la  valeur  de  cette  force  décom- 
posée suivant  la  perpendiculaire  à  la  ligne  jàB 
(n"*  aa8).  En  en  retranchant  la  force  de  tdrsion  Ad, 
la  différentielle  exprimera  la  force  accélératrice  du 
point  j^j  décomposée  suivant  la  (angenle  à  sa  tne 
jectoire  ;  donc,  à  cause  que  Tare  Z>^  de  cette  courbe 
est  égal  kbQy  l'équation  du  mouvement  sera^  d'après 
le  n*  25iy 

^  y. 

di  étant  Télément  du  tems. 

'  Gomme  l'attraction  de  la  masse  qu'on  soumet  à 
Texpérience,  et  qui  dérange  le  levier  de  la  ligne  de 
repos,  est  toujours  une  très-petite  force,  il  s'ensuit 
que  Ô  ne  peut  jamais  être  qu'un  très-petit  angle;  nous 
négligerons  donc  son  carré  dans  le  calcul  ;  mais  en 
appelant  c,  la  ligne  C/>,  ou  la  valeur  de  jr^  qui  ré- 
pond à  6=0,  et  développant  la  fonction  ^'°  ~  » 
suivant  les  puissances  de  6 ,  on  trouve 

y.        *^  ■     t, 


et  négligeant  le  carte  et  les  poissances  supérieures 
de  S^  i'é^uatiçD  du  mauvemçnt  deyiefidra 

•  •  • 

d'où  l'on  tire ,  en  iat^grattt  j 

9  =ff  +  A.cos/t  ^/J  -4-  A'V, 

Â  et  ^^  étant  les  constantes  arbitraires  ^  et  b  ^.  ixnë 
constante  déterminée  par  celte  équation: 

■  /^     f/fîi.rfii.* 

^f=^ir^ — • 

■  •  i  ■ 

D'ares  cette  expression  de  6^  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  écart  du  levier ,  à  partir  de  la  ligne  DBDy 
seront  ^+A:et  ^— ^;  de  sorte  que  si  l'on  mène  la 
droite  EBE,  telle  que  Fangle  BBE  soit  égal  à  f , 
le  levier  fera,  de  part  et  d'autre  de  cette  droite^  des 
osciUaliotiS  égales  dont  l'amplitude  sera  la  constante 
1c.  L'angle  €  fe^t  donné  par  l'expérience;  car  on  peut 
&cilement  mesurer  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
écart  du  levier ,  et  en  prenant  une  moyenne  entre  ces 
deux  angles  extrêmes^  on  a  la  valeur  de  f .  La  droite 
EBE  qui  répond  a  cet  angle  ^  est  la  position  où  le 
levi«r  resterait  en  équilibre^  s'il  j  parvenait  sane 
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vitesse  acquise,  c'est-^-dire  ^  la  position  dans  fauftteUe 
la  force  de  torsion  et  la  force  d'attraction  sonrëgales. 
Quant  à  la  durée  des  oscillations  de  ce  pendule , 
elle  est  aussi  donnée  par  l'observation  ;  or,  la  valeur 
de  6  nous  montre  que  chaque  oscillation  entière 
s'achève  dans  l'intervalle  de  tems  pendant  lequel 

4igngle  ^v/f'+^f  augmente  d'une  demi  *  circonfé- 
rence; donc^  en  appelant  7^  cet  intervalle  de  tems^ 
et  tt  la  demi-circonférence^  on  aura 

d'où  r«n  conclut^  en  élevant  au  carré^  multipliant 
par  €,  et  substituant  pour  ^^^^  sa  valeur  y 

S?" '^- 

Si  l'oi)  désigne  par  V  la  longueur  d'un  pendule  or« 
dinaire,  qui  ferait  ses  oscillations  danis  le  teins  T,  on 
aura  (n*  370), 

•  '  • 

en.  mettant  à  la  place  de  la  pesanteiir  g^  sa  valeur^» 

dans  laquelle  m  est  la  masse  de  la  terre  ^  et  /,  son 
rayon  moyen  ^  il  vient 

T'mf.       , 


'    i. 


ti  en  éliminant  la  qu^oitité  mconnue*^  entfe  cette 
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(équation  et  la  précédente^  on  trouve 

]l~  '     bcK      • 

Toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  cette  valeur 

de—,  sont  données  dans  chaque  expérience;  elle 

servira  donc  à  calculer  le  rapport  de  la  masse  de  la 
lerre  à  une  masse  donnée  ;  et  connaissant  les  vo« 
iumes  de  ces  deux' corps  et  la  densité  de  la  masse 
^u'on  soumet  à  Texpénence,  on  en  conclura  la  den*. 
aité  mojenne  de  la  terre. 
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CHAPITRE  n. 

PRINCIPE  ÛÉKÉftAL  bE  DïNAMK^tÈ. 

»  ■ 

533.  JLi  A  partie  de  la  dynami^u^  qai  va  niâintéiiaM 
BOUS  occuper,  a  pour  <xb)6l  dt  détermiaar  lé  lamn» 
Yementd'ûQ  corps  ou  d'un  aj«tème  de  cor^^  dont 
les  differens  poiQts  sont  sollicites  par  dès  forées  dôn^ 
nées  en  grandeur  et  en  direction.  Ces  points  matë^ 
riels,  en  vertu  de  leur  liaison  réciproque^  modifient 
Inaction  des  forces  qui  leur  sont  directement  appli- 
quées; de  sorte  qu'ils  ne  se  meuvent^  en  général , 
ni  avec  les  vitesses  que  ces  forces  leur  impriment  ,■ 
m  dans  les  directions  de  ces  vitesses ,  et  le  plus  sou* 
vent  il  serait  très -» difficile  d'assigner,  à  priori^  les 
vitesses  elles  directions  quils  doivent  prendre*  Heu- 
reusement cette  difficulté  disparaît  au  moyen  d'un 
principe  général,  que  Ton  doit  à  D'Alembert,  et 
d'après  lequel  on  ramène  toutes  les  questions  de  dy- 
namique à  de  simples  questions  d'équilibre.  Voici 
l'énoncé  de  ce  principe  : 

Considérons  tin  système  de  points  matériels ,  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque,  et  dont  les 
masses  soient  m,  m',  /7s%  etc.  ;  supposons  qu'on  ap- 
plique à  ces  mobiles  des  forces  qui  imprimeraient  la 
vitesse  i' ,  à  la  masse  m ,  la  vitesse  u\  à  la  masse  m\ 
la  vitesse  u''j  à  la  masse  /7i%  etc. ,  si  chacune  de  ces 
masses  était  isolée  ;  en  vertu  de  la  liaison  des  points 
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éa  système 9  Jes  vitesses  (^,  u^,  (^%  etc.,  serolit  altë-- 

réeç  dans  lears  grandeurs  et  dans  leurs  directions  ; 

or,  si  Ton  désigne  par  u,  vl,  li ^  etc.,  les  vitesses in^ 

connues  que  les  masses  m,  ni  y  rri^  etc«  y  prendront^ 

suivant  des  directions  également  inconnues  y  et  si 

Ton  appelle  py  p'y  p'y  etc.  y  les  vitesses  qui  seront 

perdues  ou  gagnées  par  ces  lïiémes  masses  y  de  ma^- 

nière  que  u  et  p  soient  les  composantes  de  i^,  u'  et 

p'y  celles  de  t/y  il  eip'^  celles  de  il  y  etc«  :  je  dis  qu'i/ 

y  aura  équilibre  dans  le  àjritème,  entre  les  quantités  de 

mouffement  perdues  ou  gagnées  mp  y  m ^^  ^l'^P^'  etc.  ; 

car  si  ces  forces  ne  se  feisaient  pas  é(|uilibrej  u^  u\ 

il  y  etc.  y  ne  seraient  plus  les  vitesses  qui  ont  effecti* 

veinentlien;  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse. 

333.  Ce  principe  a  également  lieu,  soit  que  p,  il  y 
il  y  etc.  y  soient  des  vitesses  finies,  acquises  -pzt  les 
mobiles  pendant  un  tems  fini>  ou  dues  à  des  forces 
qui  agissent  itistantanément  sur  les  corps  ;  soit  que 
ces  quantités  représentent  des  vitesses  infiniment 
petites,  dues  à  des  f(m:e8  accélératrices;  soit  enfin 
que  ces  t^ltesses  soient  en  partie  finies  et  en  partie 
iafiniment  petites.  Nous  allons  montrer ,  par  deà 
exemples,  edmment  on  en  fait  usage,  pour  réson.'* 
dre  les  qilestions  de  dynamique;  mais  auparavant^  il 
est  hotk  de  changer  l'énoncé  de  ce  principe ,  et  dd 
lui  donner  une  forme  qui  sera  plus  commode  dans 
un  grand  nombre  d'applications. 

Il  est  permis  de  substituer  aux  forces  mpy  tn^p\ 
nlp^y  eic.j  qui  doivent  se  faire  équilibre,  les  com-* 
posantcfs  de  chacune  d'elles  ;  or,  la  force  mpy  par 
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exemple  9  est  la  résultante  de  la  force  mu  y  prise  dans 
sa  direction^  et  de  la  force  muy  prise  en  sens  con- 
traire de  sa  direction  ;  et  de  même  pour  les  autres  : 
le  principe  de  D'Alembert  revient  donc  à  dire  qn'i/ 
j'  a  équilibre  dans  le  système ,  entre  les  quantités  de 
mouvement  mv,  mV,  m'v%  etc.  y  imprimées  aux  mo^ 
biles  y  et  les  quantités  de  mouvement  mu^  m'u',  m'u', 
etc.  y  qui  ont  effectivement  lieu,  chacune  de  ces  der^ 
nieres  étant  prise  en  sens  contraire  de  sa  direction. 

L'ayanlage  de  ce  second  énoncé  est  de  ne  pas  exi- 
ger que  l'on  considère  les  vitessses  perdues  ou  ga- 
gnées py  p'y  />%  etc.  y  ^i  d^étabUr  directement  les 
équations  d'équilibre  entre  les  vitesses  données  Vy  v' y 
sf  y  etc.*^  et  les  vitesses  inconnues  Uyuiyil y  etc.^  que 
ces  équations  serviront  à  déterminer. 

334-  Pour  premier  exemple  y  considérons  deux 
corps  pesans ,  attachés  aux  extrémités  d'un  fil  inex- 
tensible ^  et  posés  sur  deux  plans  inclinés^  adossés 
l'un  à  l'autre  ;  système  d!bnt  nous  avons  précédem- 
ment déterminé  les  conditions  d'équilibre  (n""  i65). 

Soit  A  la  hauteur  commune  de  ces  deux  plans  ^  /la 
longueur  de  l'un  d'eux,  ï  la  longueur  de  l'autlre^.i» 
la  masse  du  corps  posé  sur  le  premier  y  tri  celle  da 
corps  posé  sur  le  second ,  g"  la  pesanteur  ;  la  f<Mrce 
accélératrice  qui  agit  sur  m  y  sera  la  pesanteur  dé- 
composée suivant  le  preinier  plan^  que  l'on  trouve 

égale  à  ^  ;  et  de  même^  la  force  accélératrice  qui 

.agit  sur  ni  est  égale  à  Sr-  Désignons  ^  à  un  instant 
quelconque  y  par  t  le  tems  écoulÀdepuis  l'origine  du 
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mouvement^  par  v  la  vitesse  de  m ,  par  i^^  la  vitesse  del 
m\  eiconvenoas  de  regarder  les  vitesses  comme  posi- 
tives on  comme  négatives^  selon  que  les  mobiles'des- 
cendentou  s'élèvent.  Pendant  Tins  tant  ^^^  ces  vitesses 
augmenteront  de  dif  et  ^/;  mais  pendant  ee  même 
instant^  les  forces  accélératrices  imprimeraient  aux 

mobiles  supposés  libres^  les  vitesses  positives  ^.dt, 

h 
et  y:dti  d'où  l'on  conclutqu'en  vertu  de  la  liaison  des 

deux  coips,  la  masse  m  perd  la  vitesse  ^.dt — di^^ 


trh 

et  la  masse  ni^  la  vitesse  ^.dt—*  dv\  dans  Finstant 

di.  Les  djux  quantités  de  mouvement  qui  corres- 
pondent à  ces  vitesses  perdues^  doivent  donc  se  faire 
équilibre^  d'après  le  principe  de  D'Alembert  ;  et 
comme  ces  forces  sont  appliquées  en  sens  contraires, 
aux  extrémités  d'un  fil  inextensible,  il  faut,  pour 
cela,  qu'elles  sqient  égales  ;  ce  qui  donne 


m 


(^M^dv")^m'(^At-dv^.  0) 


De  plus,  les  deux  vitesses  s^  et  (/'sontégales  et  de  signes 
contraires;  car^  dans  le  mouvement  que  nous  consi- 
dérons, l'une  des  masses  descend,  et  l'autre  monte, 
en  parcourant  des  espaces  égaux  de  part  et  d'autre. 
On  a  donc  p-f-^'=^>  ^onc  rf/=  —  dv\  substituant 
cette  valeur  de  ds/  dans  l'équation  précédente,  ou 
en  tire  ensuite 
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Ëaiatégrank,  il  vient 

imr  —  m'l)h  _  , 

a  étant  la  constante  arbitraire  qui  représente  la  vl'* 
tesse  initiale  de  la  inasçe  m. 

Soit  X  la  distance  variable  de  cette  masse ,  à  un 
point  fixe  choisi  arbitrairement^  par  exemple  y  au 

sommet  des  plans  inclinés';  nous  aurons  i^  =  -^  ,  et 

Jx^^i^dt;  mettant  pour  (^  sa  valeur  et  intégrant^  on 
trouve 

i  étant  çncore  une  constante  arbitraire^  égale  à  fa 
valeur  de  a:^  qui  répond  à  l'origine  du  mouvement.  ' 

,  Les  valeurs  de  x  et  de  c  font  voir  que  le  mouve- 
ment dé  m  est  analogue  à  celui  d'un  corps  pesant , 
en  supposant  la  pesanteur  affîiiblie  dans  le  rapport 
^  ^ynf — m'I)  A  à  (/n+^O  '^*  Quant  au  mouvement 
de  171^9  il  sera  le  méme^  en  sens  contraire,  que  celui 
de  m^  Lorsque  la  vitesse  initiale  a  est  i;ulle^  et  que 
Ton  a  en  même  tems  mr=nil,  les  vitesses  des  deux 
mobiles  sont  toujours  nulles,  etTéquilibre  a  lieu.  La 
condition  d'équilibre  est  donc  que  le$  masses,  et  par 
conséquent  les  poids  des  deux  corps ,  soient  dans  le 
rapport  des  longueurs  des  plans  inclinés  sur  lesquels 
ils  sont  posés;  ce  que  nous  savions  déjà  (n""  i6â.) 

535.  Ces  formules  contiennent  la  théorie  de  la  ma- 
chine diAthood,  dont  on  se  sert  en  physique  pour  dé« 
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montrer  les  lois  dumouYeihent  des  corps  grayes.Cettb 
macbiae  consiste  en  une  tige  verticale  AB  (flg.  7),  di- 
visée esparties  égakspar  des  traitsniatqûes  sur  safcm- 

guenr.  Unepoulie  fixe  est  placéeiilapartiempërieQre'; 
on  suspend  à  cette  poolie  on  fil  vertical^  amr  extrémités 
duqnd  on  attache  deux  poids  ëganx  ;  le  fil  pent  glîs- 
•ser  sans  frottement  contre  la  gorge  de  la  poulie  ;  et 
quand  on  vçut  mettre  les  deiix  corps  en  mouvement*^ 
il  suffit  d'augmenter  la  m<asse  de  l'un  d'eux.  Les  di-^ 
visions  de  la  tige  font  connaître  les  espaces  parcou- 
rus par  chaque  mobile;  on  a  près  de  la  macfiine  un 
pendule  qui  bat  les  secondes^  et  en  comparant  les 
tems  écoula  aux  espaces  parcourus  y  on  détermine 
la  kn  do  mouvement.  On  reconnaît,  de  cette  ma^ 
nière,  que  les  espaces  pareéuras  croissent  coinme 
les  carrés  des  tem^  écoulés.  On  parvient  aussi  ^  pai- 
«n  moyen  très-simple  y  à  rendre  sensible  la  vitesse 
acquise ,  à  un  instant  déterminé  y  par  le  mobile  qui 
descend.  Fow  cela^  on  attache  un  anneau  en  un 
point  ^  de  la  tfge  |  la  masse  qu'on  a  ajoutée  à  celle 
de  ce  mobile^  est  un  barreau  d'une  longueur  plus 
-grande  que  le  diamètre  de  oet  anneau  y  de  manière 
que  le  barreau  est  retenu  quand  le  mobile  arrive  au 
point  C  et  traverse  Tapneau  ;  les  masses  des  deux 
corps  redeviennent  donc  égales^  comme  elles  l'ér 
taient  avant  l'addition  du  barreau  ;  par  conséquent 
leur  force  accélératrice  est  nulle  et  leur  mouvement 
se  change  subitement  en  un  mouvement  uniforme  y 
du  à  la  vitesse  acquise  au  point  C.  En  plaçant  l'an- 
neau en  difTérens  p(Nnts  de  la  tige^  on  fait  voir  que 
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la  vitesse  acquise  est  proportionnelle  au  tenfsécoi 
ou  à  la  racine  carrée  de  la  hauteur  parcourueé 

Il  est  évident  que  ce  mouvement  est. tui  cas  parti- 
culier de  celui  que  nous  venons  d'examiner;  c'est  le 
,cas  où  les  deux  plans  donnés  sont  verticaux ,  et  où , 
par  conséquent  9  leurs  longueurs  l  et  t  sont  égales  à 
leur  hauteur  h;  en  faisant  donc  ls=:tz=^hy  et  suppciu 
^ant  nulle  la  vitesse  initiale  a^  on  aura^  d'i^rès  le» 
formules  du  n*  précédent^       .  ... 

r 

m  —  m'     .  'ïi  —  'ï^'     /r<^  .   t 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  y  et  de  x,  on  pourra 
comparer  la  théorie  à  rexpériençe.  Le  mouvement 
sera  d'autant  plus  lent  que  la  différence  iti—tti^  dea 
deux  masses,  sera  plus  petite  par  rapport  à  leur 
6omiuem+/7/.  Eu  ralentissant  ainsi  le  mouvemeal 
des  corps  graves  ^  sans  en.  changer  ja  loi»  il  dévient 
plus  £aicile  de  mesurer  les  espaces  parcourus  et  de 
découvrir  cette  loi.  D'ailleurs  la  vltease  devenant 
plus  petite,  la  résistance  de  f  air  devient  austt  moins 
sensible  y  et  l'on  peut  faire  <&nsorle  que  ce  mouver 
ment  soit  à  peu  près  le  même  que  dans  le  vide.        ^ 

356.  S'il  s'agissait  d'une  chaîne  pesante ,  posée  sur 
les  deux  plans  inclinés  que  nous  venons  de  considé- 
rer ,  le  principe  de  D'Alemberl  conduirait  encore  à 
l'équatioa  (1)  du  n*  334;  ^^^^  ^^^^  cette  équation^ 
m  représente  alors  la  masse  de  la  partie  de  la  chaîne^ 
posée  sur  le  plan  dont  la  longueur  est  /  ^  et  m\  la 

masse 
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masse  de  Tautre  partie;  ces  deux  quantités  sont  donc' 

variables  pendant  le  mouvement  ;  et  en  prenant  le 

cas  le  plus  simple ,  celui  d'une  chaîne  homogène  et 

d'égale  épaisseur  dans  toute  son  étendue^  les  masses 

m  et  m'  sont  entre  elles  comme  les  longueurs'  dès^ 

deux  parties.  Soit  ;r  la  longueur  de  la  première  paiv' 

tie^  cla  longueur  constante  de  la  chaîne  entière  ^  et 

par  conséquent  £?—^ a?  la  longueur  de  la  seconde  pai^' 

tie  ;  comme  la  valeur  de  di^  du  n*  précédent  ne  ren-^ 

ferme  qae  les  rapporta  des  massea  m  eirt/,  k  la  masse 

nt'jrm,  on  pourra  y  substituer,. or  à. la  plaççL de, fi| ^ 

c-^x  à  la  place  de  ni  y  et  c  à  la  place  de  m-^m'^ 

De  cette  manière^  on  aura  .     . 


p  estla vitesse  commune  ^  tpus  les  points  de  la  chaîné^' 
qui  sont  posés^  à  un  iiîistant  quelconque,  sur  le  plan 
incliné  dont  la  longueur  est  /;  la  distance  variable 
du  dernier  de  ces  points^  au  sommet  du  plan^  étant 

a:,  la  vitesse  de  ce  point  ^^  ^l  4ptiÇMw?^ie> 
«<!'=  -^jp.  En  faisant^ pour  dt>rég^r^ 

réquation  précédeilte  devient 


df 


—  **â?  +  tf=o. 


Si  Ton  mtègre  cette  équation  linétflre^par  les  règles 
a.  4 
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connues,  on  trouve 

e  étant  la  base  des  logarithmes  dont  le  module  est 
çgal.  à  l'unité^  et  a  et  i^  les  deux  constantes  arbi- 
traires. On  déterminera  facilement  ces  constantes  ^ 
d'après  la  vitesse  et  la  position  de  la  chaîne  à  un  ins^ 
tant  déterminé. 

Pour  que  la  chaîne  restât  en  repos  ^  il  faudrait  qu'oa 
eùta=o.6s=:o:  donc  alors  x=—=:  74-7 •  On  au- 

'  .     '  cl 

rait  en  même  tems  c — x=:r—y;  ce  qui  fiiit  voir 

que  dans  Tétat  d'équilibre ,  les  deux  parties  de  la 
chaîne  sont  entre  elles  comme  les  longueurs  /  et  t, 
des  plans  sur  lesquels  elles  sont  posées  ^  ou  autrement 
dit  y  les  deux  extrémités  de  la  chaîne  sont  dans  une 
même  droite  horizontale.  Réciproquement  ^  si  cette 
condition  est  remplie  ,  et  que  les  points  de  la  chaîne 
ne  reçoivent  aucune  vitesse^  l'équilibre  aura  lieu; 
car  la  proportion 

a:  :  c  —  «  ::  /  :  /, 

cl        c      ■% 

donne  xzssjj^ssz  -^;  donc  on  a  ^  à  un  instant  déter-f 


•    / 


^nune, 
mais  on  a  en  général 
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égalant  donc  à  zéro  cette  valeur  de  la  vitesse ,  oa 
aura  aussi 

or,  cette  équation^  et  ravant-dernière,  ayant  lieu  à 
un  mèmeinslantyOu  pour  une  même  valeur  de  iy  on 
en  conclut  a=:o  et  £==o;  par  conséquent  la  chaîne 
ne  prendra  aucun  mouvement. 

337.  Considérons  encore  le  mouvement  de  deuic 
masses  pesantes  m  et  ni^  qui  agissent ,  Tuno  sur 
Tautre,  par  Tintermédiaire  d'un  treuil  ^  et  supposons 
la  masse  m  appliquée  au  cylindre ,  et  la  masse  ni  ap* 
pliquée  à  la  roue  de  cette  machine.  Soient  toujours, 
à  un  instant  quelconque  ^  v  la  vitesse  de  m,  et  /celle 
de  771' >  Vitesses  que  nous  regarderons  coùime  posi-- 
tives  ou  comme  négatives,  selon  que  les  mobiles 
descendront  ou  monteront.  L'instant  d'après,  les 
vitesses  des  mobiles  seront  p^di^  et  /~f*<2/;  mais 
pendant  l'instant  dt  ^  la  pesanteur  produit  la  vitesse 
gdt;  il  s'ensuit  donc  que,  pendant  Oet  instant,  la 
masse  m  a  perdu  la  vitesse  gdt--^di^ ,  et  la  masse  m% 
la  vitesse gdl'-^dt/;  donc  les  quantités  de  mouvement 
m  (gdt — du)  eirnf  (gdt — di^')  doivent  se  faire  équi- 
libre dans  le  treuil  (n*  5 Sa);  ce  qui  exige,    d'à-, 
près  la  condition  connue  de  cet  équilibre,  que  la 
première  de  ces  deux  forces   soit  à  la  seconde^ 
comme  le  rayon  de  la  roue  est  au  rayon  du  cyliQdre4 
Ains\  /  étant  le  premier  rayon,  et  r,  le  second,  on 

aura 

jnr{gdt  —  dv)  =  ni/  (gdt  —  i/). 

D  ailleurs  les  deux  vitesses  u  et  /  sont  en  sens  con« 

4.. 
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traire  Fane  de  l'autre^  etpar  la  nature  de  la  machine^ 
ces  yitesses  sont  entre  elles  comme  les  circonfé- 
rences^ ou  comme  les  rayons  r  et  /  du  cylindre  et 
de  la  roue  ;  de  sorte  que  Ton  a 

r'v  +  rv'  =  o, 

ou  bien  en  différentiant  ^ 

l'dv  -+•  ri/  =  0  ; 

or,  en  combinant  cette  équation  ayec  la  précédente^ 
on  trouve 

d'où  Ton  conclura ,  comme  dans  le  n*  554^  que  le» 
mouven[iens  des  deux  corps  sont  uniformément  ya- 
riés  y  et  ne  différent  de  celui  d'un  corps  pesant^  que 
par  l'intensité  de  la  force  accélératrice. 

Si  le  treuil  avait  plusieurs  roues ,  et  que  des  masses 
m\  /7t%  /7i%  etc.  j  fussent  appliquées  à  ces  roues ,  tan- 
dis que  la  masse  m  est  appliquée  au  cylindre  y  on 
trouverait,  pour  déterminer  la  titesse  t^  de  Cette 
masse,  l'équation 

•  t        (^r  —  mV  —  Tîi'r''  —  etc  .)r      , 

^^=  mi^+mV^  +  mV  +  etc.  'ff^^' 

r  étant  toujours  le  rayon  du  cylindre ,  et  /,  r',  ete. , 
ceux  des  roues  auxquelles  sont  appliquées  les  masses 
m',  m^y  etc.  ^  qui  tendent  toutes  à  faire  tourner  le  freuil 
en  sens  contraire  de  la  masse  m  :  si  l'une  d'elles  ,  par 
exemple  1  lamassem%  tendait  à  faire  tourner  dans  le 
même  sens  que  lamasse  m,  il  faudrait  changer  le  signe 
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du  tenne/wV  dans  la  valeur  dedi^. Quantaux  vitesses 
V ,  v",  etc. ,  des  masses  m'y  m",  etc. ,  elles  se  dédui* 
rontde  celle  de  m,  au  moyen  des  équations 

/v  +  r/=o,      /iz  +  rv^s»  o,  etc. 

r 

358.  Je  choisis  maintenant  une  application  du 
principe  de  D'AlemBert,  dans  laquelle  nous  combi-- 
nerons  ce  principe,  avec  celui  des  vitesses  virtuelles  y 
et  qui  sera  très-propre  à  montrer  Ta vanlage  de  cette 
manière  de  résoudre  les  problèmes  de  Dynamique. 
On  conçoit,  en  effet,  que  les  quantités  de  mouve- 
ment perdues  ou  gagnées  à  chaque  instant  par  les  <^if- 
férens  points  d'un  système  de  corps,  devant  se  foire 
équilibre  ,  il  n'y  a  qu'à  appliquer  à  ces  forces  le 
principe  général  des  vitesses  virtuelles,  pour  avoir 
les  équations  du  mouvement  du  système.  C'est 
la  marche  que  M.  Lagrange  a  suivie  dans  la  Mé^ 
canitjue  analytique.  Par  ce  moyen,  toute  la  méca- 
nique est  ramenée  à  un  seul  principe^  celui  des  vi- 
tesses virtuelles;  les  lois  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment sont  renfermées  dans  l'équation  générale  que 
ce  principe  fournit  (n"*  i63);  et  il  ne  s'agit  que  de  les 
en  déduire,  dans  chaque  question  particulière ,  par 
des  procédés  purement  analytiques  y  auxquels  M.  La- 
grange a  donné  toute  l'uniformité  et  la  simplicité 
qu'on  peut  désirer. 

Il  s'agît  de  déterminer  le  mouvement  de  plusieurs 
corps ,  attachés  en  différens  points  d'un  fil  inexten- 
sible ,  et  forcés  de  se  mouvoir  sur  des  courbes  don- 
nées ;  mais  pour  ne  pas  avoir  des  calculs  trop  longs 
à  écrire^  nous  considérerons  setdement  deux  mo- 
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biles,  et  nous  supposerons  que  les  courbes  qu'ils 
sont  astreints  à  décrire ,  sont  situées  dans  un  même' 
plan  :  on  verra ,  sans  peine ^  que  la  même  analyse 
s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  corps ^  et  à  des 
courbes  données  dans  l'espace  et  situées  dans  des 
plans  différens. 

Soient  donc  m  et  m^  les  masses  de  deult  points  ma- 
tériels attachés  l'un  à  Tautre  par  un  fîl  inextensible  , 
de  manière  que  leur  distance  mutuelle  reste  cons- 
tamment la  même.  Supposons  que  le  point  m  soit 
forcé  de  se  mouvoir  sur  la  courbe  j4mB  (fig.  8), 
et  le  point  m%  sur  la  courbe  A'mS y  située  dans  le 
même  plan  que  la  première;  menons^  dans  le  plan 
de  ces  deux  courbes,  par  un  point  O  choisi  arbitrai- 
rement, deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Ojy  qui  se- 
ront ceux  des  coordonnées;  soient  or  et  j^,  les  coor-- 
données  du  point  tn^x  ^\j\  celles  du  point  /n';  ea 
appelant  ^ ,  la  distance  constante  des  deux  mobiles  ^ 
nous  aurons  d'abord  l'équation  de  condition  : 

Réduisons  toutes  les  forces  accélératrices  qui  agissent 
sur  le  point  m ,  à  deux  :  l'une  parallèle  à  Taxe  Ox  y  et 
que  nous  désignerons  par  X;  l'autre  parallèle  à  l'axe 
Oy^  et  qui  sera  représentée  par  Y.  Désignons  de 
même  par  X^  et  J^,  les  forces  accélératrices,  paral- 
lèles aux  mêmes  axes,  qui  agissent  sur  le  point  w! . 

Aubout  d'un  tems  t  quelconque^  les  vl  tesscs  du  poi  n  t 

tu  y  suivant  les  deux  axes^  sont  -j  et  ^;  l'instant  d'à- 
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près^elles  deviennent  ■^+^-  gr  et  -i^+d.  -^  ;  leuI^s 

djc 

accroissemens  pendant  Tinstanl  Jif ,  sont  donc  d.-^ 

et  d.-^;  mais  si  le  point  m  était  libre,  les  forces  ac- 
célératrices ^  et  y  y  lui  imprimeraient,  dans  l'instant 
diy  les  vitesses  Xdt  et  Vdi;  les  vitesses  perdues  par  ce 
point,  parallèlement  aux  axes  des  x  et  des^^  sont 

àonc  Xdt — ^«^ct  ^^^""^•jr*  Les  vitesse?  per- 

daesan  même  instant  par  le  point  m^,  sont  JT^^— J.  -^ 

et  Ydt-^d^  -^;  ainsi,  d'après  le  principe  de  D'Alem- 

bert,  l'équilibre  doit  avoir  lieu  dans  le  système  j 
entre  les  forces  motrices 

appll<{uées  animasses  m  et  m^ 

Supposons  donc,  conformément  à  l'énoncé  dci 
principe  des  vitesses  virtuelles,  que  l'on  transporte 
m  et  m%  en  des  points  n  et  n\  inGniment  voisins  de 
leurs  positions  actuelles,  pris  sur  les  courbes  j^mB 
et  jfnijy^  et  tels  que  la  distance  nn'  soit  égale  à  la 
distance  mmf.  Appelons  Jl^x,  /^,  J'afy  Jy,  les  variations 
de  J?,^,  x^j'y  dues  à  ce  déplacement;  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  variations  sont  les  vitesses  virtuelles  des 
points  771  et  m\  estimées  suivant  les  directions  des 
quatre  forces  qui  leur  sont  appliquées  :  J^,par  exem- 
ple, exprime  la  vitesse  virtuelle  du  point  m,  esti^ 
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itiée  suivant  la  direction  dé  la  force  mfXdt'^d.  t-Y, 

on  aura  donc  y  en  vertu  de  ce  dernier  principe  ^  Vé^ 
quation  d'équilibre  (n*  i63)  , 

+ m'  (rdi — rf.^Y  jy=o.      (8) 

Puisque  la  distance  des  mobiles  est  invariable ,  les 
coordonnëeë  des  points  n  et  ri,  doivent  satisfaire  à 
l'ëqualion  (i);  en  la  difierentiant  donc^  paj^  rapport 
a  la  caractéristique  cT^  on  aura 

ix^x^)ifx^fx')+{y-y){i^y-t'y)=o.    (3) 

De  plus  5  lorsque  les  équations  des  courbes  ^mB  et 
^WjB^  seront  données^  elles  fourniront  une  équation 
entre  JWèt  tTj,  et  une  autre  entre  J'x'  et  jy'  ;  en  les 
joignant  à  l'équation  (3)^  on  pourra  donc  déterminer 
trois  des  quatre  quantités  <Ar,  jy,  S'a:',  jy^  aumoyen 
de  la  quatrième;  si  Ton  substitue  leurs  valeurs  dans 
.réquatioQ  (2),  cette  quatrième  quantité  disparaîtra^  et 
il  restera  une  équation  différentielle  du  çecondordre^ 
qui,  jointe  à  Téquation  (0  ^^  ^  celles  des  courbes 
Jn^B  et  A^niBf  y  suffira  pour,  déterminer  les  quatre 
.coordonna  a;  ^j^9  ^^/^  en  fonction  du  tem$«; 

:  Si  uù  seul:  des  dewc  j^nts  ti  «t  ita'^^tiiiit  a^sf^'t^  à 
demeurer  sur  une-eouriie  donnée  >' il  n'y  aurait  que 
dèuit  dee  quatre  variations  deft  'e<>ordOa3a!ée$  -.qui  fW- 
sent déterminées  ;  en  léfirélinùncint  diins  réqii;iti^n(â)^ 
U  en  riîsteraitTncorë  dcuxquîserizâ€»t  ind^pendjgintes 
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Tune  dç  Tautre;  et  en  égalant  à  zm>  les  cdefBcIens 
de  ces  deux  indéterminées ,  on  fbrmtsraitdeux  éqn4<^ 
tioofi  différentielles  du  second  ordre  ^  qnî  serviraient, 
avec  1  équation  (i)  et  avec  celle  de  la  courbe  don- 
née, à  déterminer  les  yaleurs  de  a:,  oc\  j'y  y\^V^ 
fonction  de  U  On  voit  de  même  qu«  si  les  deux  mo- 
biles sont  seulement  attachés  Tun  à  l'autre^  par  lun 
fil  inextensible^  et  qu'ils  ne  soient  point  astreints  à 
se  mouvoir  sur  des  courbes  données,  on  aura  une 
seule  équation  de  condition,  savoir,  f équation  (3) , 
entre  les  quantités  /a:,  «Tjr'^  ^Jy!^f  \  ^  ^®  pourra 
donc  éliminer  qu'une  seule  de  ces  quantités  dans 
l'équation  (3);  les  trois  filtres,  resteront  indétermi- 
nées^ et  en  égalant  à  zéro  leurs  coefficiens,  on  aura 
les  trois  équations  li^eésiëires^oirrtiétermineY,  avec 
l'équation  (i),  les  valeurs  à»  x^y^  ^yf*  Enfin,  si 
les  deux  points  m  et  ni^  sont  libres  et  indépendans 
l'un  de  l'autre,  les' varîâfîôns  de  leurs  coordonnées 
seront  aussi  indépendantes  entre  elles;  leurs  coefB- 
ciens  dans  l'équation  (2)  devront  àonc  être  séparé- 
ment nuls;  ce  qui  donn^^pour  chaque  .n^obile,  les 
équations  ^connues  du  mouvement  d'un  point  maté- 
riel libre  et  isolé  (n*  219). 

On  voit  par  là  comment  l'équation  (2)  renferme 
la. solutien Complète  du  problème  quluoùs  occupe, 
et  comment  elle  servira  à  déterminer  le  niiduveménl 
du  système  que  nous  considéronos  ^  dans  tous  kis  cas 
que  ce  système  peut  présenter.  It  ne  sera  pas  inu- 
tile, pôuf  en  éclaircîr  l'usage,  de  faire  une  hypo- 
thèse i»artiettlière  sur  les  coxic^^ArnB  Q\,.A'm'B\ 
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SSg.  Je  supposerai  que  ces  courbes  sont  des  cercles 
dont  le  centre  commun  est  le  point  fixe  O^  et  dont 
les  rajons  sont  r  et  r ,  de  manière  que  leurs  équa- 
tions soient 

On  en  tire,  en  diffère ntiant  par  rapport  à  la  carac-* 
téristique  S'y 


ces  équations  donnent 

■ 

et  elles  réduisent  l'équation  (3)  à 

■ 

En  y  substituant  les  valeurs  de  ^  et  jy,  il  neat 
on  bien ,  en  supprimant  le  facteur^j/—  jc^, 

Jx ^x'  ^ 

substituant  ces  mêmes  valeurs  dans  Téquation  (2), 
on  trouve 


rmy(r A-rf.^')-n»v(rA-d.^T]  .^ 


o; 
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et  si  l'on  supprime  les  facteurs  égaux  -^  et  — r-  >  on  a 

J  m/ 

+my(x'A— d.^)  — mV(rA— d.^)  =  o.     (4) 

Lie^  équations  des  deux  cercles  et  réquation  ^  i  )  don- 
lient  les  valeurs  de  trois  coordonnées  Xjjy  x\  y' y  en 
fonction  de  la  quatrième  y  et  cette  quatrième  sera  dé* 
teiTninéeen  fonction  de  /^  par  Féquation  (4). 

Comme  les  distances  Onij  Oni,  mm'  sont  invaria- 
bles, il  est  évident  que  la  ligne  brisée  mOm'  est  un 
levier  dont  O  est  le  point  d'appui  ;  de  manière  que 
le  mouvement  que  nous  considérons  est  celui  de 
deux  point3  matériels  qui  agissent  lun  sur  l'autre 
par  l'intermédiaire  d'un  levier.  Il  est  aisé  de  recon- 
naître  y  dans  l'équation  (4)9  l'équation  d'équilibre 
des  quantités  de  mouvement  perdues  à  un  instant 
quelconque  par  ces  deux  mobiles  y  telle  qu'on  la 
trouverait  directement  d'après  le  u""  5i. 

540.  Si  la  pesanteur  est  la  seule  force  qui  sollicite 
les  mobiles  y  qu'on  la  désigne  par  g  y  et  qu'on  prenne 
Faxe  des  jr  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette 
force,  on  aura  JSr=o,  jr'=o,  F^=zgy  Y'zszg; 
donc  l'équation  (4)  deviendra 

—  mgx  —  m'gx'  =  o.  (5) 

Soil   G  le  centre  de  gravité  des  deux  poids  mg  et 
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ni  g;  abaissons  de  ce  point  sur  l>xe  O/y  la  perpen- 
diculaire GHy  et  soit  GH=:x/,  onaura(n*99) 

Appelons  A  et  afj  les  angles  consUns  mOG  et  m'OGy 
et  6,  l'angle  variable  GOjr;  nous  aurons 

y  =r.cos.(fl  +*),      a:  =r.6ia.(9  +*), 

par  conséquent  la  question  se  réduira  k  déterminer 
Tanglcô,  en  fonction  dc<,  au  moyen  de  l'équation 
(5);  Or,  diaprés  ces  valeurs  de  a;,^-,  x\  y,  on  a 

aifiërêntîant  par  rapport  k  /,  et  observant  qne  ret  r' 
sont  conslans,  il  vient 

•  ■ 

d'ailleurs,  en  représentant  par  r„U  «iistance  GO, 
on  aura . 

wir  consAïnent  l'équation  (5)  prendra  cette  forme: 

(„,*  +  mV). 3^  +  (*»  +  "»V/- *'°-*  =  °-  . 

.L'équation  da  mtmveinenl  dlun  pendule  simple 
dans  le  vide  (  a*  37  5  )  ,  serait 


'  d.  » 


rft> 
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/étant  sa  longueur^  et  6^  l'angle  qu'il  Êiit  à  un  ins- 
tant quelconque  avec  la  verticale  ;  en  comparant  donc 
cette  équation  à  la  précédente  y  on  en  conclut  que  le 
mouvement  de  la  ligne  GO  est  le  même  que  celui 
d*uD  pendule  simple  dont  la  longueur  serait  donnéfs 
par  cette  équation. 

.      mr*  +  mV» 
(m  -4-  mjr^  -. 

m 

Les  deux  masses  met/7t'^liées  entre  çljes  et  au  point 
fixe  O  y  d'une  manière  invariable,  forment  .un  pen- 
dule composé,  et  le  résultat  auquel  nous  parvenons, 
offre  un  exemple  de  la  réduction  d'u^  .9en4)]al)le 
penAile  à  un .  pendule  simple.  Nous  reprendrons 
bientôt  cette  question,  pour  en  donner  la  solution 
générale. 


\ 


6i  TRAltÉ  DE  -MÉCANIQUE. 


CHAPITRE  nL 

DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR 

DXTN  AXE  FIXE. 

54^  •  i-S  OU6  avons  donné  dans  le  cours  de  la  pre-^ 
mîère  année  ^  les  équations  d'équilibre  d^un  corps 
solide  de  figure  quelconque ^  entièrement  libre,  ou 
gêné  par  des  obstacles  fixes  ;  il  nous  sera  donc  facile 
de  former  les  équations  de  son  mouvement,  au 
moyen  du  principe  de  dynamique  que  Ton  vient 
d*etposer;  et  ces  équations  seront  toujours  en  même 
nombre  que  celles  de  Téquilibre.  Nous  examinerons 
d'abord  le  cas  le  plus  simple  ^  où  l'on  n'a  qu'une 
seule  équation  à  considérer^  et  qui  a  lieu  lorsque  le 
corps  est  retenu  par  un  axe  fixe ,  autour  duquel  il 
est  forcé  de  tourner. 

Pour  plus  de  clarté ,  substituons  au  corps  solide 
un  système  de  points  matériels,  liés  entre  eux  d'une 
manière  invariable ,  par  des  droites  inflexibles. 
Quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  un 
pareil  système ^  chacun  des  points  qui  le  composent 
se  mouvra  dans  un  cercle  perpendiculaire  à  Taxe 
fixe^  et  qui  aura  pour  rayon  la  distance  de  ce  point 
à  cet  axe;  de  plus^  les  arcs  de  cercle  décrits  dans  le 
même  tems^  seront  d'un  même  nombre  de  degr€2« 
pour  tous  ces  points;  d'où  l'on  peut  conclure  que 
si  l'on  divise  la  vitesse  de  chaque  point  ^  par  sa  dis- 
tance à  Taxe  fîxe^  on  aura  un  quotient  qui  ne  chan- 
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géra  pas^  en  passant  d'un  point  à  un  autre  du  sys*- 

tème.  Ce  quotient  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse 

ifnguJbiire  du  mobile.  Ainsi  ^  dans  un  système  do 

forme  invariable  ^  tournant  autour  d'un  axe  fixe , 

tous  les  corps  ont^  à  chaque  instant,  la  même  vl^ 

tesse  angulaire  qui  peut,  d'ailleurs,  être  constante 

on  varisJ>le,  d'un  instant  à  un  autre.  En  général^ 

cette  vitesse  sera  une  fonction  du  tems  qui  dépendra 

des  forces  appliquées  au  système,  et  qu'il  s'agira  de 

déterminer  quand  ces  forces  seront  données.  Nous 

allons  examiner,  en  premier  lieu,  le  cas  particulier 

d'une  vitesse  angulaire  constante. 

§•  V .  Mouvement  uniforme. 

343«  Soient  m,  mt^  m'\  etc. ,  les  masses  des  points 
matériels  que  nous  considérons^  supposons  que  des 
forces  données  en  grandeur  et  en  direction,  agis^ 
sent  simultanément  sur  tous  ces  points,  et  désignons 
par  9 y  s/j  /,  etc. ,  les  vitesses  finies  que  ces  forces 
lear  imprimeraient  s'ils  étaient  entièrement  libres  ; 
supposoDsaussique.ni  la  pesanteur^  ni  aucune  autro 
£>rce  accélératrice^  n'agissent  sur  ces  points  maté« 
riels.    Soit  a»  la  vitesse  angi^laire  inconnue  ,    qui 
sera  conmiune  à  tous  ces  corps;  représentons  par 
r,  /,  r,  etc. ,  les  distances  de  wi,  m\^m^y  etc. , à  l'axe 
de  rotation;  rm^i^oèy  /a>,  etc.,  seront  les  vites- 
ses de  ces  masses,  qui  auront  effectivement  lieu; 
par  conséquent  il  y  aura  équilibre  dans  le  système  , 
entre  les  forces  ou  quantité  de  mouvemens  mv^ 
niv\ntvy  etc. ^  prises  dans  leurs  dîrechons,  et  les 
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forces  rnr'j^y  wlt^co^  nfr^o^y  etc.,  prises  en  sens  con* 
traire  ^e  leurs  directions  (n*  553). 
:  '  Pour  former  l'équâtion  d*équîlibre  d'àptèsla  règle 
dun*65,  menons^  par  les  points 'd'application  des 
premières  forces  y  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe 
fixe  ;  décomposons  ensuite  chaque  force  en  dèut 
^trésr^.ruiïe  dirigée  dans  le  plan 'perpendiculaire^ 
et  Vautre  parallèle  a  Vdxe  :  en  délsignant  par  9,  ^9 
&^y  etc,^  les  inclinaisons  des  directions  des' vitesses 
^^  i>\  Vy  etc.,  sur  les  plans  perpendiculaires  à  Taxe, 
nous  auroiïs /^('.êos.S ,  mV.côs.fl',  mV.cos.fl*,  etc.,* 
pour  les  composantes  dirigées  dans  ces  plans.  Il  est 
inutile  de  faire  subir  une  semblable  décomposi- 
tion aux  {orce%  ^T^  j  m'roùy  mV<», -etc.  ^  dont  les 
directions  sont  déjà  comprises  dans  des  plans  p^r-* 
pendicuiaires  à  Taxe  de  rotation.  Soit  ÀBC  (iîg.  q) 
Tun  de  pes  plans  qui  rencontre  Taxe  fixe  CD  y  au  point 
C  Projetons  sur  ce  plan,  les  directions  de  toutes  les 
forces  qui  lui  sont  appKquéfes ,  et  prenons  ces 
projections,  pour  les  directions  même  dés  forcés.  Lsç 
condition  d'équilibre  consiste  en  ce  que  la  somme 
des  momens  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner 
dans  un  sens  autour  du  point  <?/  soit  ég^le  à  la 
somme  des  mom'ensde  celles  qui  tendent  à  faire 
toui^iier  dans  lé  sens  opposé  ,'^tous  les  momens  étant 
pris  par  rapport  au^  point  <7.       '  .       •       •      - 

Les  directions  de^"' forces  ntrc^y  ni  r  où  y  etc.,  dan$ 
le  plan  ABC  y  sont  tangentes  abx  cercles  décrits 
da  point  C  comme  Centre  ^  avec  les  rayons  r,  /, 
/•*,  etc.  ;  leurs  momens  ,  par  rapport  à  ce  centre , 
seront  donc  /w'«,  nir*co^  etc.;   et  comme  elles 

tendent 
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tendent  toutes  à  faire  tourner  le  système  dans  un 
même  sens  y  savoir^  dans  le  sens  oppose  au  mouve- 
ment de  rotation  qui  a  réellement  lieo  y  il  Êiut  prendre 
la  somme  de  tons  ces  momens;  ce  qui  donne 
tt( /7ir*  +  ^^^'  +  etc.).  En  général ^  nous  indique- 
rons^ par  la  caractéristique  2^  placée  deyant  une 
quantité  ^  la  somme  des  quantités  semblables  pour 
tous  les  corps  du  système;  ainsi^  par  exemple,  ^rnr^ 
représentera  la  somme  des  produits  mt^y  m'r^^  etc,  ^ 
et  la  somme  précédente  deviendra  (v.Zm/^. 

Quant  aux  forces  /Ticcos.fl,  mV.cos.G",  etc. ,  il 
peut  arriver  que  plusieurs  tendent  à  faire  tour-^ 
nerle  système  dans  un  sens,  et  les  autres  dans  le  sens 
opposé  ;  elles  fourniront  donc  généralement  deux 
sommes  de  momens  ;  la  plus  grande  sera  fournie 
par  celles  de  ces  forces  qui  tendent  à  faire  tourner 
dans  le  sens  où  le  système  tourne  en  effet;  en  en 
retrancbant  la  plus  petite,  on  aura  pour  reste  une 
quantité  poûtive  que  je  désignerai  par  Z.  Si  toutes 
ces  forces  tendaient  h  £dre  tourner  le  système  dans 
im  même  sens,  et  qu'on  appelât  pyp\p^y  etc.,  les 
perpendiculaires  abaissées  du  point  Cy  sur  leurs  di« 
reclions  projetées  sur  le  plan  ABC  y  on  aurait 

£,=3  mvp. COS.6  +  mVp'.co8.6'-f-  etc.  =:Xmvp.co8.9; 

dans  tous  les  cas,  L  sera  la  différence  de  deux 
sommes  semblables  a  celle-ci,  et  nous  aurons,  pour 
l'équation  d'équilibre  quil  s'agissait  de  former. 

Cette  équation  servira  à  délerminer  la  vitesse 
9.  5 
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angulaire  eu,  quand  les  quantités  m^  r^i^,  p  et  0 
seront  données  pour  chaque  point  du  système.  On 
Yoit  que  cette  vitesse  demeurera  constante  pendant 
le  mouvement,  c'est-à-dire,  que  le  ^système  tour- 
nera uniformément  autour  de  l'axe  fixe. 

345.  Supposons  que  les  vitesses  v  y  u\  p%  etc. 
soient  toutes  égales^  parallèles  entre  elles ^* et  diri- 
gées dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  fixe;  on 
aura ,  pour  toutes  ces  vitesses  ^  â=:o  et  cos .  6sz  i  • 
et  en  désignant  par  c,  leur  valetir  commune  y  la  va- 
leur de  £  deviendra  v.Ump.  De  plus^  si  Ton  mène 
par  l'axe  fixe  un  plan  A  CD  parallèle  à  la  direction 
de  la  vitesse  (^ ,  il  est  aisé  de  voir  que  dans  notre 
hypothèse ,  les  lignes  py  p'y  p'y  etc.  y  sont  égales  aux 
perpendiculaires  abaissées  des  points  m ,  ni  y  nfy  etc.  ^ 
sur  ce  plan  ;  d'où  il  résulte ,  par  les  propriétés  con- 
nues du  centre  de  gravité  (n*  99) ,  qu'en  désignant 
par  h  la  perpendiculaire  abaissée  de  celui  du  sys- 
tème entier  des  masses  m,  ni  y  nfy  etc. ,  sur  le  plan 
A  CD  y  et  par  M  la  somme  de  ces  masses^  nous  au- 
rons ^n^z=:Mh;  par  conséquent^  LzssMi^hj  ce  qui 
change  l'équation  (i)^  en  celle-ci  : 

Si  la  vitesse  p  eût  été  imprimée  à  une  partie 
seulement  des  masses  //i,  ni  y  ni  y  etc.,  et  que  l'autre 
partie  n'eût  reçu  aucune  vitesse,  on  trouverait  cette 
autre  équation 
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dans  laqueUe  /m  représente  la  somme  des  massée 
qmont  reçu  la  vitesse  p,  éîf,  la  perpeiïdîculairei 
iA>aissée  da  centre  de  graviité  de  cette  partie  du  sys« 
tème  entier ,  sur  le  pkoi  ACB. 

344.  Notre  système  de  forma  mvariable  se  chaar* 
géra  ^n.  un  corps  solide  coutuiu^  quand  les  massM 
my  itij  m' 9  etc.  y  deviendront  infiniment  petites  ^  et 
qu'en  mtoie  tems  elles  se  rapprocheront  jusqu'à  ce 
qu'elles  soient  juxtaposées.  Ces  massés  seront  alors 
les  élémens  matériels  du  corps;  en  désignant  par 
dm  y  l'expression  différentielle  de  l'un  quelconque  de 
ces  élémens^  et  par  r^  sa  4isanee  à  l'acte'  fixe^  la 
somme  S/tit*^  se  changera  d^tis  l'intégrale  yr*^^ qui 
devra  être  étendue  à  la  masse  .entière  du  corps* 
L'équation  (a)  donnera  alpr^s  .  ^ 

Cette  valeur  de  a»  est  la  vitesse  angulaire  que  prend 
un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe  ,  lorsqu'on  inf^ 
prime  ^  par  un  moyen  quelcouque^  à  tous  les  points 
d'une  certaine  portion  fc  de  la  masse  entière  y  une 
vitesse  V  dont  la  direction  est  compris  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe.  La  quantité  /représente la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  grat^itq'de  la 
masse  /jl^  sur  le  plan  mené  par  l'axe  fixe^  parallè» 
lenxént  à  la  direction  donnée  de  la  vitesse  v* 

Si  l'on  veut  avoir  un  exemple  d'un  semblable 
mouvement  ^  prenons  deur  corps  de  fottrife  quel- 
«oaque  y  dont  l'un  soit  retenu  p£fr  un  axe  fi^é  ^   ûi 

5.. 
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l'autre  entièrement  libre;  supposons  que  celui-ci 
se  meuve  dans  Tespace^  et  que  les  vitesses  de  tous 
ses  points  soient  égales  et  parallèles  ;  s<Hent  fju  la 
masse  de  ce  corps  ^  et  i^  sa  vitesse ,  dont  la  direc-^ 
lion  sera  perpendiculaire  à  Taxe  fixe;  concevons 
que  ce  mobile  vienne  cboquer  Tautre  corps  y  et 
qu'après  le  choc^  il  Im  reste  attaché ,  de  manière 
que  les  deux  masses  n'en  forment  phis  qu'une  seule  : 
cette  masse  totale  tournera  autour  de  Taxe  fixe  ^  et  sa 
vitesse  angulaire  sera  donnée  par  l'équation  précé- 
dente )  dans  laquelle  on  mettra  pour  f^  la  distance 
du  centre  de  gravité  de  la  masse  ft^  à  un  plan  mené 
par  l'axe  fixe^  parallèlement  à  la  direction  de  la 
vitesse  9.  Mais  si  les  deux  corps  ne  restaient  point 
attaches  l'un  à  l'autre  après  lé  choc  ^  la  question 
serait  différente  y  et  nous  ne  nous  occuperons  pas 
maintenant  de  la  résoudre. 

On  pourrait  encore  supposer  que  le  corps  retenu 
par  l'axe  fixe  ^  est  choqué  simultanément  par  plu- 
sieurs masses  qui  lui  restent  attachées  après  le  choC; 
dans  ce  cas  y  il  est  aisé  de  voir  que  la  vitesse  angu- 
laire serait  donnée  par  cette  formule 

fiy  fi'y  /t^'Ctc.  sont  les  masses  des  corps  choquans;  i^y 
p',t>*,  etc.  fleurs  vitesses  avant  le  choc  ;  les  directions 
de  ces  vitesses  peuvent  être  différentes ,  mais  on  les 
suppose  toutes  comprise^  dans  d,es  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  fixe;. les  letlresy*,^^,  /*,  etc.  désignent 
les  distances  des  centres  de  gravite. des  masses  /», 
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p!j  yet%  etc.  y  à  des  plans  menés  par  Taxe  jSxe  et  res- 
pectivement parallèles  aux  directions  des  yltesses 
p,  ^/y  /,  etc.;  enfin,  Tîntégraleyr*^  doit  être  éten- 
due à  la  masse  totale  ^  formée  par  là  réunion  des 
masses  ft,  p!y  fi' ^  etc.  y  et  de  celle  du  corps  choqué. 
Si  le  choc  d'une  ou  de  plusieurs  àfis  masses  ft  y 
II' y  p^y  etc.  y  par  exemple  celui  de  fâ! y  tendait  à  faire 
tourner  le  corps  en  sens  contraire  du  choc  des 
anlrès  masses  y  il  âhxdrait  prendre  avec  le  signe  — - ^ 
dans  le  numérateur  de  la  valeur  de  m  y  le  terme  /etV[/' 
relad/  à  cette  masse  fâ!.  Quand  ce  numérateur^  en 
ayant  égard  à  ce  changement  de  signe  y  se  trouvera 
égal  à  zéro,  il  n'y  aura  pas  de  mouvement  de  rota* 
tion  produit;  de  sorte  que  les  quantités  de  mou- 
vement/tp,  /tiV^ffV,  etc.,  se  feront  équilibre  autour 
de  l'axe  fixe. 

345.  Lorsqu'un  corps  retenu  par  un  axe  fixe,  est 
mis  en  mouvement  autour  de  cet  axe,  par  un 
choc^  oade  toute  autre  manière^  l'axe  fixe  éprouve^ 
à  l'instant  ou  le  mouvement  commence,  une  per- 
cussion qu'il  est  important  de  connaître.  Elle  est 
due  aux  quantités  de  mouvement ,  perdues  ou  ga«« 
gnées  à  cet  instant»  par  les  différentes  parties  du 
coips  :  cea  forces  se  font  équilibre  au  moyen  de 
l'axe  fixe,  de  manière  qu'elles  se  réduisent  à  d'autres 
forces  qui  coupent  l'axe  ou  qui  lui  sont  parallèles  , 
et  qui  produisent  la  percussion  que  cet  axe  éprouve; 
ainsi,  on  la  déterminera,  dans  chaque  cas,  en  cher- 
chant la  résultante  des  quantités  de  mouvement  per- 
dues ou  gagnées,  ou  leurs  résultantes ,  si  ces  forces 
lie  peuvent  pas^êlre  réduites  à  une  seule. 
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Pour  fixer  lea  idées ,  supposons  que  le  mouyemeiit 
est  produit  par  le  choc  d'une  seule  masçe  /jl,  animée 
de  la  vitesse  (^  ^  et  qui  reste  attachée  au  corps  choqué  ^ 
après  le  choc.  Soit  6^  le  centre  de  gravité  de  celte 
masse^  et  Off^  la  direction  de  la  ^vitesse  u,  com- 
prise dans  le  -çliasiÀCB  perpendiculaire  à  Taxe  fixe 
CD  :  les  quantités  de  mouvement  des  élémens  de  la 
masse  entière,  prises  en  sens  contraire  de  leurs  direc- 
tions^ doivent  faire  équilibre  à  ^  force  iâv^  dirigée 
suivant  la  fo^e  GH;  par  conséquent  il  s'agit  de 
trouver  la  résultante  de  toutes  ces  forces. 

Appelons  M^  la  masse  totale ,  forcée  delà  masse 
/it  et  de  celle  du  corps  choqué  ;  désignons  par  dm, 
un  élément  quelconque  de  cette  masse  totale^  et 
par  Xy  jTy  Zy  les  coordonnées  rectangulaires  de 
cet  élément  y  rapportées  à  Taxe  CD  que  nous  pren- 
drons pour  Taxe  des  z  ^  et  aux  deux  axes  Cx  et 
Cj-  y  menés  arbitrairement  dans  le  plan  ACB.  La 
vitesse  angulaire  étant  .toujours  c»^  et  la  distance  de 
l'élément  àm  à  faxe  CD,  étant  r,  sa  quantité  de 
mouvement  sera  rtù^dni\  la  direction  de  cette  force 
est  tangente  au  cercle  dont  le  rayon  est  r  et  dont 
le  plan  est  perpeiàdkulaire  à  Taxe  CD^,  si  donc  on 
la  décompose  en  trois  forces  pai»Uèles  avx  axes  def 
XyjyZyX^  composftâte  parallèle  à  l'axe  d»  s ,  sera 
nulle.  Pour  obtenir  lea  deux*  autres  ^  soit  p  k  pro- 
jection de  l'élément  ^^  sur  le  plan  des  «r^jr;  décri* 
vons  un  cercle  du  point  Ccomme  centre  et  d'un  rayon 
égal  à  Cpy  ou  à  r;  menons  par  le  point  p  la  tangente 
npvl  au  cercle  décrit^  qui  coupe  les  ânes  d^  a:  et 
des  y  aux  points  a  et  $i  :  si  le  mouvement  de  rota- 
Uon  a  lieu  dans  le  feus  p^y  il  Voudra  prendre  la  force 
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roè.dmy  dans  la  direction  contraire ^/i';  de  manièfe 
cpie  pour  la  décomposer  suivant  ces  axes ,  il  faudra 
la  multiplier  parles  cosinus  des  angles ;7nar  tXp'tijy 
j/fi  étant  le  prolongement  de  pri^  or^  en  obser- 
vant que  la  tangente  nprl  est  perpendiculaire  au 
rayon  Cp^  il  est  aisé  de  trouver 

cos.pikr  =  — -2-,       cos.pV^=î-  ; 

donc  les  composantes  de  la  force  roè^dm^  parai*- 
lèles  aux  axes  des  x  et  des  y^  seront  ^^yt» .  dm  et 
xûà.dm.  Je  décompose  de  la  même  manière  les 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  élémens  de 
M\  je  prends  ensuite  la  résultante  ou  la  somme  des 
forces  parallèles  à  chaque  axe.  Celle  des  forces  paral- 
lèles à  Taxe  des  j^-  est  donnée  par  l'Intégraley^û^.dlni^ 
qui  est  la  même  chose  que  ûi  .fxdm  ;  et  Ton  doit 
prendre  cette  intégrale  yor^m,  dans  toute  l'étendue 
de  la  masse  M.  Mais,  si  Ton  désigne  par  x^y  la  valeur 
de  X  qui  répond  au  centre  de  gravité  de  cette  masse  , 
et  si  Ton  £iit  attention  que  les  masses  sont  pro-* 
portîonnelles  aux  poids^on  aura  (n*(^yMx=ficdm; 
là  valeur  de  la  résultante  parallèle  à  Taxe  àtsy,  de- 
vient donc  Mxjoù.  On  trouvera  de  même — Mjfi^y 
pour  la  résultante  des  forces  parallèles  à  Taxe  des 
jc,  en  désignant  par  j^^,  la  valeur  de^,  qui  répond 
au  centre  de  gravité  de  M. 

Les  momens  des  forces  — jcù.dm  et  xcù.dmy  par 
rapport  au  pl^n  des  x^jr^  sont — jrzoi . dm  et  xzm . rfw; 
les  sommes  des  momens  des  forces  parallèles  à  cha- 
que axe  y  sont  donc 

-^êf.fyzdm      et        m.fxxHmi. 


7^  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

les  intégrales yy^^m  et/lr^^  étant  prises  dans  tonte 
rétendue  de  M.  Si  donc  on  représente  par  il  et  J 
les  distances  des  résultantes -—ilf^^a^  et  Mxjoùy  au 
plan  des  x^jy  ces  sommes  de  momens  seront  égales 
aux  résultantes  ^  multipliées  par  les  distances  z^  et 
^'^  (n*  59);  donc ,  en  supprimant  le  Êicteur  commi^n 
i0y  on  aura  ces  deux  équations 

Mypi  zszfyxdm ,       Mx/i*  =  fxzdm , 

qui  serviront  à  déterminer  7I  et  z'. 

Ainsi  y  toutes  les  forces  qui  se  font  équilibre  au- 
tour de  l'axe  fixe  ^  sont  maintenant  réduites  à  trois^ 
savoir  : 

dont  la  première  est  dirigée  dans  le  plan  CAB  ^  et 
les  deux  autres  parallèles  à  ce  plan. 

Or  9  il  se  présente  deux  cas  à  examiner  : 

1  *.  Lorsque  les  deux  intégrales  fjrzdm  et  fxzdm 
seront  nulles^  on  auraaussi  z'sso^  z'so;  parcon* 
séquent  les  deux  dernières  forces  se  trouveront  dans 
le  plan  des  x^jr^  ainsi  que  la  première.  Ces  trois 
forces  étant  en  équilibre  dans  ce  plan^  autour  du 
point  fixe  Cy  leur  résultante  doit  passer  par  ce  point; 
on  l'obtiendra  donc  en  transportant  en  ce  point  cha« 
cune  des  trois  forces^  parallèlement  à  elle-même 
et  sans  cbanger  sa  grandeur  ^  et  ei^  les  réduisant 
ensuite  en  une  seule ^  par  les  règles  de  la  composi- 
tion des  forces.  Cette  résultante  sera  ^  dans  ce  pre* 
mier  cas^  la  seule  percussion  qu'éprouve  Taxe  fixe. 
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3^  Si  les  deux  intégrales  fxzdm  et  fjzdm  ne 
sont  pas  nulles  ^  les  forces  — -  Mj/»  et  Mx/ê  ^  tom«* 
beront  hors  du  plan  Xy  y.  On  les  ramènera  dans 
ce  plan  sans  changer  ni  leurs  grandeurs  y  ni  leurs 
Sections  9  par  le  moyen  que  nous  avons  employé 
dans  le  n*  59  ;  mais  alors  on  aura ,  outre  les  forces 
dirigées  dans  le  plan  des  x^jy  quatre  forces  paral- 
lèles a  Taxe  des  Zy  qu'il  sera  facile  de  réduire  à 
deux^  égales  entre  elles  ^  dirigées  en  sens  contraires  ^ 
mais  non  directement  opposées.  Ces  deux  forces 
seront  détruites  par  la  résistance  de  l'axe  fixe  y  et 

elles  produiront  sur  cet  axe  une  percussion  d'unà 
espèce  particulière.  L'axe éprouyera déplus^  comme 
dans  le  cas  précédent^  une  percussion  perpendicu- 
laire à  sa  longueur^  passant  parle  point  C,  et  expri« 
mée  par  la  résultante  des  forces  dirigées  dans  le 
plan  des  Xyj. 

346.  Ce  n'est  que  dans  le  premier  de  ces  deux 
cas  j  qu'il  peut  arriver  que  Taxe  fixe  n'éprouve  au'* 
cune  percussion  ;  et  il  est  nécessaire  y  pour  cela  ^ 
que  la  résultante  des  forces  dirigées  dans  le  plan 
des  XyjTy  soit  égale  à  zéro  ;  ce  qui  exige  que  les 
sommes  de  leurs  composantes  parallèles  aux  axes 
des  a:  et  dies^^  soient  séparément  nulles.  Or ,  si  l'on 
appelle  a  et  ^  ^  les  angles  que  fait  la  droite  GH  avec 
ces  axes^  on  aura  ^9  .  cos .  ce  et  fci;  •  cos  .  Qy  pour 
les  composantes  de  la  force  y^Vy  dirigée  suivant 
cette  droite  ;  les  deux  équations  nécessaires  pour 
que  la  percussion  soit  nulle  ^  seront  donc 

ft  V.  cos  •  « — A/y^«  =^  o  >      fcf/.  cos  »  C  •4-  Mxfê  s=  o. 
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&]bsdtuan.t  poor  »  sa  valeur  y/^j   >  donnée  dans 
le  n*  '44^  ^t  réduisant^  ces  équations  deviennent 
COS. A.fr^dm^  —  3f;/jr^  =k  o  ,      co«.ff../r'dni+  ^yàr^  =  o  ; 

d'où  l'on  tire  d'abord 

et  à  cause  de  co^*.  ^-{«cos*.  a=  i  ^  il  vient  aussi 
iff-dm)^  =  MfXx;^y;).  (4) 


Il  suffira  donc  et  il  sera  nécessaire  que  ces  deux 
équations  (S)  et  (4)  soient  satisfaites  ^  pour  que  Taxe 
fixe  n'éprouve  aucune  percussion. 

Soit  (t  la  projectioii  du  centM  de  gravité  de  M^ 
sur  le  plan  des  a:yjr\  si  nous  tirons  la  droite  CG', 

nous  avTQus  tfûOS^G'C  x  =  *^'  ;  d'ailleurs  y  le  rap-« 

x^ 
port  ^^  exprin^ie  de  même  la  tangente  de  l'angle 

compris  entre  la  droite  GH  et  Taxe  Cx  ;  l'équa- 
tion (5)  signifie  donc ,  d'après  une  fomaule  conoue , 
que  les  deux  droites  Gif  et  CG'  sont  perpendicu- 
laires entre  elles;  par  conséquent  la  direction  GJÏ 
de  la  «vitesse  du  corps  choquant ,  avant  le  choc , 
doit  être  perpendicufoire  au  plan  qui  contient  à"*la- 
fois  l'axe  fîxfs  et  le  centre  de  gravité  de  M.  J(^a 
droite  GH  rencontre  ce  plan  en  un  point  ff,  dont 
la  distance  à  Taxe  fixe  est  déterminée  par  l'équation 
(4)  ;  car  cette  distance  n'est  autre  chose  que  là  quan- 
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titéy*,  Ott  la  perpendiculaire  CH  abaissée  àa  point 
C  sur  la   droite  GH  :   en  appelant  r^  la  distance 

CG\  ou  v/a:/-|-x%  Tcquation  (4)  donne 

I  - 


Mr 


é 


Ainsi  l'axe  da  rotation  n'éproÙTera  aucune  per*^ 
cunionj  qoaiid  la  direction  de  la  vitesse  avant  le 
choC|  sera  perpatdicolajre  au  plan  mené  par  cet 
axe  et  par  le  centre  de  gravité  de  M^  et  coupera  ce 
plan  en  on  point  dont  k  distance  à  Taxe  sera  égale 
à  cette  valeur  def. 

%.  IL  PropriéUs  des  marnais  à^ inertie  et  des  iMces 

principaux. 

547*  Avant  de  passer  au  cas  général  où  la  vitesse 
angulaire  est  variable  ,  il  est  nécessaire  d'expli<{uer 
commeut  on  calcule  l'intégrale  fr^dm,  qi\i  entre  df  us 
les  différentes  formules  que  nous  venons  de  dop^ 
ner,  etçui  se  retrouvera  encore  dans  celle  du  mou*- 
vement  varié. 

Cette  Halégnde  représente  la  somme  des  élémens 
matériels  du  mobile  que  l'on  considère  ^  multipliés 
respectivement  par  le  carré  de  leur  distance  à  l'axe 
de  rotatioD.  On  appelle  cette  somme  le  moment  d^inet^ 
lie  du  corps ,  pris  par  rapport  à  cet  axe.  Quatvi  1-é-  * 

quatiou  de  la  surface  du  mobile  et  la  loi  de  la  den- 
sité dans  son  intérieur ,-  seront  données  y  on  obtîen-* 
dra  la  valeur  de  fr^dm  par  une  triple  intégration 
analogue  à  celles  que  Ton  ferait  pour  tronver  le  vo.« 
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lumey  6a  la  position  du  centre  de  gravité'  de  ce 
corps.  Les  exemples  suivans  suffiront  pour  éclaircir 
ce  procédé. 

S48.  On  demande  le  moment  d'inertie  d'un  parai* 
lélépipède  rectangle  et  homogène ,  par  rapport  à 
Tune  de  ses  aréteSi  Soient  x  yjTj  z  les  coordonnées 
d\in  point  quelconque  de  ce  corps  ,  parallèles  aux 
trois  arêtes  OJ^  OB^  OC(&g.  lo);  désignons  par 
aybyCj  les  longueurs  des  arêtes;  concevons  que 
Ton  divise  chacune  d'elles  en  une  infinité  de  par- 
ties y  et  qu'on  mène  par  tous  les  points  de  division  , 
des  plans  perpendiculaires  à  cette  arête  :  on  aura 
de  t^ette  manière  trois  suites  de  plans  parallèles  ,  qui 
partageront  le  parallélépipède  donné,  en  élémens 
infiniment  petits  dans  leurs  trois  dimensions.  Chaque 
élément  sera  un  parallélépipède  rectangle,  dont  les 
côtés  adjacens  seront  parallèles  aux  axes  des  Xy  y  y  Zy 
et  auront  pour  longueurs,    les  différences    entre 
les  coordonnées  de  deux  points  consécutifs.  Ainsi^ 
en  prenant  sur  ces  axes,  0^=jc,  0^==^,  Oj=z, 
et  en  représentant  par  pp\  pq'y  5/ les  différentielles 
dxy  djr^  dzy  le  volume    de  l'élément  '  qui  répond 
aux  trois  coordonnées  XyjyZy  et  qui- est  construit 
dans  la  figure ,  sera  égal  au  produit  dxdjrdz.   La 
masse  de  cet  élément  sera  donc  égale  à  ce  produit 
multiplié  par  la  densité  du  corps ,  que  l'on  suppose 
constante  et  que  nous  désignerons  par  p.  D'ailleurs 
le  carré  de  la  distance  du  même  élément ,  à  Taxe 
des  z  y  est  égal  à  x*  -f-J^*  ;  le  moment  d'inertie  ,  par 
rapport  à  cet  axe,  c'est-a-dire ,  par  rapport  à  l'a- 


mmimitm 
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réte  OC,  sera  doac 

Pour  étendre  cette  intégrale  triple  à  tons  les 
points  du  parallélépide  donné  ^  il  faut  intégrer , 
d'abord  par  rapport  à  2^  depuis  iS=o,  jusqu'à 
zssOC:=c }  ensuite  par  rapport  à  ^^  depuis  ^=0, 
jasqu'à  jr:=:OB=Jf}  et  enfin  par  rapport  k  œ, 
depuis x=o^  jusqu'à  xi=.OA::zza.  La  première 
intégration  donne 

intégrant  cette  formule  par  rapport  à  ^^  il  Tient 


{c.j\afb  +  ^.dx^^ 


A  en  intégrant  celle-ci  par  rapport  à  x^  on  a  pour 
résultat  définitif 

f'VT  +  x) 

C'est  le  moment  dinertie^  pris  par  rapport  à  Ta- 
réte  OC  y  dont  la  longueur  est  c;  en  y  échangeant 
entre  elles  les  lettres  a^byC  y  on  en  déduira  les  mo- 
mens  d'inertie  du  même  corps  ^  pris  par  rapport 
aux  arêtes  OB  et  OA,  Si  l'on  désigne  sa  masse  par 
M,  on  aura  Afiszfabcy  et  les  valeurs  de  ces  trois 
momens  d'inertie  y  pourront  s'écrire  ainsi  ; 

349*  Proposons^nous  de  calculer  le  moment  d'i-> 


^'^ 
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^'inertie  d  un  ellipsoïde  lu>mogèae ,  par  rapport  k 
Tun  de  ses  trois  diamètres  conjugués  rectangulaires. 
L'équation  /  de  sa  surface  ,  rapportée  à  ces  dia- 
mètres^ est 

ûyb^Cy  étantles  longueurs  des  trois  demi^diamètres* 
Son  moment  d'inertie  par  rapport  à  Faxe  des;s, 
•era  exprimé  par  la  même  intégrale  triple  que  dana 
le  problème  précédent.   Pour  obtenir  cette  triple 
intégrale  ^  qui  doit  être  étendue  à  la  masse  entière 
de  Tellipsoïde,  j'intégrerai  d'abord  par  rapport  à 
z  y  en  regardant  jr  eï  x  comme  constantes';  ensuite 
par  rapport  à  ^^  en  regardant  toujours  x  comme 
constante;  et  enfîm  par  rapport  à  x.  On  peut  suivre 
l'ordre  qu'on  veut  dans  ces  trois  intégrations  succes- 
sives; Celui  que  je  choisis  revient  à  concevoii^  l'el-^ 
lipsoïde  partagé  en  une  infinité  de  tranches  ellip* 
tiques ,  parallèles  au  plan  des  jy  z  ;  chaque  tranche 
partagée  de  même  en  une  infinité  de  parallélépî-' 
pèdes^  perpendiculaires  au  plan  des  j^^  Xyei  termi- 
nés de  part  et  d*autre  à  la  sur&ce;  et  chaque  paral- 
lélépipède^ divisé  en  une  infinité  d'élémeus  infini- 
ment petits  dans  leurs  trois  dimensions.  Le»  Ibnites 
de  l'intégrale  relative  à  z  seront  les  deux  valeurs 
de  .celte  variable ^  qui  sont  données  par  l'équation 
de  la  surface;  cette  intégrale  défiûie  exprimera  en 
fonction  de  «r  et^^  le  moment  d'inertie  de  l'un 
quelconque  des  parallélépipèdes.  L'intégrale  rela- 
tive à  jy  aura  pour  limites  les  deux  valeurs  de  cette 
variable  qui  répondei)t  à  la  même  valeur  ût  Xy  dans 
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réquatioQ  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  des 
x^;  elle  exprimera  le  moment  d'inertie  de  la  tranche 
parallèle  auplandes^^  z,  qui  se  trouve  àla  distancex 
de  ce  plan.  Enfin  la  derrière  intégrale,  du  l'intégrale 
relatÎTe  kx^  seraprise  depuis  xl  1  a ,  jusqu'à  acssia, 
et  elle  exprimera  le  nrament  d'inertie  de  FeUip- 
soide  entier. 
£a  intégrant  par  rapport  à  ^  ^  il  vient 

(x*-^^)fz,dlîcrfy  -f-  constante. 

Les  deux  limites^  données  par  l'équaticm  (a),  sont 


»=  +  c-y^2— ^— |J,      et      a  =  ~c.y^i 

rintégrale  définie  sera  donc 


ou^  ce  qui  est  la  même  chose  ^ 

t 

Quand  on  intègre  paar  rapport  iijy  on  peut  faire 
passer  les  âicteurs  jc*  et  dx  hors  du  signe  fy  puis-- 
qu'alors  x  est  regardée  comme  une  constante;  si  de 

plus^oti  £dt^pour  un  moment, A'—--;-  =r*,  l'inté- 
grale relative  à  ^,  de  la  première  partie  de  cette  for^ 
mule,  deviendra 

L  équation  de  la  section  de  l'ellipsoïde ,  par  le  plan 
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desx,jr,  savoir; 

donne  jr=:r  et  jrssz-^r^  pour  les  deux  limites  cEe 

l'Intégrale  relative  à  j^;  or  l'intégrale/  V^r*—jr* .  djr, 
prise  entre  ces  limites,  exprime  évidemment  Faire 
du  demi-cercle  dont  le  rayon  est  r  ;  elle  est  donc 
égale  à  j.  ^r^y  ic  désignant  le  rapport  de  la  circoiH- 
férence  au  diamètre  ;  donc 

en  remettant  pour  r*>  sa  valeur. 

L'intégrale  de  cette  dernière  quantité  y  prise  de- 
puis ar= — a  y  jusqu'à  x^=^ay  est  égale,  toute  ré- 

duction  faite,  à  -^ .  bca^f^;  on  a  donc,  après  les  deux 

intégrations  relatives  à  x  etjry 


Sans  nouveaux  calculs,  et  en  échangeant  simple- 
ment les  lettres  x  eijr  entre  elles,  et  les  lettres  a  et 
b  aussi  entre  elles  ^  on  en  déduit 

Concluons  donc  enfin  que  le  moment  d'inertie  de 
l'ellipsoide,  qui  est  la  somme  de  ces  deux  dernières 
intégrales  définies,  sera  égal  à 

Ce 
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Ce  moment  se  rapporte  à  Taxe  des  z;  eny  échan* 
géant  les  lettres  ^  et  c  entre  elles ,  on  en  déduira 
le  moment  d'inertie^  par  rapport  à  Taxe  des  ic;  et 
en  échangeant^  dans  celui-ci^  les  lettres  a  et  &  entre 
elles  y  on  aura  celui  qui  se  rapporte  à  l'axe  des^.  Ce» 
deux  derniers  momens  seront 

Le  volume  de  Fellipsoide  est  ëgal  à  ^ .  abc  ;  en  ap-^ 

pelant ilf  sa  masse^  ou  le  produit  de  ce  rolume  parla 
densité  p,  les  valeurs  des  trois  momens  deviendront 

On  peut  observer  que  le  plus  grand  des  trois 
momens  d'inertie  relatif  aux  diamètres  conjugués 
rectangulaires  ^  répond  à  celui  de  ces  diamètres  ^ 
dont  la  longueur  est  la  plus  petite  j  et  qu^au  con-^ 
traire  5  le  plus  petit  moment  répond  au  plus  grand 
diamètre. 

55o.  Dans  le  cas  de  la  sphère>  on  a  â£^&±=:^;  les 
trois  momens  d'inertie  deviennent  égaux  entre  eux^ 

et  sont  exprimés  par  -^  •  pa^.   Si  le  rayon  a  aug-« 

mente  d'une  quantité  infiniment  petite  y  et  se  change 
en  a'^duy  l'accroissementcorrespondant  dumoment 
d'inertie  de  la  sphère ,  exprmiera  le  moment  d'iner- 
tie de  la  couche  sphériquequi  lui  est  concentrique  ^ 
et  dont  les  rayons  intérieur  et  extérieur  sont  a  et 
â.  6 
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a'^'da;  de  sorte  œie  le  tnoment  de  cette  couche 
sera  la  differentieUe  de  celui  ae  la  sphère ,  prise 
par  rapport  à.ai  c'est-à «- di)rè ^  qu^il  sera  égal   k 

f^-^..pa^.dd*  Miiliiteimiit^  «uppMohs^que  la  sphère  nd 

soit  point  homogène^  itiâiis  qu'elle  soit  seulemeôi 
composée  de  couches  homogènes  concentriques; 
la  quantité  p  serk  alors  une  fonction  de  a,  qui  dé- 
pendra de  la  loi  que  suit  la  densité  ^  en  allant  du 
ceutne  à  la  surface  ;  il  fkudra  donc ,  pour  avoir  le 
moment  d'inertie  de  la  sphère ,  intégrer  la  formula 
^p^  exprime  celui  d'une  couche  qjielconque,  en  y 
regardant  p  comme  une  fonction  donnée  de  a.  Ainsi 
le  moment  d'iûertie  d'uiie  sphère  composée  de  cou- 
ches homogènes  concentriques ,  pris  par  rapport  a 
iSm  de  s^s  diamètres  ^  sera  expi^imé  pav 

Ifiaiégrale  étant,  prise  depuis  a=so»  jiMqu*à  a  égal 
au  rayon  de  la  sphère  • 

55 1.  L^  calcul  du  nldmenl  d'inertie  d'uh  corps 
honogène^  termine  par  ime  surface  de  réYolution^  90 
réduit  à  une  seule  int%ration ,  dépendante  de  la  na-- 
tui^e  de  la  courbe  génératrice^  quand  on  preùd  ce  mo*- 
ibettl  pàt  rapport  a  Tâste  de  figàte.  Pctii'  le  pf ouVe^^ 
diVisoAil  Ce  cotp^  en  «tmenut  cirtulaii'ès^  d'une  épais- 
seur d:  d^ttue  lafgeot  inéniment  petites^  dont  chacun 
ait  son  centre  dans  l'axe  et  soit  compris  eïitre  deux 
phns  perpendiculaires  à  cet  àxe^  Soit  e^(fig.  i  i)^une 
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iectioa  d'un  de  ces  aoneaux^j?  son  centre ,  CpD 

Taxe  de  figure  y  CmD  la  courbe  génératrice  y  dont  le 

{>lan  est  perpendicxdaire  à  cet  anneau.  Appelons  r  le 

rayon  intérieur  pn^  r-^drle  rayon  extérieur  pn'^  de 

manière  que  dr  soit  la  largeur  rm'  de  l'anneau  ;  appe-^ 

Ions  aussi  Xy  la  distance  Cp  du  centre  ^^  à  un  point 

£xe  Cy  pris  arbitrairement  surFaxe  CD*  et  soit  enfin 

dx^  Tépataseur  de  raunean,  ou  la  dicttance  mutnelte 

des  deux  plans  pei^pendiculairès  à  Taxe  y  qui  le  cotii-^ 

prennent.  Cet  atxnetfu  est  évi^kninlefit  la  différence 

de  deux  Cylindres,  dont  la  litfùti^tit  commune  est  àxy 

et  qui  dot  pour  rayon  ^  r  et  r^A*;  son  yolutoe^  eft 

représentaitft  par  ^  le  rappoi^  de  la  circonférence  au 

diamètre,  sera  donc  égal  à  ^(r-f*dr)*  •  dx — tcr^  *  dx  , 

quantité  qui  se  réduit  à  a'ttfitrdx  y  en  négligeant  le 

terme  infiniment  petit  du  5*  ordre  :  la  masse  da 

cet  anneau  sera  donc  ajCfrdrdXy  f  étant  la  densité 

du  corps.  Tous  le^-points  de  Tanneau  sont  à  des  di»« 

tances  de  Taxe  CD  y  qui  sont  égales  à  r,  ou  qui  n'eti 

diflferent  que  d'une  quantité  infiniment  petite  ;  on 

aura  donc  son  moment  dMnerfie  y  en  multiplsanl  à& 

ttaste,  par  le  carré  de  r;  ce  qui  donne 

Si  Toti  klègre  cette  fbrmtde  t>ar  Rapport  à  r,  et 
depuis  r=:o,  jusqu'à  rrr^prtiy  on  aura  le  moment 
d^nertie  d'une  tranche  du  corpâ^  dont  l'épaisseur 
est  dx^  et  Comprise  entre  denx  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  CD  y  c'est-à-dire^  la  semme  des  mo-* 
mens  d'inertie  de  tous  les  anneaux  compris  entre  ces 
deux  plans  ;  soit  donc  j*  l'ordonnée  pfn  de  la  courbe 

6-. 
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génératrice  ^  qui  répond  à  Tabscisse  quelconque  Cp 
ou  jQy  nousaurons,  en  effectuant  cette  intégration^ 
et  observant  que  la  densité  est  supposée  constante^ 

Lorsque  Téquation  de  la  courbe  génératrice  sera 
donnée,  on  en  tirera  la  valeur  de  j^  en  fonction  dear; 
en  la  substituant  dans  cette  dernière  formule ,  il  no 
restera  plus  ensuite  qu'à  l'intégrer  par  rapport  kx  y 
depuis  x=:  o  jusqu'à  a:=:  CD  :  cette  intégrale  définie 
exprimera  la  somme  des  momens  d'inertie  de  toutes 
les  tranches  dn  corps ,  ou^  ce  qui  est  la  même  chose , 
le  moment  d'inertie  du  corps  entier.  Si .  Ton  veut 
seulement  avoir  le  moment  d'inertie  d'une  tranche 
du  corps  y  d'une  épaisseur  finie  et  comprise  entre 
^eux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  CD  y  on  donnera 
pour  limites  à  cette  intégrale  y  (es  valeurs  de  x  qui 
répondent  aux  deux  plans  extrêmes.  < 

Quand  le  corps  sera  un  solide  creux,  terminé  par 
deux  snr&ces  de  révolution  qui  ont  le  même  axe^  on 
aura  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  cetaxe  y  en 
regardant  ce  corps  comme  la  différence  de  deux 
^solides  de  révolution,  et  en  retranchant  le  moment 
relatif  à  l'un ,  du  moment  relatif  à  l'autre.  Enfin  y  si 
l'on  demandait  le  moment  d'inertie  d'un  segment  de 
soEde  de  révolution,  compris  entre  deux  plans  me* 
nés  par  l'axe  de  figure ,  il  est  évident,  d'après  la  sy- 
métrie d'un  pareil  corps  autour  de  cet  a^e,  que  le 
moment  d'inertie  d'un  segment  quelconque  est- au 
moment  d'inertie  du  solide  entier,  comme  l'angle 
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des  deux  plans  qui  comprenueDt  ce  segment^  est  à  la 
circonférence  entière;  par  conséquent  le  moment 
tfinerlîe  de  chaque  segment  se  déduira  toujours  , 
sans  aucune  difficulté ,  de  celai  du  solide. 

35a.  Supposons^  pour  donner  un  exemple^  qu« 
la  courbe  génératrice  CmD  soit  une  demi-circonfé- 
rence, dont  le  diamètre  CD  y  soit  représenté  par  aa. 
L  équation  de  cette  courbe^  rapportée  au  point  C 
comme  origine  des  coordonnées  ,  aura  cette  forme  : 

la  formule  à  intégrer  deviendra  donc^  en  y  mettant 
pour^%  cette  valeur 

et  en  intégrant^  on  aura 

5-'a-3 — ^^+T> 

Cette  intégrale,  qui  s'évanouit  a^i  point  C,  exprime 
le  moment  d'inertie  de  la  portion  de  sphère  engen* 
drée  par  Taire  Cpniy  tournant  autour  de  la  droite  Cp. 
Si  Ton  veut  avoir  celui  de  la  sphère  entière,  engen- 
drée par  le  demi-cercle  CmD ,  il  n'y  a  qu'à  supposer 

a:=  CZ?=aa,  et  il  vient  — ^  pour  la  valeur  dn 

moment  ;  résultat  qui  est  le  même  que  celui  du 
n*  55o. 

355.  Si  la  génératrice  est  une  droite  AB  (fig.  i  j)^ 
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tournant  autour  de  la  droite  CD  y  menée  dans  son 
plan  y  son  équation  sera 

je  prends  la  droite  CD^  pour  axe  des  abscisses  xi 
fe  fiz^  Torigine  des  coordonnées  au  point  C^  de  ma« 
oière  qu'on  a 

bz=zCA  ,      a  =  tang.  BED. 

La  formule  à  intégrer  est  y  dans  ce  cas  ^ 

intégrant  donc  depuis  a:=Oy  jusqu'à  a:=  CZ?^  et 
représentant  par  et  y  cette  ligne  CD,  il  vient 

lo      a    *-^  -^ 

Cette  quantité  est  donc  le  moment  d'inertie  pris  par 
rapporta  la  droite  CD  y  du  c6ne  tronqué^  engendré 
par  le  trapèze  GABD,  tournant  autour  de  cette 
droite.  Si  la  droite  AB  est  parallèle  à  CD  y  on  a  a=:Oy 
le  cône  se  change  en  un  cylindre^  et  l'expression  du 
moment  d'inertie  devient 

S54*  Quand  on  connaît  le  moment  d'inertie  d'un 
corps  y  par  rapport  à  un  axe  passant  par  le  centre  de 
gravité  y  on  en  conclut  aisément  le  moment  d'inertie 
du  même  corps  y  rapporté  à  tout  autre  axe  parallèle 
au  prqniçft 
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En  efTct^  plaçons  Torigine  des  coordopaées  jç ,  ^, 

s  y  au  centre  de  gravite  ^  et  prenons  le  ppQnjier  axe^ 

pour  celui  des  z  ;  soient  jr==:a ,^  ==s^ ^  les  Qoordpn*' 

nées  du  point  oii  le  second  axe  coupe  le  plaQ  dés  pç  ^ 

j^,  auquel  ce  second  axe  estfiussi  perpendiculaire; 

désignons  par  a  ^  la  distance  du  centre  de  gravité  ^  au 

second  axe  ;  par  r,  celle  d'un  élément  quelconque 

dfn  au  premiw  axe  ;  par  r'y  la  disitance  4h  YPjèni^  rlé- 

meat  au  second  axe.  Le  moment  d'infrU?  çonufi 

^en/i^Jm^  et  celui  qu  €in  4fmw40  >  «aivi  fr'\lfu  ;  q^s 

.intégrales  étant  étendues  ^  lp.m^Bi^fMi^i^  d#  flf^fif • 

.Or,  nous  aurons 

multipliant  par  dm,  intégrant  et  observant  que 
JC^+jr^  =pr^,  a»  ■+-  Ç*  =  a%  il  vient 

f/^dm  =:fr*dm  —  a0L.fxdm  —  aC  fydm  +  a^.  filât  ; 

mais  à  caisse  que  le  centre  de  gravité  est  sur  l'aide 
des  z,  on  ^/xam=:o,//dm=:20^  car -ces  intégrales^ 
divisées  par  Ja  masse  du  corps ,  représenteraieut  en 
général  les  distances  de  ce  centre  ,  aux  plans  des^'^ 
z  et  des  Xy  z;  de  plus  /dm  est  la  masse  entière  du 
corps  ^  que  je  représenterai  par  ilf  ;  Véquation  précé-* 
dente  se  réduit  donc  à 

jy^dm  =fi^dm  +  Ma\ 

l)onc  on  j^VLp^  le  moniçnt  demandé ,  en  ajoutant  à 
celui  qui  e,9t  4onqë^  la  masse  du  corps  y  multipliée 
par  le  carré  4e  la,dislaace  du  centre  de  gravité  vêl 
nouvel  99^^^ 
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D'après  celte  règle  y  on  aura  immédiatement  le 
moment  d'inertie  d  une  sphère  homogène ,  ou  com- 
posée de  couches  homogènes  concentriques^  par 
rapport  à  un  axe  quelconque  ^  puisque  ce  moment 
est  connu  par  rapport  à  tous  les  axes  passant  par  le 
centre  de  figure^  qui  est  aussi  le  centre  de  gravité. 

555,  Dorénavant  9  nous  représenterons  par  A:*  le 
rapport  du  moment  d'inertie  fi'^dm ,  à  la  masse  M  du 
corps.  Ce  rapport  est  une  quantité  essentiellement 
pbsitive,  dont  l'expression  numérique  sera  toujours 
indépendante  de  l'unité  de  masse  que  l'on  choisiL 
Noii»  aurons  de  cette  manière, 

d'où  l'on  peut  conclure  que  le  moment  d'inertie 
rapporté  à  un  axe  quelconque ,  passant  par  le  centre 
de  gravité,  est  plus  petit  que  celui  qui  se  rapporte  k 
tout  autre  axe  parallèle  au  premier.  Les  momens 
d'inertie  sont  les  mêmes  par  rapport  à  des  axes  equi* 
distons  du  centre  de  gravité  et  parallèles  entre  eux; 
leur  valeur  augmente  à  mesure  que  les  axes  s'éloi-* 
gneat  de  ce  point, 

356.  Non  -  seulement  le  moment  d'inertie  d'un 
corps  change  avec  la  position  absolue  de  Taxe  au- 
quel on  le  rapporte ,  mais  il  change  aussi  avec  la  di- 
rection de  cet  axe.  Pour  montrer  comment  cette 
direction  influe  sur  la  grandeur  du  moment  d'inertie  , 
proposons-nous  de  trouver  celui  de  la  masse  M,  par 
rapport  à  uq  «ace  meaéparl'origiae  des  coordonnées 
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3c^yy  jB,  et  qui  fasse  avec  les  axes  des  a:,  ^,  z,  les 
trois  angles  donnés  ctyCyy. 

Soïlpy  la  perpendiculaire  abaissée  delà  molécule 
dm  y  sur  le  nouvel  axe  ;  D  la  distance  de  cette  molé- 
cule à  l'origine  des  coordonnées  ;  «T  l'angle  compris 
entre  la  ligne  D  et  le  nouvel  axe.  Les  cosinus  des 
angles  que  £siît  la  ligne  D  avec  les  axes  des  x^jyZ, 

seront  égaux  aux  rapports  ^ ,  ^  >  n  '  P^^  conséquent 
<Hi  aura  (n*  78  ) 

ce  V  £ 

« 

D^ailleurs  on  a 

p  =  I>.«in.<f      et      p*:=Z>*.8in*.(r  =  i>»  — (D.coè.<f)*; 

substituant  donc  pour  Z>.cos .  J^y  la  valeur  précédente 
de  cos .  J'y  multipliée  par  D  ;  observant  que  /)• = x* 
-|- j^  -4-  z*y  et  réduisant 9  on  en  conclut 

—  axs.cos.flt.cos.^  — 2kys.co8.C.co8*7; 
multipliant  par  dm  et  intégrant,  il  vient 

"^  a.  coB.  A.  cos  X,fxy dm — :  a.  cob.  a,  coi. y.  Jxzdm 

Au  moyen  de  cette  formule ,  on  aura  immédiate- 
ment le  moment  d'inertiey/?*^//?!,  relatif  à  un  axe  de 
direction  donnée  et  passant  par  Torigine  des  coor- 
ées^  quand  on  connaîtra  les  six  intégralesy2c*d^^ 
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jy^dmyfz^dm^faydmyfxzdmyjyzdmyqai  s'é tendent 
à  la  masse  entière  du  corps,  et  qui  se  rapportent  aux 
axes  des  coordonnées. 

357.  Si  ces  axes  sont  choisis  de  manière  que  les 
'trois  dernières  intégrales  soient  nulles,  la  formule  se 
\simplifie  et  se  réduit  à 

Alors  il  suffit  de  connaître  les  momens  d'inertie  re«- 
latifis  aux  trois  axes  des  coordonnées ,  pour  former  la 
Taleur  àejp^dm. 

En  effet,  soit  A  le  moment  d'inertie  qui  se  rap- 
porte à  Taxe  des  x^B  celui  qui  se  rapporte  à  Taxe 
des/*,  ^t  C  celui  qui  se  raj^orte'à  l'axe  déà  z\  on 
aura 

d'où  l'on  tire 

et  par  conséquent 


%ff^dm = A  (8in*.C+ain».'>  — 8in*.«)+/?  (sin*.  «4-êin*.y— sin*  C) 

équation  qui  donne  la  valeur  de/p^dm,  au  moyen  de^ 
At  y  B  y  C* 

On  peut  Pécrire  sous  une  forme  plus  simple,  en 
observant  que 
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itoix  Ton  tire  facilement 

iin*.<t+  sin'.y  —  sin*.C  =  a.coi*.( , 
êin*.flt-f-  sin*.C  —  5Îa*.y  =  a*cos*.y. 

Ce  qai  change  Téquation  précédente  en  celle-^  : 

558.  Nous  démontrerons  pins  bas,  que  dans  tous 
les  corps  y  on  peut  mener  par  un  point  pris  au  ha- 
sard, trois  axes  rectangulaires  qui  sont  tels  qu'en  les 
prenant  pour  ceux  des  coordonnées  x^jy  Zy  on  a 

ftydm^=^(^t     /jp«dia=^ô,     Jyzdat^^o. 

Onles  noftime  axes  principaux;  et  les  tnomens  d'Sner^ 
tîe  qui  s'y  rapportent  y  et  qui  suffisent  pour  déterœt*- 
nér  le  -moment  relatif  à  tout  autre  axe  passant  par 
leur  intersection  y  s'appellent  les  mamens  dTinerti^ 
principaux. 

En  combinant  le  résultat  du  n*  précédent  avec  ce- 
lui da  n*  554  9  on  aura  le  moment  d'inertie  d'iui 
corps,  rapporté  à  un  axe  quelconque ,  quand  oft 
connaîtra  les  trois  moment  du  même  corps  >  r^lati& 
aux  tms  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  do 
gravité.  Par  exemple  y  dans  un  eUipsoïde  homogène, 
le  centre  de  gravité  eat  le  centre  de  figure.  De  plus^ 
on  peut  prouver  que  les  trois  diamètres  conjugués 
rectangulaires   sont  des  axes  principaux  ;   car  en 
prenant   ces  diamètres  pour  les  axes  des  x  y  j^ 
»,  le  corps  sera  partsgé  eu  parties  égales  €t  sem^ 
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blables^  par  chacun  des  plans  des  coordonnées;  s'il 
y  a  donc  une  molécule  dm  au-dessus  du  plan  desx , 
jr,  dont  les  trois  coordonnées  soient  jc,^,  z,  il  y  en 
aura  une  autre  au-dessous^  qui  sera  égale  en  masse 
à  la  première,  et  dont  les  coordonnées  seront  x^jy 
et— 2;  les  éléraens  des  intégrales yxz^/i  et y)^z/3{m^ 
correspondans  à  ces  deux  molécules ,  seront  donc 
xzdm  et  — xzdntyjzdm  et  — jrzdm  :  donc  chacune 
de  ces  intégrales  est  la  somme  d'une  inQnité  de  quan- 
tités infiniment  petites,  qui  se  détruisent,  par  Top- 
position  des  signes;  par  conséquent  ces  intégrales, 
et  par  la  même  raison  ^  la  troisième  fxjrdm ,  sont 
nulles;  ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  des  axes 
principaux.  Or^  nous  avons  donné  (n*  549)  ^^^  ^^^ 
mens  d'inertie  de  cet  ellipsoïde ,  rapportés^  ses  trois 
diamètres  :  on  formera  donc ,  quand  on  voudra ,  son 
moment  d'inertie  rapporté  à  un  axe  mené  par  un 
point  et  dans  une  direction  quelconques. 

359.  Le  plus  grand  des  trois  momens  d'inertie 
principaux  yA^B^C,  est  le  plus  grand  de  tous  ceux 
qui  se  rapportent  à  des  axes  menés  par  l'origine  des 
coordonnées.  Soit,  en  effet^  A  la  plus  grande  des 
trois  quantités  u^,  By  C,  de  sorte  que  les  différences 
A — ByA^^Cy  soient  positives;  en  mettant  i — cos*,C 
— cos*.^,  à  la  place  de  cos*.ft,  dans  la  valeur  de 
fp^Jbny  elle  prendra  cette,  forme  : 

fff'dm^rLA^  (^  —  ^).C08*.C —  (^A —  C).cos*.y; 

oii  l'on  voit  qne/p^dm  <CAy  quels  que  soient  les  an- 
gles ^  et  >^.  De  même  la  plus  petite  des  trois  quan-> 
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tités  AjBy  Cy  est  le  plus  petit  des  momensd'iDertie, 
relali&  à  des  axes  passant  par  Torigine  des  coordon- 
nées; car^  en  supposant  que  C  soit  cette  plus  petite 
quantité^  et  en  mettant  la  valeur  defp^dm  sous  cette 
forme  : 

fp^dm  =C  +  (^—  C).cos\*  +  (S—  C),co8%tf , 
on  voit  quefp^dm  surpasse  tcrujours  C. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  quantités  ^, 
By  £7  sont  égales  entre  eUes  ^  on  a  Siussi  fp^dmssi  A  y 
quelle  que  soit  la  direction  de  Taxe  auquel  ce  mo- 
ment yjb'^/n  est  rapporté  ;  donc  alors  ^  les  moment 
d'inertie  sont  égaux  y  par  rapport  à  tous  les  axes  me- 
nés par  l'origine  des  coordonnées.  Ce  cas  est  celui  de 
la  sphère  homogène^  ou  composée  de  couches  ho- 
mogènes et  concentriques^  pourvu  que  l'origine  des 
coordonnées  soit  placée  au  centre;  mais  il  peut  y 
avoir,  et  il  y  a  en  effet  d'autres  corps  qui  jouissent  de 
la  même  propriété. 

Si  Ton  a  seulement  A=zBy  la  valeur  de  fp*dm  se 
réduite  à 

cette  valeur  sera  donc  indépendante  des  angles  a  et 
€;  et  le  moment  d'inertie  sera  le  même  par  rapport 
a  tous  les  axes  menés  par  roriginedeacoordonnées^ 
qui  font  un  même  angle  y  avec  l'axe  des  z  :  par  exem- 
ple ^  par  rapport  à  tous  les  axes  compris  dans  le 
plan  des  Xyj^y  on  qui  font  un  angle  droit  avec  Taxe 
des  a. 
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D'après  ce  que  nous  arons  déjà  vu  dans  le  n^  îS^i 
nous  pouvons  dire  maintenant  que  le  plus  petit  de 
tous  lès  momens  d'inertie  qu'un  même  corp9  puisse 
avoir^  se  rapporte  a  Tun  des  trois  axes  principaux  qui 
se  coupent  à  son  centre  de  gravite.  Ainsi  le  plus  petit 
de  tous  les  momens  d'inertie  d  un  ellipsoïde  honio-« 
gène  y  se  rapporte  au  plus  grand  de  ses  trois  dia-» 
mètres  conjugues  rectangulaires  ;  ce  qui  est  d'ailleui^s 
évident  par  la  nature  du  moment  d'inertie  (n"*  347)* 

36o.  Il  nous  reste  présentement  à  démontrer 
Texistence  des  axes  principaux  dans  tous  les  corps* 
Pour  cela,  s6itO  (fîg.  i3)  Torigine  des  coordonnées 
qui  est  placée  en  un  point  donné ,  à  Fintérieur  ou 
en  dehors  du  corps  ;  soient  x^j-jz^  les  coordonnées 
d'un  élément  quelconque  dm^  parallèles  aux  trois 
axes  rectangulaires  Ox^  Oj,  Oz;  désignons  par  x^^ 
,     T  y  z  >  les  coordonnées  du  même  point,  parallèles 
à  trois  autres  axes  Ox^,  Oy^,  Oz^y  aussi  rectangu-* 
laires  :  les  premiers  axes  sont  trois  lignes  choisies 
arbitrairement  et  que  nous  regarderons  comme  fixes  ; 
la  position  des  seconds  est  indéterminée  par  rapport 
aux  premiers.  Cette  position  dépend,  comme  on 
sait  par  la  transformation  des  coordonnées ,  de  trois 
angles  qui  entrent  dans  les  valeurs  de  x^^j^j  2,,  en 
fonction  de  or ,  /|  s  ;  en  substituant  donc  ces  valeurs 
dans  fxy/im,  f^J^M^fjl^A^y^  c^*  intégrales  de- 
viendront des  fonctions  des  trois  angles  inconnus  t 
or,  je  dis  qu'on  pourra  toujours  déterminer  ces  angles 
de  manière  qu'on  ait 


1 
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et  alors  les^ Kgnes  Ox/^  Oj^,  Oz,y  seront  trois  axe» 
principaux. 

564.  n  est  nécessaire  y  pont  démontrer  cette  pro^ 
position,  de  rappeler  les  formules  connues  de  la 
transformation  des  coordonnées^,  dans  le  cas  où  Von 
passe  d*un  système  de  coordonnées  rectangulaires 
x,jr,z^Siun  autre  système  semblable  de  coordon- 
nées x^,  jr^y  z^y  qui  ont  la  même  origine  O  que  les 
premières. 

Lea  valeurs  de  oc^j^z^  en  fonction  de  x^^jr^y  z^^ 
sont  linéaires  et  de  cette  forme  : 

jrrzra'x^+yX  +  c'»,, 
»=a'x^  +  ft'y, -f  c^'a^ 

Les  neuf  coefficiens  a^b^ùy  tic.  ^  représentent  les 
cosinus  èes  angles  que  font  les  axes  àMx^j,  z^nec 
ceux  des  ^^9  /,r^/;  ^^  coefficient  a,  par  exemple ^ 
est  le  cosinus  de  l'angle  xOx^y  compris  entre  les 
axes  0!xet  Ox/^]e  coefficient  a'  est  celui  de  Taille 
jOx^y  Compris  entr^  les  axes  Oy^  et  Ox^  ;  et  de  même 
pour  les  autres.  Ils  Mut  liés  entre  eux  pai^  les  six  équa^ 
dons  de  condition  : 


a»+a'»  +  a'«3,ïi, 

ab  +  a'V  +  ^y=so, 

i-J^b"  +  hr*sat, 

ac + aV  -^-a'c*  a=  o , 

<»J^.  </•  +  «*  =31, 

•   Jc  +  i'c'4.«'c'  =  o, 

■ 

qui  rémlunt  de  ee  <pi'on  doit  aroir  tdeiilàqacmeiit 
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car  les  coordonnées  rectangulaires  x,  jj  z^  e(  3^^f 
y, 9  ^,9  appartenant  au  tnèmê  point  ^  et  ayant  ménur 
origine  y  il  s'ensuit  que  le  carré  de  la  distance  de  te 
point  à  l'origine  ^  peut  s^eiqprimer  indifféremment 

par  x^+jr^  -H  ^%  ou  par  ^/-+-// + «/• 

Réciproquement  ^  les  valeur»  de  x^  j,,  z,y  e» 
fonction  de  x^y^,  %,  sont 

*^  =  ex  +  c'jf  -4-  c'z  } 

et  au  lieu  des  six  équations  de  condition  précédentes^ 
on  peut  prendre  ces  six  autres  qui  leur  sont  équi" 
Talentes  : 


a*  +  ft«  -+.<-  iS:  1  , 

aa'  +  bV  +c(/  =o, 

a"  +  b'*+c'*~i  , 

Ha'  +  bb' +  ce' ss:  o , 

a"+6»»+c'»=*i. 

e'a'+i'&'+cV=o. 

On  pourrait  regarder  trois  des  neuf  coe£GicIetis  a^ 
by  Cj  etc.^  comme  indéterminés,  et  les  six  autres 
comnie  déterminés  par  ces  équations  de  condition; 
mais  il  sera  plus  simple  d'exprimer  explicitement  les 
neufcoefficiens,  en  fonction  de  trois  nouvelles  quan^- 
tités  déterminées  et  indépendantes  entre  elles. 

Pour  cela,  supposons  que  la  ligne  NON'  soit 
l'intersection  du  plan  des  x^yjr^y  avec  celui  des  x, 
jr;  désignons  par  4^  Tangle  NOx;  par  ^,  l'angle 
NOx^  ;  par  9 ,  l'inclinaison  du  plan  des  x,,  jr^ ,  sur 
celui  des  x^  y  y  qui  est  la  même  chose  que  l'angle 
%0z^^  compris  entre  les  axes  Oz^;et  Oz.  0  est  évident 
que  quand  ces  trois  angles  4  >  9  ^t  6  seront  donnés  ^ 

la 


\\ 
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It  position  des  axes  Ox^,  Ojr^,  Oz^y  sera  entièrement 
déterminée^  par  rapport  aux  axes  Oxj  OjyOz  :  les 
neuf  cosinus  a^  b^  Çy  etc.  y  doivent  donc  être  des 
fonctions  dëterminées  de  ces  trois  angles;  et  en  effets 
on  a 

a  =2  008. 9.  sia  .4*  sin.f -f*  cos.^-cos.^, 
b  =:cos.0, 8iû.4*co8«9— «  008.4*  *i>^*f  9 
c  =î8in.  9.  8iQ.4# 
a  =  C09.9. 008.4* un •f*-*  8iir«4'C08.f  1 

£'  =  cos.0.co8.4*co>*9  •4*<iD*4**^°«^i 

c^=8in.9.co8.4# 

0'='-*  810.9.  sia  .^  ^ 

^''îz-^-sin  .1.008  .f>^ 

C*=C08.9* 

En  substituant  ces  neuf  valeurs  dans  les  équations 
de  condition  y  on  vérifie  aisément  qu'elles  deviennent 
identiques^  et  qu'il  n'en  résulte  aucune  relation  entra 
les  angles  ^^ ,  ô  et  f . 

56a.  Quoique  ces  dernières  formules  soient  génë« 
ralement  connues ,  il  na  sera  pas  inutile  d'indiquer^, 
en  peu  de  mots^  la  manière  suivante  d'y  parvenir. 

On  sait  que  a  y  €y  y^  étant  les  trois  côtés  d'un 
triangle  sphérique  quelconque  ^  et  ^^  l'angl^  opposé 
au  côté  «9  on  a 

C08.«e=:C08.^.8iD*6.ttn«^^C08.tf.OOtf*y. 

Or^  si  nous  imaginons  une  Sphère  décrite  du  point 

Oy  comme  centre^  et  d'un  rayon  quelconque  y  nous 

aurons  d'abord  sur  cette  sphère  y  un  triangle  formé 

a.  7 
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par  les  trois  arcs  interceptés  par  les  angles  NOXy 
NOx^y  eiccflxy  dans  lequel  l'angle  opposé  au  der- 
nîercôtéestrincIînaîsonG;donc,àcauscdciV"0.r=:>|,, 
NOx^-^^-Tf  y  on  aura 

cos.xOjl'^  =  a  =  cos.ô.sin.^.sin.^  -f"  cos.%|,.co5.(^. 

Cette  équation  ayant  lieu  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques des  angles  ^  et  <>}. ,  on  peut  supposer  que  ç  de- 
vienne ^  + 1 00**  ;  alors  la  ligne  Ox^  prendra  la  place 
de  Oy/y  l'angle  xOx^  deviendra  0*0;^^,  et  Ton  aura 

cos.xOy^  =  J=co8.9.sin.4-Ç08.^  —  cos.^sia.^. 

De  même,  en  mettant  4+100*  ^  ^^  place  de  4'-^ 
dans  l'équation  précédente,  la  ligne  Ox  se  changera 
dans  la  ligne  Oj\  Tangle  xOx^  deviendra  jOjc^;  de 
sorte  que  l'on  aura 

■cos.^Ox^  =  û'  =  COS.  O^^pc^S.  4 .  sin  .ç  —  sin .  4-  cos .  ç. 

Et  si  l'on  met  à  là  foi&dadi  cette  équation  précédente , 
4+  100*  et  ^+160!'. à  la  place  de  4  ^^  ^y  l'angle 
^Oor^  sera  remplacé  par  raDgle^-C^^;  par  conséquent 

QQg,yOyf^=. t'  =  'co8:9.cos.4co9.^-f-ijîn.4..sin  ^. 

'  Considérons  de  même  le  triangle  dont  les  trois 
côtés  sont  les  arcs  interceptés  par  les  angles  NOz^, 
JVOxj  xOz^.  L*angle  opposé  au  dernier  côté  est  égal 
à  lOo* — fl;  de  plus,  Où  a  iVOs,=  ioo%  ^Oa;==4; 
l'équation  générale  se  réduit  donc  à 

cûs .  X  Oz^  =  c  =3  sin .  â .  sin .  4  '; 
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d'où  FoQ  conclut  aussi 

en  augmentant  Tangle  4  ^'^^  angle  di*oît,  ce  qui 
change  la  ligne  Ox  dans  la  ligne  Ojr,  et  l'angle  a:Oz^  ^ 
dansTangle^Oz^, 

Enfin ,  dans  le  triangle  qui  a  pour  côtés  les  arcs 
interceptés  par  les  angles  NOz,  NOx^y  o^pz^  l'an- 
gle opposé  au  dernier  côté  est  égal  à  loo**  4-  6;  on  a 
JVOzs  100*  et  ]VOx,z=(p  ;  faisant  donc  Ç=  100% 
5.=^,  ^=ioo*+6,  et  «;=jc^0a,  dans  l'équation 
générale ,  on  aura 

En  mettant  çH- loo*  à  la  place  de  '^,  dans  ce  résul- 
tat, la  ligne  Ox^  prendra  la  place  de  la  ligne  0/^^ 
l'angle  x^Oz  deviendra  j^Oz,  et  l'on  aura  aussi 

cos  .y^0%  =:  i"  sa  —  aîo .  9 .  'Cos .  ^. 

Quant  au  neuvième  coefficient  c%  <m  a 

C' 1=2  cos  *  «  O»^  =$3  <30S .  $. 

563.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  la  pro« 
position  du  n*  36o.  En  substituant  les  irs^mrsde^i^ 
*,  etc. , dans  celles  de  x^ff,t  %,y  il  wot 

j^^ssK.cos.f  —  X.sin.^, 
ac;=s  K.  sin.^  +  X.coa.f  ; 

OÙ  Ton  a  fiait ,  pour  abrégv*^. 

X  =  x.coi,4  — •*'*"J'*'^' 
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On  tire  de  là 

et  par  conséquent 

égalant  cette  quantité  à  zéro^  et  observant  que 
2  •  cos .  ^\  sîn «9  =  sin .  ap  j  et  cos^  •  <p •—  sin*  •  p 
cos.:a^^  Jûn  a 

8În .  3f .  f(Y^— X'')dm  +  a .  co8 .  js^  .fïXdm  =  o.      (i) 


Les  deux  aut\**es  équatîonsyjr^sy/wzrro  yJjrjsjinrziOy 
du  n*  cité^  preanent  cette  forme  : 

C08 . 9  >fYz^  im  —  sin .  ^  ,fXzjini  =  o  > 

quand  on  y  substîtn  'e  les  valeurs  de^^  et  x^*  Si  on  le» 
ajoute  après  avoir  m  ultîplié  la  première  par  cos  .^  et 
la  seconde  par  sin  •  ^ ,  et  si  on  retranche  Tune  de  Vau- 
tre ,  après  avoir  multi  plié  la  première  par  sin. ^  et  la 
seconde  par  cos  •  ^  ^  o  a  trouve 

fYzjim^szo,     ^  rXzjdm=:o.  (s) 

De  cette  manière  les  tn  >is  équations  du  n*  56o^  sont 
remi^açées  par  Féquati  on  (i)  et  les  équations  (a); 
et  il  s'agit  de  prouver  qu'i  on  en  tirera  toujours  des  va^ 
leurs  réelles  pour  les  an  gles  ^,  4  ^^  ^'  ^^^  équa-t 
tions  (2)  ne  contiennent  \  psts  l'angle  ^  ;  elles  servi- 
ront  à  déterminer  les  as .  ^l^s  6  et  4  9  ^^  quand  ces 
angles  seront  connus^  T-éoi  ^^tion  (1)  donnera  la  va* 
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leur  de  iïïif?  ou  de  tang.:a^  ,  qui  fera  connaître 
Tangle  ^. 

Or^  en  effectnant  les  calculs,  on  trouve 

,    y»^  =? co8.fl.sîn.8.(a[:*.8in*.4'+flJ^.œs.4.sîn.4+3'*-c<>«*.4'---**) 
jrz^==sin.fl.[ay.(coë*.4--siii*.4)  +  («*— ^')-"î'*-4**^^'*43 

Les  six  intégrales  fx^dm ,  Jjr^dm ,  /i*^  ,  faydm  , 
fxzdmjjjrzdniy  sont  des  quantités  données ,  qui  dé- 
pendent de  la  nature  du  corps  que  Ton  considère,  . 
et  de  la  direction  des  axes  Ox,  Ojr^  Oz ,  que  Ton  a 
choisis  arbitrairement  :  nous  ferons  donc 

fx'dm=f.      fy*dmz=g,      fz^dm^h, 
fjcydm  =/'i      fxzdm  =  g',      fyzdnt  =s:  A' ; 

et  les  équations  (n)  deyiendront 

-Kco8*.9— «m*.J).(g'.8in.4+A'.coa.4)=so , 
$in.9.(^.(cos*.4 — 8m*,4)+(,/^-g).co8.4-«în.4D 

Je  désigne  par  Uy  Tinconnue  tang.>(/,  ce  qui 
donne 

810  . 4  =        ,— =,  I  COS .  4  ^= 


(4) 


je  su1>stitne  ces  valeurs  dans  les  équations  précé«* 
dentés,  puis  je  prends  la  valeur  de  sin.&  dans  la  se-* 
eonde  j  pour  la  substituer  dans  la  première  ;  je  su|^ 
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prime^  dans  le  résultat,  le  fect€urcos*,^.(i-t-w»)*  et 

le  dénominateur  [/'(i — «0"f"(/"~é')-'^}*>  V^^  *^^* 
communs  à  tous  les  termes,  et  je  trouve,  toute  ré-' 
dnction  faite , 

'ëq[uation  du  troisième  degré  qui  donnera  au  rnoîn» 
une  valeur  réeUe  pour  Uy  k  laquelle  répouidra  une 
valeur  réelle  de  l'angle  4* 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  de» 
équations  (4),  on  en  tirera  aussi  une  valeur  réelle 
pour  tàng.O,  et  pour  l'angle  9.  On  peut  donc  satis-* 
fidre  aux  équations  (2)  par  des  valeurs  réelles  de  ^{/  ' 
etO;  et  comme  l'équation  (i)  donne  une  valeur 
réelle  pour  tang .  2^ ,  et  par  conséquent  pour  Sangle 
9,  il  s'ensuit  qu'on  peut  toujours  satisfaire  aux  équa* 
tions  du  n^  36o ,  dont  les  précédentes  ne  sont  que  d^s 
transformations,  par  des  valeurs  réelles  de  4  9  ^  ^t6» 
Conclix>ns  donc  qu'il  existe  au  moins  un  système 
d'axes  principaux  ,  qui  se  coupent  au  point  donné.  O^ 

364«  Les  trois  racines  de  l'équation  (5)  sont  né- 
cessairement réelles  ;  et  elles  représentent  les  tan^ 
gentes  des  angles  coppris  entre  l'axe  des  x,  et 
chacune  des  trois  droites  suivant  lesquelles  les  plans 
des  coordonnées  x^,X>  ^/>  coupent  le  plan  des  x,^. 
En  effet,  ces  trois  tangentes  doivent  être  données 
par  la  même  équation ,  puisqu'on  ne  saurait  expri- 
nieP)  dans  le  calcul  ^aucune  difTcrence  entre  les  trois 
«z^  principaux  dont  on  cfaerche  la  position. 
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Ou  conclut  de  là  quîLn'exiâte,  ea  général^ 'qu'un 
.  seul  système  d  axes  principaux  qui  se.  coupent  ssa 
,poiut  donné  O;  car,  pour  qu'il  en  existât  plusieurs, 
il  faudrait  que  Téquation  (5)  fut  d'un  degré  supérieur 
au  troisième,  et  qu'elle  eût  trois  fois  autant  de  ra- 
cines réelles  qu'il  .y  aurait  de  ces  systèmes.  Mais  , 
dans  quelques  cas  particuliers  ,  les  équations  dont 
dépendent  les  valeurs  de  ^ ,  9  et  p^  deviennent  iden- 
tiques, et  alors  les  axes  principaux  sont  an  nombre 
infini.  Nous  pourrions  déterminer  ces  cas  particu- 
liers, en  examinant  avec,  soin  les  équations  précé- 
dentes ;  mais  les  considérations  suivantes  nous  les 
ferons  plus  simplement  connaître. 

365.  D'après  les  valeurs  de  ^,^,  a,  dû  n*  56i ,  et 
à  cause  des  équations  fx^yjim  =  o,  Jœj&dm  =  o  ^ 
fjrp(im'=.o^  qui  caractérisent  les  axes  principaux 
Ox^y  Oj^y  Oz^y  on  a  évidemment 

« 

/jpyAn^s:  aa'  >fx.^dm+  bb\fy^^dm+  ec\fz,^dm; 
fxzdm^=i  aa\.fx;din  +  bb\fy,^dm+  ce" .fz^dm , 
...  fyzdfi^ €=  ûV .fx;dm -+. b'b" .fy^dm  +  c'c" .fz^dm  :      ■ 

or,  si  les  trois  intégrales /r/t//»,j^/firm^y55/<iir7isonl 
égales ,  ces  valeurs  se  réduisent  à 

fxydm-^:  (  aa'  +  b¥  +  cc').fx^dm , 

*      fxzdm  =  (aa*  +  6&'  +  ce"  )  sfx^dm , 

fyzdm  =  {ara'  +  VV  +  ce" )  Jx^dm  ; 

quantités  nulles,  en  vertu  des  relations  qui  existent 
entre  âf^  i,  etc.  (n**  56i  );  par  conséquent,  dans  ce 
cas,  les  axes  Qxy,  Ojc^  Oz,  forment  un  second  sy s- 
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terne  d'axes  principaux  ;  et  comme  leur  cUrection 
ireste  absolomenk  iodéterminëe  par  rapport  aux  pre-« 
miers  Ox^^  Ofjr^,  Oz^y  il  s'ensuit  que  tous  les  systèmes 
d'axes  rectangulaires  qu'on  peut  mener  par  le  point 
O,  sont  des  axes  principaux.  Ce  cas  est  celui  où  les 
trois  momens  d'inertie  principaux  sont  égaux  ;  car 
de  ce  qu'on  suppose 

il  en  résulte 

Si  deux  seulement  des  trois  momens  d'inertie  prin^ 
cipaux  sont  égaux  ^  par  exemple  ceux  qui  se  rap« 
portent  aux  axes  Oa:^  et  Ojr^^  de  manière  qu'on  ait 

f(x;  +  z;)dm  =fay;  +  z;)dni, 

il  existera  encore  un  nombre  infini  de  systèmes  d'axes 
principaux  ;  mais  tous  ces  systèmes  auront  un  axe 
commun  9  savoir ,  Taxe  Oz^.  En  effet,  on  a  dans^ette 
bypothèse,  f^^àm-=^fy^dm  y  et  d'après  les  équa* 
tions  du  n^  56i  9  entre  les  neuf  quantités  a^h  ^  etc^^ 
on  peut  mettre  les  valeurs  àefxjdmyfxzdmyjjrzdmy 
sous  cette  forme  : 

fiydmr=:(^aa'+bb'  ).fx;dm+  cc\fz;dm  =  cc\(^fz;dm'^fx,^dm) , 
fxzdmz:ziaar+bb'  yfx;dm+cc'.fz;dm=  ce"  .ifz;dm—fx^^dni) , 
fytdni^{<ict'^b'b").fxfdm+dc\fz^dm=dc\{Sz^d^  ; 

or^  si  l'on  fait  coïncider  l'axe  Oz  avec  l'axe  princi-^ 
pal  Oz^y  les  angles  xOz^  etjrOz,  seront  droits^  et  Ton 
aura 
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fu  consëqaent 

fxydmiszOf      fxzdmz=zo,      fyzdm=zo^ 

Donc,  daB8  ce  C9S ,  tout  système  formé  de  Taxe  Oz,^ 
et  de  deux  autres  axes  rectangulaires  y  menés  arbî-^ 
trairement  par  le  point  O  dans  le  plan^^Ojr^^  sera 
on  système  d'axes  principaux. 

Enfin ,  lorsque  les  trois  momens  d'inertie  prînci-« 
paux  sont  inégaux ,  on  peut  être  certain  qu'il  n'existe 
qu'un  seul  système  d'axes  principaux;  car  soit  ^^  là 
plus  grand  de  ces  trois  momens  inégaux  ;  suppo- 
sons, pour  un  moment,  [qu'il  existe  un  second 
système  d'axes  principaux ,  et  désignons  par  ^%  le 
plus  grand  des  trois  momens  d'inertie  qui  s'y  rap- 
portent. Il  faudrait,  d'a|»rès  le  théorème  du  n*  SSg, 
qu'on  eut  à  la  fois  ^>>^et  ^'>^;  ce  quiestim^'- 
poaable;  donc  il  est  également  impossible  qu'il 
existe  un  second  syatème  d'axes  principaux. 

S66.  JuKpx'ici  les  axes  principaux  ne  sont  pour 
nous  que  des  droites  dont  la  considération  est  utile 
dans  le  calcul  des  momens  d'inertie  d'un  corps  ^ 
parce  qu'elle  réduit  ce  calcul  à  former  les  valeurs 
des  trois  momens  d'inertie  principaux  (n**  357)  ,  d'où 
l'on  déduit  ensuite,  sans  nouvelle  intégration,  le 
moment  d'inertie  du  même  corps,  rapporté  à  un  axe 
quelconque.  Mais  ces  axes  jouissent,  en  mécanique, 
dune  propriété  importante,  qui  les  a  fait  nommer 
'axes  principaux  de  rotation  ^  et  que  nous  allons 
maintenant  exposer. 

Considérons  un  corps  solide  tournant  ^tutour  d'un 
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axe  fixe^  en  vertu  d'une  impulsion  primitive,  et  $aa5 
qu'aucune  force  accélératrice  ne  lui  soit  appliquée* 
Soit  Ozy  l'axe  fixe;  désignons  toujours  par  x^j^Zj 
les  coordonnées  d'un  élément  quelconque  dm  du 
corps,  respectivement  parallèles  aux  axes  Oxy  Oy, 
Oz;  par  r,  la  distance  de  cette  molécule  à  l'axe  fixe, 
ou  le  rayon  du  cercle  que  cette  molécule  décrit; 
enfin  par  a>  la  vitesse  angulaire,  commune  à  tous  les 
points  du  corps.  La  force  centrifuge  de  Télémeut 
dm  sera  exprimée  par  ra>*  (  n*  269  )  et  dirigée  suivant 
le  prolongement  du  rayon  r;  la  force  motrice  cor- 
respondante à  cette  force  accélératrice  est  égale  au 
.froduitrâû^.dm;  l'axe  fixe  est  donc  tiré  perpendicu- 
lairement à  sa  longueur,  par  cette  force  roù^^dm  ,  et 
par  une  force  sembldbile  pour  chacun  des  élémens 
du  corps*  La  résultante  de  cette  infinité  de  forpesy 
ou  leurs  deux  résultantes,  si  ces  forces  ne  sont  pas 
réductibles  à  un0  seule  ^  expriment  la  pression  to^le 
que  l'axe  éprouve  pendant  le  mouvement  du  corps; 
"pression  qu'il  est  important  de  connaître ,  -et  qu'on 
déterminera.facilement. 

En  effet,  transportons  le  point  d'application  de  la 
force  *rùù^.dmy  au  point  où  sa  direction  coupe  l'axe 
Oz;  et  décomposons-la  en  ce  points  en  deux  forces 
parallèles  aux  axes  Ox ,  Oj,  et  dirigées  dans  les 
plans  des  x  ,z,  et  desj',  z  :  la  direction  de  la  force 

rctà^.dmy  fait  avec  les  axes  des  jc  et  des^,  des  angles 

« 

doiit  les  cosinus  sont—  et  «^^^  les  composantes  de  cette 

force,  parallèles  k  ces  axes,  sont  donc  xm^^dm  et 
yoù^.dm)  donc  la  résultante  ou  la  somme  de  toute» 
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les  composantes  parallèles  à  Yzxe  des  x,  est  donnée 
par  rintégraie/r^^.rfm,  ou  cù^fxdm;  laquelle  inté- 
grale est  égale  à  cil^.Mx^y  M  désignant  la  niasse  du 
corps  ^  et  x^  la  valeur  de  x ,  qui  répond  à  son  centre 
de  gravité.  De  même  la  résultante  des  forces  paral- 
lèles à  Taxe  des^,  et  dirigées  dans  le  plan  des^,  z, 
est  égale  à  cù^.Mjr,,  en  désignant  parj-^  la  distance 
du  centre  de  gravité  au  plan  des  a:  ^  i\  Et  si  l'on  ve^ 
présente  par  z'  et  z'^  les  distances  des  résultantes* 
iê^.Mx^y  et  ûù^.My^y  au  plan  des  x,  j^xm  trouvera/ 
d'après  la  théorie  des  mômens  des  forces  parallèles  y 
les  deux  équations 

dont  on  se  servira  pour  déterminer  z'  et  js*.  De  cette 
manière,  on  connaîtra  les  intensités  des  forces  diri-' 
gées  dans  les  plans  des  x^  s,  et  des^,  z  ,  qui  tirent 
Taxe  fixe  perpendiculairement  à  sa  longueur,  et  les 
points  de  cette  ligne  où  ces  forces  sont  appliquées. 
Quand  on  aura  :iz=Lz\  les  deux  forces  A)VAfa?,^  et 
^*'^Ji9  seront  appliquées  au  même  point;  par.  con- 
séquent elles  se  réduiront  à  une  seule,  dont  rînten-* 
shé  sera  ûù^M^x^+jJ^  et  qui  exprimera  la  pres- 
sion que  Taxe  éprouve  pendant  le  mouvement  du 
corps. 

367.  Maintenant,  supposons  que  la  ligne  Oz  soit 
un  des  trois  axes  principaux  de  M^  qui  se  coupent  à 
son  centre  de  gravité.  Soient  G  ce  centre^  et  a  sa 
dislance  au  point  O;  puisque  le  centre  degravité  est' 
sur  l'axe  Oz^  on  ax^ï=:o^7,=o;  d'ailiers,  siTon 
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tranaporte  rorigine  des  ôoordonnMS  au  point  &> 
sans  changer  la  direction  des  axes ,  les  coordonnées 
de  dm  deviendront  or^^  et  «<— tf  ;  donc  la  ligne  Gii 
étant  nn  des  axes  principaux^  on  aura 

fx  («  —  «)  dm  -^zfxmim  —  €e./x£b»=o, 
y]y  (s  —  «)  dm  =  fyzdm  —  tt.fydm  =  o; 

d^on  Ton  conclutyj:2^=:o^  tijysdm^=i  o ,  enobser* 
Tant  que  fxdmisaiMx^^^^Oy  jydm=iMjrp:zo.  Or,  a 
résultante  m^.Mx^  des  forces  dirigées  dans  le  plan 
des  Xy9,  et  la  somme  m^.fxzdm  de  leurs  momens, 
étant  nulles  ,  ces  forces  se  font  équilibre  y  indépen- 
damment de  Taxe  fixe  ;  et  par  une  raison  semblable, 
les  forces  dirigées  dans  le  plan  des  j^^  2^  se  font  pa- 
iement équilibre;  donc,  dans  le  cas  que  nous  exami-* 
nons^  les  forces  centrifuges  des  différens  points  du 
corp$  n'exercent  aucune  pression  sur  Taxa  de  rota- 
1î<m^  de  sorte  que  si  cet  axe  cessait  tout  à  coup  d'être 
fixe^  le  mouvement  du  corps  n'en  serait  aucunement 
changé  y  et  continuerait  comnie  auparavant. 

568.  Si  la  ligne  Oz  ne  passe  pas  par  le  centre  de 
gravité,  et  que  cette  ligne  soit  un  des  axes  princi- 
paux de  Mj  qui  se  coupent  au  point  O,  on  n'aura 
plus  xprzo  etjrj=o,  mais  oh  aura  toujoursyx2^/7t=rô» 
jyzdin=:o  ;  par  conséquent  les  deux  distances  ;^  et  z'^ 
seront  nulles,  et  l'axe  de  rotation  éprouvera  une 

pression  égale  à  «•.if  VjcT-fjr/^  et  appliquée  au 
point  O;  il  suffira  donc^  dans  ce  cas^  que  ce  point 
reste  fixe  pour  que  la  pression  due  aux  forces  cen- 
trifinges  soit  détruite;  donc^  si  l'on  suppose  que  la 
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ligne  Oz  cesse  d'être  fixe  et  devienne  libre  de  tour-^ 
ner  autour  du  point  fixe  O^  ie  mouvement  ne  sera 
pas  changé^  et  le  corps  continuera  de  tourner  autour 
de  cet  axe,  comme  s'il  f&t  resté  fixe. 

Ainsi,  un  point  fixe  O  étant  donné  dans  un  corps 
solide  de  figure  quelconque  ,  il  existe  toujours  trois 
axes  passant  par  ce  point ,  autour  desquels  le  corps 
pourra  tourner  uniformément,  sans  que  ces  axes  se 
déplacent^  et  comme  si  ces  droites  étaient  entière- 
ment immobiles. 

Les  axes  principaux  qui  se  coupent  au  point  O^ 
sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  propriété  ;  car 
si  l'on  forçait  le  corps  de  tourner  autour  d'un  autre 
axe  fixe,  mené  par  le  point  O,  cet  axe  éprouverait 
une  pression  qui  ne  passerait  pas  par  le  point  O, 
puisqu'alors  les  distances  ^  9t  z''  ne  seraient  plus 
égales  k  xéro  ;  lors  donc  que  Taxe  deviendrait  libre 
de  tourner  autour  du  point  O,  qui  resterait  seul  fixe, 
la  pression  ne  serait  plus  détruite  ;  par  conséquent 
cette  force  déplacerait  Taxe  de  rotation  ,  et  le  moit^ 
vement  serait  cbaqgé. 

Lorsqu'un  corps  solide ,  retenu  par  un  seul  point 
fixe ,  sera  mis  en  mouvement  par  le  choc  d'un  autre 
corps  ou  de  toute  autre  manière  ,  il  sufiQra  qu'il  cooh 
mence  k  tourner  autour  d'un  des  axes  principaux  qui 
se  coupent  en  ce  point,  pour  que  son  mouvement 
continue  indéfiniment  autour  de  ce  même  axe, 
comme  s'il  était  fixe  ;  il  sera  donc  nécessaire  et  suffi- 
sant que  la  percussion  que  l'axe  de  rotation  éprouve 
k  Torigine  du  mouvement ,  se  réduise  à  une  seule 
force  perpendiculaire  àcetaxe  et  passant  par  le  point 
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fixe  y  puîsqu'alors  la  résistance  de  ce  point  suffirai 
pouf  que  Taxe  puisse  supporter  cette  percussion  9  sans 
se  déplacer  etaussi  bien  que  s'il  était  entièrement  fixe. 
Nous  ayons  donnée  dans  le  n^  545^  un  exemple  de 
ce  cas  particulier. 

§.  lU.  Mouvement  varié  ;  oscillations  du  Pendule 

composé. 

369.  Après  cette  digression  sur  les  propriétés  des 
momens  d'inertie  et  des  axes  principaux ,  reprenons 
le  problème  du  mouvement  d'un  corps  solide  au-* 
tour  d'un  axe  fixe  y  et  supposons  maintenant  que 
tous  les  points  du  m#bilesont  sollicités  par  des  forces 
accélératrices  données. 

Partageons  toujours  la  masse  du  corps  en  élémens 
infiniment  petits  :  sdlt  dm  un  de  ces  élémens  ;  r  sa 
distance  à  l'axe  fixe,  ou  le  rayon  du  cercle  que  ce 
-point  matériel  décrit  dans  un  plan  perpendiculaire  a 
cet  axe;  m  m  y  mm'  (fig.  i4)  deux  élémens  consé- 
cutife  de  ce  cercle,  eimpiTy  mrriTy  leurs  prelon- 
gemens  dans  le  sens  du  mouvement  du  corps.  Con- 
-sidérons  le  point  matériel  dm^  à  l'instant  qu'il  par- 
^Tient  au  point  m  de  sa  trajectoire  ;  désignons ,  à  cet 
instant,  par  ^,  l'intensité  de  la  force  accélératrice 
qui  agit  sur  dm\  par  i^,  l'angle  aigu  ou  obtus, que  la 
direction  de  cette  force  Êiit  avec  la  ligne  mT^  par  o^, 
ja  vitesse  angulaire  du  corps;  et  par  ty  le  tems  écoulé 
'  depuis  l'origine  du  mouvement.  Si  Ton  décompose 
la  force  <Py  en  trois  forces  rectangulaires^  l'une  pa- 
rallèle à  Taxe  fixe,  lantre  dirigée  suivant  le  rayon  r, 
et  la  troisième  dirigée  suivant  la  ligue  mT y  les  deux 
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premières  seront  détruites  par  la  résistaoce  de  Taxe  : 
il  serait  nécessaire  d'y  avoir  égard  dans  le  calcul  de 
la  pi^essïon  que  celle  droite  supporte;  mais  elles 
n'ont  aucune  influence  sur  le  mouvement  du  corps, 
et  nous  en  pouvons  faire  entièrement  abstraction.  La 
composante  de  (p,  dirigée  suivant  mTy  est  égale  à 
^.cos.cT;  c'est  celte  force  qui  fait  varier  la  vitesse  an- 
gulaire oi^  dont  nous  nous  proposons  de  déterminer 
la  valeur  en  fonction  du  tems. 

Or,  à  la  fin  du  tems  ty  la  vitesse  de  ^/72  est  égale  à 
ru>  y  et  dirigée  suivant  772  7^;  sîTélément  dm  se  détachoit 
du  corps  et  devenait  libre  ^  Faction  de  la  force  ^.cos.  J^ 
augmenterait  cette  vitesse  de  (p. cos. S". dt,  pendant 
rinstant  J/;  donc  à  la  fin  du  tems  t-^dt^  la  vitesse 
de  dm  serait  encore  dirigée  suivant  mTy  et  égale  à 
^â)-f-^.cos.c^.^^  Mais  l'élément  dm  continuant  de 
faire  partie  du  corps,  sa  vitesse^  à  la  fin  du  tems- 
t+dty  se  trouve  dirigée  suivant  mm"P  et  égale  à 
r{où  +  J»)  ;  donc ,  en  vertu  du  principe  général  de 
dynamique  (n''  555),ily  aura  équilibre  dans  le  système, 
si  l'on  imprime  à  chaque  élément  an  corpe,  deux  vl« 
fesses  qui  seront^  par  rapport  à  l'élément  quelconque 
dm  y  rû)  +  ^ .  cos  .i"  .dt  et  rÇco  +^i))  :  la  première , 
dirigée  suivant  mTy  dans  le  sens  du  mouvement  du 
corps;  là  seconde,  dirigée  suivant  Tnim,  en  sens 
contraire  de  ce  mouvement.  En  multipliant  ces  vi- 
tesses par  la  masse  de  l'élément,  on  aura  les  quaQ-^ 
tîtés  de  mouvement  qui  doivent  se  faire  équilibre  ; 
et  en  multipliant  de  nouveau  ces  produits  par  la  dis- 
tance de  l'élément  a  l'axe  fixe,  on  aura  les  momens 
de  ces  forces  qui  doivent  entrer  dans  l'équation  d'é- 
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quilibre  autour  de  cet  axe  (a**  65)^  lesquels  momeM 
seront T^ûù.dm-j^r^.cos^J^.dt. dm  et  7*^(00 -f-dâi).i2m^ 
relativement  à  rélément  dm.  Cette  équation  80 
forme  eu  égalant  la  somme  des  momens  des  forces 
qui  tendent  à  faire  tourner  leurs  points  d'application, 
dans  le  sens  du  mouvement  du  corps,  à  la  somme  des 
momens  de  celles  qui  tendent  à  faire  tourner  leurs 
points  d'application  en  sens  contraire  de  ce  mouve- 
ment ;  la  première  somme  est  donnée  par  l'intégrale 
àei^m.dm'-^-r^.QOS.i'.dt.dmy  prise  par  rapport  à 
dm  y  et  étendue  à  la  masse  entière  du  corps;  la  se-^ 
coude  est  donnée  par  Tintégrale  de  7* (oà-^  dût). dm, 
prise  de  la  même  manière;  donc  l'équation  d'équi- 
libre sera 

fi*».dm+frf.coB.l'.€U.dmz=zfr*(o$'-^'dcày.dmi 

ou  bien,  en  réduisant, 

dt.frp. COS. t. dm^=:^de0,ff^dm.  (i) 

Cette  équation  servira  à  déterminer  la  vitesse  an-* 
gulaire  o» ,  en  fonction  du  tems ,  lorsque  la  force  ^ 
et  langle  /  seront  donnés  pour  tous  les  points  du 
corps. 

370.  Prenons,  pour  exemple^  le  cas  particulier 
où  la  pesanteur  est  la  seule  force  qui  agisse  sur  les 
points  du  corps,  et  où  Taxe  de  rotation  est  une 
droite  horizontale.  Soient  alors  «r,^,  z,  les  coor-< 
données  de  l'élément  quelconque  dm^  parallèles  à 
trois  axes  rectangulaires  Ojtr,  O^,  O2,  dont  le  troi- 
f  ième  Oz  est  supposé  Taxe  de  rotation  ;  prenons  aussi 

Taxe 
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Taxe  Oy  horizontal^  comme  Taxe  Oz,  et  Taxe  Ojc, 
vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  ;  et 
soit  g  cette  force  accélératrice  constante.  Nous  au- 
rons '^=:^gj  et  quand  l'élément  dm  se  trouveraau 
point  mj  nous  aurons  aussi  i"  =  AmT^  Am  étant 
la  verticale  menée  par  le  point  m  ;  j'abaisse  de  ce 
point  la  perpendiculaire  mC  sur  l'axe  Oz,  et  je 
prolonge  la  droite  mA  jusqu'à  ee  qu'elle  rencontre 
le  plan  des  y  y  Zy  au  point  pi  on  aura  mC  :=iry 
Cp  =  j^-^  et  à  cause  que  l'angle  Cmp  est  complé» 
ment  de  l'angle  AmTy  il  en  résultera 

par  conséquent 
Ou  bien^ 

frp ,  €08  »  i",  dm  =  gMy^  ; 

jlf  étant  la  masse  du  corps ,  etjr,  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  au  plan  des  Xy  z.  Soit  encore  a  la 
distance  de  ce  point  à  Taxe  Ozy  et  M(^*+A:*)  la  va- 
leur du  moment  d'inertie  fi^dm,  de  sorte  que  itfA:* 
soit^  comme  dans  le  n*  355 ,  le  moment  d'inertie  de 
M  y  rapporté  à  un  axe  parallèle  à  0;3 ,  et  mené  par  le 
Centre  de  gravité  de  ce  corps.  L'équation  (i)  de- 
vient ^  en  y  substituant  ces  valeurs  de  fr^ .  cos  •  /•  dm 
ttfr^dmy  et  supprimaiit  le  facteur  M  y 

gy^M^  (a*  +  A») .diù  =  o.  (2) 

Supposons  que  le  point  G  désigne  le  centre  de  gra* 
vite  de  M;  à  l'origine  du  mouvement  le  plan  mobile 
GOzy  qui  passe  par  ce  centre  et  par  l'axe  de  rotation^ 
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faisait  un  ecrtaift  angle  avec  le  pkn  Yertical  des  x^z: 
représentons  cet  angle  par  a,  et  par  flt«-^^rangle<{ne)e 
même  plan  GOz  ùiïy  hua  instant  quclconque^avecsa 
position  initiale  ;  6  sera  Tangle  compris  ,  an  même 
instant  9  entre  le  plan  GOz  et  celui  des  x,  %;  cet 
angle  deyiendra  négatif ,  qnand  le  centre  de  gravité 
passera  de  Tantre  côté  du  plan  des  jt^  s^  et  il  eU  aise 
de  Toir  que  l'on  aura  tou jou^  j*^  sr  « .  sin  •  &.  L'arc  de 
cercle  décrit  par  le  point  G,  depuis  Forigine  du 
monrement  jusqu'à  l'instant  quelconque  que  nous 
considérons,  sera  égal  à  a  (a — d);  sa  différentielle^ 
divisée  par  l'élément  du  tems^  donne  la  vitesse  de  ce 
point;  donc  en  divisant  cette  vitesse^  parla  distance 
a  du  même  point  à  Taxe  de  rotation^  on  aura  la 

vitesse  angulaire  du  Wrorps  ;   donc  «=— J^  el 


di  ^ 


Au  moyen  de  ces  valeurs  de  j^^  et  de  ^â^^  l'équa^ 
tion  (2)  se  change  en  celle-ci  : 


Multipliant  les  deux  membres  par  ad&j  étint4gran^ 
on  a 

d^         fuie  ^ 

On  déterminera  la  constante  arbitraire  C,  en  suppo* 
sant  que  XI  soit  la  vitesse  angulaire  à  Torigine  du 

wouvement»  de  manière  qn^on  ai^àlafeâ^  ^^bs^^SX 
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et  9=;«  ;  ce  qui  donne  C=  n*~^^^ .  cos.a,  et  par 
ooaséquent 


« 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  k  de,ei 
intégrant  ensuite ^  on  aara  t  en  fonction  de  ô,  et  ré- 
ciproquement 8  en  fonction  de  ^.  On  connaîtra  donc 
k  chaque  în^ajoit,  la  position  du  plaa  GOz ,  ce  qui 
suffit  pour  détenrnuer  la  position  du  corps;  et  dan» 
fhaqn^  position,  sa  ritesse  angulaire  sera  aussi  con« 
pue,  puisqu'on  a,  ^  fopctipu  4e  Tangie  Ô,la  valeur  d^ 

2p ,  qui  est  le  carré  de  cette  vitesse. 

îSyi.  Si  Ton  suppose  que  le  corps  se  réduise  a  un 
point  matériel  pesant^  attaché  à  Taxe  Oz  par  une 
ûciÂie  inflexible  et  dénuée  de  pesanteur^  et  qu'on 
désigne  par  /  U  lengueor  de  cette  droite,  on  aura 
«=s<;  le  moment  d'inertie  M{t^^h)  se  réduira  au 
produit  de  la  masse  M  y  par  le  carré  dek  distance  /* 
'donc  kvstOy  et 

•  j  ...» 

C«Hfl  ^cpnUon  4oit  colneider  «r«e  «elle  <^e  nous 
«7<ms  donn^,  dans  le  n*  latig,  pour  déterminer  ]« 
•laonvement  du  pendudk  «knple  ;  «t  c'est  ea  effet  ce 
<|u'il  «M  aisé  de  vérifier.  En  la  ctMf^nmt  à  l'équa- 
tion <5),  on  voit  4)«e  le  iBOaTemest  da  point  maté- 
'*iel  ^«  iWiscoiaeidéiKtM  naiatcBaBt,  sera  le  même 

9.. 


% 
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que  celui  du  corps  solide  dont  il  était  question  dans 

le  n*  précédent^  toutes  les  fois  que  les  coefficient  ^ 

et  ,  ?^i>  '  P^^  lesquels  ces  ji^ux  équations  diffèrent 

Tune  de  l'autre ,  seront  égan^cî^tre  eux,  c'est-à-dire, 
lorsqu'on  aura  -    '.  ^  *  .  ,  * 

•  •      • 

C'est  d'après  cette  formule  que  Ton  calcule ,  ainsi 
que  nous  l'ayons  annoncé  (n""  265),  la  longueur  du 
pendule  simple  qui  correspond  à  un  pendule  com- 
posé donné.  On  détermine,  d'abord  par  le  calcul  ou 
par  l'expérience ,  la  masse  de  ce  pendule  et  la  dis- 
tance de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  de  suspension; 
distance  qui  est  représentée  par  a ,  dans  notre  for- 
mule: on  calcule  aussi  le  moment  d'inertie  de  cette 
masse ,  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  l'axe  de  sus- 
pension et  passant  par  le  centre  de  gravité;  divisant 
ce  moment  par  la  masse ,  on  a  la  valeur  de  Ai%  et  en 
substituant  ces  valeurs  de  a  et  de  /:*  dans  la  formulç  , 
on  a  là  longueur  /  du  pendule  simple ,  qu'il  s'agissait 
de  trouver. 

La  vitesse  initiale  de  ce  pendule  simple  est  égale  à 
^ ,  et  l'angle  et  est  la  quantité  dont  il  a  été  écarté  de 
la  verticale;  ces  deux  quantités  étant  données ,  il  sera 
aisé  de  reconnaître  si  le  pendule  doit  faire  des  révor 
lutions  entières  autour  de  son  point  de  suspension  , 
ou  s'il  doit  simplement  osciller  de  part  et  d'autre  de 
la  verticale  (n"*  269)  :  or,  le  pendule  composé  fera 
aussi  des  révolutions  entières  autour  de  son  axe 


LIV.  ni.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE,    iiy 

de  stispension  ^  ou  bien  il  oscillera  de  part  et  d'autre 
de  sa  position  d'équilibre ,  dans  les  mêmes  .cas  que  le 
pendule  simple  qui  lui  correspond;' et  les  durées  de 
ces  révolutions  ou  de  ces  oscillations  feront  égales 
entre  elles ^  et  les  mêmes  pour  les  deu?^  pendules. 
Ainsi  y  par  exemple^  si  la  vitesse  initiale  et  l'écarté- 
ment  primitif  sont  supposés  trè$*-petîts^  les  deux  pen- 
dules feront  des  oscillations  isochrones,  dont  la  du- 

réesera  égale  à -tT,!/-,  ouà^.i/  (n'ayo). . 

o  .  ft. 

t 

373.  Lorsqu'un  corps  pesant^  de  figure  quelcon- 
que y  oscille  autour  d'un  axe  horizontal^  il  existe  une 
infinité  de  points  de  ce  corps  ^  dont  le  mouvement 
est  le  même.que  s'ils  étaient  isolés  et  simplement  at- 
tachés à  l'axe  fixe  j  par  un  fil  inextensible  dénué  de 
pesanteur.  Ces  points  se  nomment  des  centres  (ïos^ 
cillation.  Pour  les  distinguer  des  autres ,  j'observe 
d'abord  que  chaque  point  du  corps  fait  des  oscilla- 
tions égales  de  part  et  d'autre  de  la  position  qu'il 
occupe^  quand  le  corps  est  en  équilibre^  c'est-à- 
dire^  lorsque  son  centre  de  gravité  se  trouve  dans  le 
plan  vertical  mené  par  l'axe  fixe  ;  les  points  qui  ap- 
partiennent à  la  section  du  corps  faite  par  un  plan 
mené  par  l'axé  et  par  le  centre  de  gravité^  et  qui 
sont  situés  du  même  côté  que  ce  centre  par  rapport 
à,  cette  droite 9  sont  donc  les  seuls  qui  oscillent  de 
part  et  d'autre  de  la.  verticale^  comme  des  points 
isolés;  mais  la  durée  de  leurs  oscillations  étant  la 
même  que  pour  le  .pendule  simple  dont  nous  venons 
de  déterminer  la  longueur^  il  s'ensuit  que  ceu&^S^ 


s 
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cet  points  qiMî  sobr  ii  une  distance  l  de  l'âxe^  sont kii 
Êejxù  qui  fâ^Mnt  learsoBciUaliaDsdftUsleniélneteini 
que  s'ils  étôieot  isolés;  done  tous  les  centres  d'oscil- 
lation sont  rangés  sur  une  droite  parallèle  à  Y^xe  de 
suspension  y  menée  h  la  distance  /  de  cet  axe  ^  et  si-* 
tuée  dans  le  même  plan  que  l'axe  elle  cenlrede  gra« 
tité^  du  même  c6té  que  ce  centre. 

• 

On  voit  par  la  valeur  de  /^  que  l'axe  de  suspension 
et  Taxe  qui  renferme  les  centres  d'oscillation  ^  sont 
réciproques  l'un  de  Tautre;  de  manière  que  si  la  se^ 
eonde  droite  devenait  Taxe  de  suspension ,  la  pre- 
mière deviendrait  Taxe  des  eeolres  d'oscillation.  En 
effet,  s<Ht  d  la  distance  du  centre  de  gravité  à  la  se« 
conde  droite ,'  et  /'la  distance  des  centres  d'oscilla- 
tion à  cette  droite ,  quand  elle  est  devemie  l'axe  de 
auspension  y  on  aura 

«'cal— A=:  — ,      et      /îisû'-f. -7=t — l-ar=:/: 

a  a       a 

donc  alors  les  centres  d*o$cîllation  se  trouvent  sur  la 
première  droite  y  et  par  conséquent  cette  droite  de* 
vient  l'axe  de  ces  centres. 

57S.  Les  distances  /  et  f  étant  égales  y  il  en  résulté 
que  les  petites  oscillations  du  corps  seront  de  même 
durée  9  soit  qu'on  choisisse  la  première  droite,  ou 
qu'on  prenne  la  seconde  pour  axe  horixontal  de  sus* 
pension  ;  mais  ces  deux  droites  ne  eont  pas  les  seules 
qui  jouissent  de  cette  propriété,  et  Ton  peut  trouver 
sUna  un  même  corps  ant  infinité  d'axes  différens^ 
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autour  descpielfl  ce  corps  fera  ces  oscilUtious  daos  le 
même  tems. 

D'abord  il  est  évident  4{ae  la  valeur  de  /  et  la  durée 
dà  oscillations  seront  les  mêmes  pour  tous  les  axes 
de  suspension  parallèles  entre  eux  et  équidistans  du 
centre  de  gl*aTÎté^  puisque,  pour  tous  ces  axes  ,  les 
quantités  ^*  et  a  ne  varient  pas.  On  peut  aussi  cliafi* 
ger  la  direction  de  ces  axes  et  leur  distance  au  cenWé 
de  gravité^  sans  que  la  valeur  de  /  change  ;  car  si  f  on 
désigne  par  t,  ij  fy  les  angles  que  la  parallèle  à  Taxe 
de  suspension  ^  menée  par  le  centre  de  gravité  ^  iait 
anrec  les  trois  axes  principaux  du  corps  qui  se  cou- 
pent en  ce  point ^  et  par  A^  B ,  C^  les  momens 
d*inertie  relatils.  à  ces  axes  ;  si  de  plus  on  observe 
que  M  étant  la  masse  du  corps  ^  Mh^  désigne  le  mo«^ 
ment  d'inertie  rapporté  à  cette  parallèle  (u*  Syo)^  on 
aura^  d'après  le  n*"  557^ 

3f  fc*  =  >^ .  coa*.  f  +  ^.  C05* .  f' +  C.  coâ*.  «' , 
et  par  conséquent 

or^  on  peut  évidemment  donner  ^a^t,  ^j  €^  une  in- 
finité de  valeurs  différentes  pour  lesquelles  cette 
valeur  de  /  restera  la  même. 

Si  l'on  voulait  que  la  fonction  /  fut  un  minimum 
par  rapport  aux  quantités  variables  a^tyij  &%  il  ré-* 
suite  de  sa  forme  qu'en  supposant  A  la  plus  petite 
des  trois  quantités  A^  B^  Cy  il  £iudrait  <][u'on  eût 
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d'abord  <=o^  €'=100%  g^zmoo*;  donc 

~       Ma       '     • 

d'où  l'on  conclut^  par  la  règle  connue^  fl  =  t/— ,* 

ponr  la  valeur  de  a  ^  qui  répond  au  minimum  de- 
mandé. 11  s'ensuit  donc  que  les  axes  de  suspension^ 
par  rapport  auxquels  les  petites  oscillations  d'un 
corps  se  font  dans  le  tems  le  plus  court^  sont  paral- 
lèles a  l'un  des  trois  axes  principaux ,  qui  se  coupent 
it  son  centre  de  gravité,  savoir^  à  celui  qui  répond 
au  plus  petit  moment  d'inertie;  et  qu'ils  sont  aune 
distance  de  cet  axe  principal^  égale  à  la  racine  car- 
rée de  ce  moment  d'inertie^  divisé  par  la  masse  du 
corps. 


\ 
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CHAPITRE  IV. 

* 

DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR 

D'UN  POINT  FIXE. 

§.  P' .  Formules  préliminaires. 

■  • 

574.  vjonsidérons  -d'abord,  en  luî-même  et  indé- 
pendamment des  forces  qui  le  produisent ,  le  mou- 
vement de  rotation  d'^un  corps  solide  de  figure  quel- 
conque, autour  d'un  point  fixe.  Soit  O  (fig.  i5)  ce 
point;  OXyOy^  Oz,  trois  axés  fixes  et  rectangulaires^ 
choisis  arbitrairement;  Ox^^  ^Jn  ^^/>  ^^^^*  autres' 
axes  rectangulaires ,  fixes  dans  le  corps  et  mobiles 
avec  lui^  autour  du  point  O  :  dans  la  suite ,  nous 
supposerons  que  ces  dernières  droites  sont  les  axes 
principaux  du  corps,  qui  se  coupent  au  point  0;mais 
maintenant  leurs  directions  sont  regardées  comme* 
entièrement  arbitraires.  Soient  aussi  jc  ,  ^,  a ,  lesT 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  corps  ^  pa- 
rallèles aax  premiers  axes,  et  x^y  y^^  3^,  les  coor- 
données du  mcme  points  parallèles  aux  axes  Ox^^ 
Oj^y  Oz^.  En  conservant  toutes  les  dénominations 
du  n*  361  ^  nous  aurons 

x=ar/+  by,  +  cz,, 
y=a'x,+  b'y,  +  c%, 
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et  bc-+-  b'c'-+-  ^V=:o^  du  n'  cilé^  donnent bdb^f/di/. 
-f.4*d6'=o,  et 

bdc  +  b'dc'  +  b'dc'  =—cdb  —  c'db'  —  c'db'  =  —  pdt. 

EnfiQ,  les  trois  équations  (i)  étant  multipliées 
respectivement  par  a,  d^  cC^  et  ensuite  ajoutées^  il 
vient 

9^y  — 0'/  =  o; 

car  on  a  ada'^a'dd'\-a'd(/:=zo^  a  cause  de  a^-f-a'* 
+ar*=i  ;  et  de  plus  ^  les  équations  itf+iV+èV£=Oj, 
et  ca+c  a'-^cu^zo  (n**  56i),  donnent 

adb  +  a'dV  +  a"db'  ^  —  bda  —  Vàa!  ^  Vda"  r=z^rdt,, 
adc  +  a!  de'  +  a"  de"  =  —  cda  —  dda!  —  c'da"  =r=  qd%. 

Nous  avons  de  cette  manière ,  au  lieu  des  équa« 
lions  (i),  les  trois  équations  équivalentes  : 

P^/  — 7^/=<5>      rx^  — pz,  =  o,       ^a,  — ry,=:o:     (a) 

Tune  quelconque  de  celles-ci  est  comprise  dans  les 
deux  autres  ;  et  il  est  évident  qu'elles  appartiennent 
à  une  droite  passant  par  l'origine  des  coordonnées  x^y 
y^y  z^y  ou  par  le  point  O. 

11  suit  donc  de  cette  analyse  que  tous  les  points  da 
corps  y  dont  la  vitesse  est  nulle  à  un  instant  quelcon- 
que,  sont  rangés  sur  une  droite  passant  par  le  point 
fixe.  Cette  droite  peut  être  regardée  comme  immo- 
bile pendant  un  instant  infiniment  petit;  donc^  pen- 
dant cet  instant  9  le  corps  tourne  autour  de  cette 
droite  comme  autour 'd*un  axé  fixe;  par  conséquent^ 
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J'en  doit  se  représenter  le  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  solide^  autour  d'un  point  fixe,  comme 
ayant  lieu  à  chaque  instant  autour  d'un  axe  qui  reste 
immobile  pendant  un  intervalle  de  tems  infiniment 
petit.  En  général  y  la  position  de  cet  axe  change  d'un 
instant  à  l'autre  pendant  le  mouvement;  etpour cette 
raison,  on  l'appelle  Vojce  instantanée  de  rotation. 

Z'jS.  Supposons  que  la  droite  01  représente  cet 
axe  à  un  instant  quelconque  ;  les  équations  {n)  sont 
celles  de  ses  projections  sur  les  plans  des  coordon- 
nées oc^yj^y  z/y  Si  Oxx,  \ Qixv  couclut ,  par  \^%  formules 
connues^ 

COS. /Oy .  =     j.      ^    j 

,_  r 

C03*IOz.  = 


V^P*4-V*+^ 


Lors  donc  que  les  trois  quantités  p,  q,  ry  seront 
connues,  on  pourra  assigner  la  position  de  l'axe  ins- 
tantanée, par  rapport  aux  trois  axes  mobiles  Ox^^ 
QXi9  ^^r  Toutes  les  fois  que  ces  quantités  seront 
constantes,  l'axe  de  rotation  restera  fixe  danslecôrps^ 
c'est-k-dire,  qu'il  le  traversera  constammefht  dans  les 
mêmes  points  :  leurs  vitesses  seront  donc  nulles^  et 
ces  points  demeureront  immobiles  pendant  toute  là 
durée  du  mouvement  ;  donc ,  dans  ce  Cas ,  l'axe  de 
rotation  sera  aussi  une  droite  fixe  dans  l'espace. 

SyG.  Puisqu'à  chaque  instant  le  mobile  tourne  au- 
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tour  de  l'axe  instantanée  comme  autour  d'un  axe  £bce,' 
il  en  résulte  que  la  vitesse  angulaire ,  rebtive  à  cet 
axe  9  est  la  même  pour  tous  les  points  du  corps 
(n*"  541  )•  Pour  en  déterminer  la  yaleur^  considé-- 
roos  le  point  qui  se  trouTe  sur  Taxe  Oz^  ^  Ji  une  dis^ 
tance  du  point  O,  égale  à  Tunité  ;  nous  aurons  ^  re^* 
lativement  à  ce  point ,  x^^a&Oy  j^^s^Oy  ^^ssi;  sa 
vitesse  absqlue  sera  donc 

d'ailleurs  sa  distance  à  Taxe  de  rotation  est  égale  à 
sin. lOz^j  dont  la  valeur  est^  d'après  le  n*"  précé- 
dent^ 

donc  en  divisant  la  vitesse  absolue  par  cette  distance^ 
on  aura  9  pour  la  vitesse  angulaire , 

Ot,  BOUS  avons  (n*  574  ) 

d^où  Ton  déduit,  en  ayant  égard  aux  équations  ô» 


condition  du  n*  36i , 

quantité  qui  se  réduit  à  dc^+d^*+d<f%  à  cause  que 
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4fde^^^dc'+  c'^de'zszo  :  par  conséquent  la  vitesse  an* 
guiaire  cherchée  est  simplement  égale  à  v^^*-|-y<-pî". 
On  voit  que  cette  vitesse  sera  constante  toutes  les 
fois  que  la  position  de  Taxe  instantanée  demeurera 
invariable  ;  mais  l'inverse  de  cette  proposition  n'est 
pas  également  vi^e,  et  il  est  powiÛe  que  Taxe 
change  de  position^  sans  que  la  vitesse  angulaire 
change  de  valeur;  ou  autrement  dit/ il  est  possiUe 
que  les  quantités  py  q^r  soient  variables^  et  que  la 
quantité  V^;Ei'+y*+r^resle  constante. 

377.  Non-seulement  on  peut^  au  moyen  des  trois 
quantités  ;;,  (jf^r,  déterminer  la  vitesse  angulaire  du 
mobile  et  la  position  de  son  axe  de  rotation^  par 
rapport  aux  droites  Ox^j  Ojr^j  Oz^,  mais  on  peut 
aussi  .exprimer  les  vitesses  et  les  forces  accélératrices 
de  ses  différens  points  ^  décomposées  suivant  ces 
trois  droites  ;  ce  qui  nous  servira  y  comme  on  le 
▼erra  bientôt,  à  trouver  de  la  manière  la  plus  directe  ' 
les  équations  de  son  mouvement  de  rotation. 

En  effets  les  composantes  parallèles  aux  axes  fixes 
Ox,  OjTj  Oz,  de  la  vitesse  àxx  point  qui  répond  aux 

coordonnées  or,^,  z,  ^"*^'  ^>  dt>  ^  s'ensuitquo 

les  composantes  de  la  même  vitesse  ^  parallèles  aux 
droites  Ojc^,  Ojr^y  Oz^,  seront 
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Cela  résulte  de  ce  que  a^  dy  etc. ,  reprësentetit  les 
Cosinus  des  angles  compris  entre  les  premières  et  les 
secondes  droites^  et  de  ce  que  la  décomposition  des 
vitesses  se  fait  suivant  les  mêmes  règles  que  celle  des 
forces  (n*  220).  Or,  en  substituant,  dans  ces  expres- 
sions, les  valeurs  de  37  >  ^>  ^>  d^'^*  574,  et  eflFec- 

tuant  des  réductions  qu'on  a  déjà  faites  dans  ce  n% 
on  trouve 

dx  .     ,  ày  .     „  dz 
dx  .      ,  dy         .  dz 

donc  les  trois  quantités  qz^ — r/^^  rx^pz^^  PJr^9^,3 
qui  sont  nulles  pour  tous  les  points  du  corps  qui  se 
trouvent  sur  Taxe  instantanée  de  rotation,  expri*- 
ment^  pour  un  autre. point  quelconque,  les  com-^ 
posantes  de  sa  vitesse  1  parallèles  aux  droites  Ox^, 

Oy,y  Oz, 

On  tire  de  ces  dernières  équations,  en  ayant  égard 
à  celles  du  n""  56 1. 

J  =  a\qz,  -^  ry,)  +  b\rx^  -  pz,) + c\fy,  -  qx,)  ; 

et  en  différentiant  par  rapport  au  tems,  il  vient 
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+  C^».— ry.)-A«^+(''*/— p*,).^-fc-  {py,^q:»i,')^do\ 

Les  coefficUns  dîffef eatîak  du  second  ordre  •  — 

*  di^  * 

S^*  dF^  ^^^  composantes  parallèles  aux  axes 
fixcs*Ox ,  OjTy  Oz^  de  la  forcé  accélératrice  du  poinù 
qui  répond  aux  coordonnées  or^  Ji  ^l  donc  en  dé- 
signant par/;,,  9/5  ^.^  les  composantes  de  la  même 
force  ,  parallèlfss  aux  axes  Ox^,  Oy^^  Oz,y  on  aura 

iSiil>stilaaiiit  les  valeurs  pi'écëdeiites  de^.ÙL  Èl> 

et  faisant  des  rë4in:(ioilï  àèmblableè  à  celles  du  n* 
^74 ,  on  trouve 

9 
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et  en  divisant  par  dt ,  on  aura  les  valeurs  de  p^  i 

Zj8.  Si  Ton  considère ,  à  un  instant  quelconque^ 
les  quantités  de  mouvement  dont  les  diiSerens  points 
du  mobile  sont  animés  ;  que  Ton  décompose  cha- 
cune de  ces  forces  en  deux  autres  y  Tune  parallèle  à 
un  planmené  arbitrairement  par  le  point  O,  etlautre 
perpendiculaire  à  ce  plan;  que  Ton  projette  sur  ce 
plan^  les  composantes  qui  lui  sont  parallèles  y  et  que 
l'on  prenne  ensuite  la  somme  de  leurs  momens  par 
rapport  au  point  O  :  on  sait  que  parmi  tous  les 
plans  qui  passent  par  le  point  O^  il  en  existe  un  pour 
lequel  cette  somme  de  momens  est  un  maximum 
(  n*  86  )  ;  or  la  position  de  ce  plan  y  relativement  à 
ceux  des  coordonnées  oc^yjr^jZ^y  peut  encore  se  dé- 
terminer au  moyen  des  quantités  pj<fy  r. 

Pour  le  faire  voir,  j'observe  que,  d  après  ce  qu'on 
a  démontré  dans  le  n""  86,  la  position  de  ce  plan  , 
par  rapport  à  trois  plans  rectangulaires  quelconques, 
dépend  de  trois  quantités  que  Ton  a  désignées  par 
Z,  M  y  N;  les  valeurs  de  ces  quantités  dépendent 
elle&-mémes  des  composantes  des  forces  et  des  coor- 
donitées  de  leurs  points  d'application ,  parallèles  aux 
intersections  de  ces  trois  plans  ;  mais  en  désignant 
par  dm ,  la  masse  de  l'élément  du  corps  qui  répond 
aux  coordonnées  x^y  jr^y  z^y  les  composantes  de  sa 
quantité  de  mouvement ,  parallèles  aux  droites  Ox^y 
Oj^y  Oz,y  seront  égales  aux  produits  (ç'^y— (7*,).^, 
(rx,—pz,).dm ,  (pf,—  (fx^) .dmy  puisque ^z,  —  r^;, 
rx^ — pr,fPX/ — 9^/>  ^^^^  ^®*  composantes  de  sa  vi- 
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tesse,  parallèles  aux  mêmes  axes  :  il  Êiudra  donc 
substituer  ces  produits  aux  composantes  P .  cos .  d  y 
P .  cos  .€y  p.  COS .  y  y  qui  entrent  dans  les  expressions 
générales  de  Ly  M ^  N(n*  6g)y  et  y  remplacer,  en 
même  tems^  les  coordonnées  œ^jr^Zy  par  les  coor- 
données x^,y^^  «,. 

Ces  substitutions  donnent  d'abord  les  trois  quan«- 
iités 

leurs  intégrales  y  prises  par  rapport  à  Télément  dm 
et  à  ses  coordonnées  x^y  jr^y  z,y  et  étendues  à  la 
masse  entière  du  corps  y  exprimeront  les  sommes  de 
cesquantités  pour  tous  les  points  du  corps;  lesquelles 
sommes  doivent  former  les  valeurs  de  Z^  M^  N  ; 
donc  on  aura 

L  =  </  .fy^/3m  +  p  fx,%,dm  —  t.f{xf  +y;)dm , 
M=p,fx,y,dm+r.fzjjdni'-^q.f{z;  +x;)dm, 
W  :s^T.fzfcjim  +q.fy/xjdm—p.f{^y;  +  z;)dm. 

On  simplifiera  ces  valeurs  en  prenant  y  ce  qui  e^t 
permis^  les  axes  principaux  du  corps^  qui  se  coupent 
au  point  O,  pour  les  droites  Ox^y  Oj^,  Oz^\  filors 
les  trois  intégrales  fx^jrjdmy  fxfijim,  JjrjLjdmy  seront 
nulles  ;  et  si  ^  de  plus  ^  on  désigne  par  A^  By  Cy  les 
momens  d'inertie  relatife  à  ces  axes  principaux  y  ou 
les  valeurs  des  intégrales/(a/-f^/)rfin,/(i5/-f-kr/)t//w, 
/(^/-j-x/)iim,  on  aura  simplement 
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Donc^  eft  ëtevàot  p9^  le  point  Oy  uete  perpehdica-'' 
laire  Om  an  plan  prineipat  de»  moniens^  noas  au- 
ront (  n*  86) 

ri  Cr 

cos.mOy  =— —  ^  — ^ 

i  y^A'p^  +  B^t/^  +  Of^ 

équations  cpn  déterminent  la  position  de  cette  per- 
pendiculaire^ par  rapport  aux  axes  mobiles  Ôx  y 

379^  Nous  pOttYona  aussi  déterminer  la  posiHon 
de  cette  droite  Omy  par  rapport  aux  axes  fixes  Oxy 
Ojr^  0%l  car  oti  a  (n*  76) 

cos.mOx=  cos.xOx^.cQs.mOx^ 

+  ca^.xQy,reQB.mOy^  +  cos. o^Oi^.  005.  mOz^ , 
cos.viOy  =9s  co8.jr(Xr^.co9. mQjr^ 

+  «toi  ,jfOy,.  COB.  mOy^  +  co8.jfO«^.co8.mO«^, 
Gos .  mCto  =:  Qoe,  «Oop^ .  eos  .mOx^ 

^ôù  Von  conclut 

— -—         -^f  +  ^f  +  Cr. 


€08.  ir» 
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Le  dénamîptteur  \/uj/V^H-5Y-+-Cv,  qui  entre 
'  dans  toutes  ces  formules^  exprime  la  somme  des  mo- 
mens  relatifs  au  plan  principal^  ou  ce  que  nous  ayons 
appelé  le  moment  primcipal  (n*  87). 

* 

38o.  lia  pof  itkm  du  i:m)iûlé  k  diaqne  instant  y  par 
report  aux  axes  fixes  dts  a:^  jr,  Zj  dépend  des  trois 
an^s  4»  ^  ^  fi>  d^  n*  36i  ;  car  au  moyen  de  ces 
an^s,  les  trois  sections  du  corps  que  l'on  a  prises 
pour  les  plans  mobiles  des  x,,  jr^,  B^y  sont  déier- 
lainées  de  position  par  rapport  à  ces  plans  fixes  ;  et 
il  suffit  de  connaîtra  la  position  de  deux  sections  noti< 
parallèles  d'un  éoi'ps  solide  ^  pour  que  la  position  éê 
cecorps^ou^de  tous  lés  points  de  ce  corps^soitenti^ 
semént  connue.  Le  problème  dumouvemeot  de  ro^ 
tation  autour  d'un  point  fixe  se  réduit  donc ,  an  der'« 
nîère  analyse  y  a  déterminer  en  fonction  du  tems  les 
valeurs  des  trois  inconnues  4  >  9  el^  0*  Or^  les  va- 
leurs des  quantités  p^q^r^  étant  supposées  connues^ 
celles  de  ç  ^  4  ^^  ^  dépendent  de  trois  équations  dif- 
férentielles fort  simples  y  que  l'on  obtiendra  en  diffé* 
rentiantles  expressions  de  a,  b^  Cy  etc.  y  en  /bnction 
de  4^  (p  et  8^  données  dans  le  n""  36 1^  et  en  substi- 
tuant ces  fonctions  et  leurs  difTéfentiellcs  dans  lesr 
Valeurs  àepdtj  (fdt,  rd/,  dun*  574»  Ce  calcul  donue^ 
tonte  réduction  faite  y 

Pour  Tefrécti^tf  de  la  mibnière  la  plus  simple^  ot» 


i54  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

prendra  les  valeurs  de  pdt  et  (jéU  y  sons  cette  forme  : 

pdizziz—bdc-^  Vàc"  —  Vàc\      qdt=adc'+'  a' de'  +  a' de'. 

Gommé  les  valeurs  de  c^  c\  c%  ne  conlîennent  pas 
l'angle  ^^  il  s'ensuit  que  celles  de  pdt  et  qdt  ne  con- 
tiendront pas  la  diiSerentielle  de  cet  angle  ;  d'ailleurs 
les  valeurs  de  b,  b'y  b'y  se  déduisent  de  celles  de  a^  d^ 
a' y  en  y  augmentant  l'angle  <p  d'un  angle  droite  ou  en 
y  changeant sin.^ en cos.^^  et  cos.ç  en  — sin.^;donc 
la  valeur  de  — pdt  se  déduira  de  même  de  celle  de 
qdt.  On  peut  aussi  s'assurer  d'avance  que  le  coeffi- 
cient de  d^  doit  être  égal  à  l'unité  dans  Fexpressioa 
de  rdt;  car  on  u,rdt=bda^b'dd^Kda';  à  la  seule 
inspection  des  valeurs  de  a,  a',  a',  b,  Vy  i%  du  n'  36i, 
on  voit  qu'en  différentiant  a^a^  a'^  par  rapport  à  ^^ 
on  aura 

d^         *        d^  '       df 

donc  le  coefficient  de  d^  dans  la  valeur  de  rdt  ^ 
sera 

58i.  11  existe  entre  les  quantités  a,  b,  Cy  etc. ,  et 
les  quantités /7^  Çj  r^  des  relations  importantes  à  con- 
naître y  parce  qu'elles  peuvent  être  utiles  dans  beau- 
coup d'occasions. 

Si  l'on  ajoute  les  trois  équations 

adc  +  a' de'  +  a"  de"  =  qdt, 
bde  +  Vde  +  Vde'  =  —  pdi, 
cdc  +  c'dc'  4-  c''de''  =  o, 
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après  avoir  multiplié  la  première  par  ^ ,  la  seconde 
par  ^  ^  la  troisième  par  c,  on  trouve ,  à  cause  des 
équations  de  çoadition  du  n""  36i  ^ 

de  =  (aq  —  bp)  ,dt. 

En  ajoutant  ces  mêmes  équations^  après  les  avoir 
multipliées  d'abord  par  a'^  b\  d^  et  ensuite  par  J, 
Fj  c'y  il  vient 

de'  =  (iJq  —  Vpydt,      dc'=  (a'ç  — 6».A. 
En  considérant  les  équations 

cdb  +  c'dV  +  e'dV:=Lj>dt, 
adb+a'dV  +  a'db'  =  —rdt, 
bdb+l/dV+b''dh''z:^o, 

on  obtiendra  facilement  celles-ci  : 

db  =z(cp''ar) .dt,  dy=  {e'p-^t^f) M,  àV  =  {ep^a'fi.iXi 

et  en  considérant  ces  autres  équations 

cda  +  cda'  +  c''dal'  =  '-Qdi^ 
ada  -{^  a'da'  '\'a*'dal'  =o» 

on  en  déduira  de  même 

da={br'^cq).dt,   daf=(b'r^</q).dt,  dar=(jk''r^^''q).dt. 

On  a  encore  ces  trois  équations 

pda  +;  qdb  +rdc  =  o, 
pdar+  qdb'+rdd  =o. 


\ 
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qui  se  vérifient  ais^mant^  qu  moyen  des  valeurs  de 
day  dèj  de  y  Qtc.  y  que  not^  veoons  de  dooner. 

§.  IL  Equations  du  mouvement  de  rotation. 

583.  Tout  ce  qui  précède  étant  admis^  supposons 
maintenant  que  des  forces  accélératrices  données 
agissent  sur  tous  les  points  du  mobile ,  et  cherchons, 
en  ayant  égard  à  ces  forces,  les  équaûons  de  son 
mouvement  de  rotaUon  autour  àjçL  point  fixe  O. 

Désignons,  comme  précédemment,  p^r  dm  l'élé- 
ment de  sa  masse  qui  répond  aux  coordonnées  x^ , 
j,jZ,y  parallèles  aaix"  axes  Ox^,  Ûjr^^  Oz^;  quelles 
que  soient  }es  forces  accélératrices  cpii  agissent  sur 
ce  point  matér^o} ,  on  peut  jiç.s  aupppser  à  chaque 
instant  réduites  à  trois  forces  dirigées  suivant  ces 
trois  axes  mobiles;  soient  donc  -ï^,  F^,  Z^j  ces 
forcer  doi)né€f$  :  h  l?  pmot  n;),atérifil  était  lijbr^ ,  ce^ 
forces  augmenteraient  les  vitesses  parallèles  aux 
mêmes  axes,  de  X^dtj  1^/fe,  Z^dtj  pendant  Tinstant 
dt  ;  mais  à  cau^e  qi}^  çc  poipt  fait  piS^rtie  du  corps 
solide  qui  toi^me  aiUpur  4u  point  P9  Sfi  force  âccé- 
}éraVice  a  pour  cpmp^j^ames  pai*iillèleis  à  ces  axes, 
les  quantités;?,,  q^^r^^  du  n*  377  ;  donc  les  augmen- 
tations de  vitesse  qui  ont  réellement  lieu  sont  p^dt, 
Ç/f^j  ^M  i  V^  çonséqu^oit  Ic^s  vlUçses  perdues  par 
l'élément  dm  y  dans  les  directions  des  trois  axes  Ox^y 
QXj  y  ^^/  y  ^^^^  exprimées  par  (Jf — p^) .  dt,  (  Y, — (/) .  dt, 
(Z/^r^) .dt;et  \e/^  £orçe^  iaotricfi$ qui  correspondent 
à  ces  vitesses ,  le  ^lont  jtar 
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II  j  amia  xloac  équilibre  dapfii  le  système  (n*352), 
en  supposant  chaque  élément  du  corps  soUicité  par 
trois  forces  parallèles  aux  droites  P^^,  Oj^y  Oz^y 
dont  les  intensités  y  relativement  à  l'élément  quel-« 
conque  dm  y  sont  exprimées  par  ces  trois  dernières 
quantités  ;  or^  dans  le  cas  d'un  point  fixe ,  les  équa- 
tipns  d'équilibre  d'un  corps  solide  sont  au  nombre 
de  trois  (n**  62);  et  par  rapport  aux  forces  motrices 
perdues  que  nous  considérons  y  ces  équations  auront 
cette  fprtne  : 

/&,  (r,^qj).dni.dl^y,(Z^  —  r,).dm.d(]^o\ 

les  intégrales  étant  relatives  à  Félément  dm  y  et  aux 
coordonnées  x^yjrjy  z^y  et  devant  s'étendre  à  la  masse 
entière  di|  corps. 

Ces  équations  se  déduisent  des  troi$  équations  (3),^ 
(5),  (6),.  du  n*  60,  en  y  remplaçant  les  composantes 
P .  cos  *(ty  p.  CQS  Xp  P.  CQS .  y  y  parallèles  aux  axes ,  et 
les  coordonnées  Jt:,/,  z,  de  leur  point  d'application  ^ 
par  les  composantes  {X^ — p^.dm.dty  (  Y^ — q^Âm.dt , 
( Z^  —  r^)^dmfd(y  et  les  eoôrdonnées  X,^  y,y  ^,\ 
et  en  observant  que  le  signe  intégral  y  marque  la 
somme  dçs  quantités  renfermées  entre  les  crochets  y 
relatiYement  à  t<Hi^  Iqs  points  du  corps. 

385.  Si  Ton  feit,  pour  abréger , 

fii^,X,-x/.;).dm=N\ 

f(jA-^,y:)^din^:s\ 
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on  pourra  écrire  les  trois  équations  précédentes  sous 

cette  forme  plus  simple  : 

« 

fipcjqjit  '^ypjit)  •dm  =  NdU , 

f{z,pjit  '^x/jit).dm  =  N'dt^ 

I  fiy/jdt  —  z/i^dt).dm-=iN''dL 

Or^  en  substituant  sous  les  signes  fy  les  valeurs  de 
p,dty  q,dtj  r/ity  trouvées  dans  le  n*  577,  et  effec- 
tuant ensuite  les  intégrations  y  les  premiers  membres 
de   ces   équations  renfermeront  les  six  intégrales 
fx^dmyfy;dm,fz^dm^fx^jjimyfx;Ljimyfj;&^dm^^  il 
est  donc  avantageux  de  prendre^  comme  dans  le 
n*  578  y  les  trois  axes  principaux  du  corps  qui  se 
coupent  au  point  O,  pour  les  axes  Ox^,  Oj^ ,  Oz^; 
car  alors  les  trois  dernières  intégrales  seront  nulles, 
et  les  termes  qui  les  renferment  disparaîtront  dans 
les  équations  précédentes.  Je  fais  donc  les  substitu- 
tions des  valeurs  de  p/i^y  ^jdt,  rjit  ;  je  supprime 
tous  les  termes  qui  spnt  multipliés  par  les  intégrales 
fx^fjdmj^  fxfi^dm^  Jjrfi^dmi  et  de  cette  manière  je 
trouve 

f{x/jjit  —  ypA^y  .dm=dr.  /(x/  +  y;) .  dm 

+  P<tdt .  /(x/  —y;) .  dm 

fizpjk  ^xy(it).dm  =  dqjÇ^z; +  x;).dm 

+  rpdt,  /(  »/  —  x;).dm 

f(.y/,dt  —  z^<l^dt).dm=dp.f(y;  +  z;).dm 

+  qrdt.fiy;^z;).dm. 

Soient  maintenant  JjBy  (7,  les  trois  momens 
d'inertie  du  corps^  relatifs  aux  axes  principaux  Ox^^ 
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0;^^,'03^,  de  sorte  qu'on  ait 

ji=f(j;+z;).din,  B==fix;+z;).dm.-  C=/(x/+y/).dmj 
on  aura  aussi 

fiy;-zn.dm=C  —  B', 

et  au  moyen  de  toutes  ces  valeurs,  les  trois  équations 
du  mouvement  deviennent 

Cdr  +  iB  —  jf).pqdt=Ndt^     \ 

Bdg+  {A  —  C).rpdt  =  N'dt,  i  (i) 

Adp+{C  —  B).qTdt  =  N'dt.  S 

584.  Observons  que  les  forces  X^,  Y^^  Z^,  qui 
proviennent  de  la  décomposition  des  forces  don- 
nées, suivant  les  axes  mobiles  Ox^^  Ojr^^  Oz^j  dé- 
pendront en  général  de  la  direction  de  ces  axes  dans 
l'espace,  ou  des  trois  angles  \[/^  ^  et  0;  les  quantités 
J^y  N'y  JV  sont  donc  des  fonctions  de  ces  angles^ 
donnés  dans  chaque  cas  particulier  ;  par  conséquent 
le  problème  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps 
solide  autour  d*un  point  fixe,  conduit  à  six  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  entre  les  six  incon- 
nues p,  Çyr,'^,  (p  ei^y  et  la  variable  ty  savoir,  les 
trois  équations  (à)  du  n*  38o,  et  les  trois  équations  (b) 
du  n*  précédent.  En  éliminant  les  trois  inconnues  p , 
^,  /*,  au  moyen  des  équations  (a)j  on  pourrait  ra- 
mener le  problème  à  trois  équations  différentielles 
du  second  ordre,  entre  les  angles  4>  9  ^^  ^>  ®^  ^^ 
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tems  t;  mais  il  est  plas  simple  de  coDsetver  les  six 
équations  du  premier  ordre. 

585.  Examinons,  en  particulier,  le  cas  où  la  pe- 
santeur est  la  seule  force  qui  agisse  sur  les  points  du 
mobile.  Prenons^  dans  ce  oas,  l'axe  fixe  Oz  vertical 
et  dirigé  dans  le  sens  de* cette  force  constante,  que 
nous  représenterons  par  g;  ses  trois  composantes 
suivant  les  axes  Ox^^  Ojr^,  Oz^,  seront  g. cas. zOx^y 
g. cos^zOjr^^  g. COS. zOz/,  donc  on  aura  (n*  574) 

• 

et  si  Ton  désigne  par  ilf^  la  masse  du  corps,  et  par  a, 
^^y^  les  distances  de  son  centre  de  gravité^  aux  trois 
plans 'des  axes  principaux  Oa:^,  0/,^  Oz^y  de  sorte 
qu  on  ait 

fxjdm  =  Mât ,      fy,àm  =  US ,      fzàm  2=  My^ 

lien  résultera 

JV'  =/(  zpc^  —  x,Z;) .  dm  r=z  (ya*  —  âuf)  .g9f. 

donc^  dans  le  bas  d'un  corps  pesant^  les  équatLons(^) 
se  changent  en  celles-ci  : 

Cdr  +  (^B  —  A)  .pqdt  =  {aV  —  CaT)  .gMdt, 
Bdq  +  {A  —  C)  .rpdt  =  (ya"—  Ac'^.gMdt, 
Adp+  {C—B).qrdt  =  (Ce*  —yb'^.gHfdi. 

386.  On  parvient  £Acilement  à  intégrer  ces  éq««-* 
tions^  lorsque  leurs  seconds  meœbrâs  ioni  JwU  ^  cm 
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Cpii  a  Itea  danft  le  cas  où  Ton  fait  abstraction  de  la 

pesanteur  et  dans  celai  où  Ton  suppose  que  le  point 

fixe  O  est  le  centré  de  gravité  du  corps;  nous  nous 

bornerons  ici  à  considérer  l'un  ou  l'autre  de  ces 

deux  cas  y  qui  reviennent  au  même  pour  le  calcul  ; 

nous  supposerons  donc^  ou  g=Oy  ou  a=o ,  ^=0^ 

^=o;  et  alors  nous  aurons  à  intégrer  tes  trois  équa« 

tions 

Cdr  +iB'~'j^^pqdt=iO,  \ 

Bdq  +  (A—C).rp(k-=:io,  \  (c) 

Or  y  en  multipliant  la  première  par  r,  la  seconde 

par  ^>  la  troisième  f^vp^  et  les  ajoutant  ensuite^  it 

vient 

Crdr  +  Bqdq  +  Jpdp  =  o; 

en  întégraiit>  on  a 

h^  étant  une  constante  arbitraire ,  essentieUemcint 
positive. 

Si  l'on  ajoute  ces  métnea  équations^  après  avoir 
multiplié  la  f»^mière  par  Cr,  la  seconde  par  Bçyhi 
trotsièflse  par  j^p ,  on  trouve 

d'où  Ton  conclut^  en  intégrant  ^ 

A*  étant  une  seconde  constante  arbitraire^  qui  sera 
toujours  une  quantité  positive* 
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En  résolvant  ces  deux  équations  intégrales  ^  par 
rapport  à  p^  et  7%  on  en  tire  ^ 

P*—         \A—B).d         '     '~  (^B'^A).B  • 

substituant  les  valeurs  de  ^  et  de  çr  dans  la  première 
des  équations  (c)  y  et  la  résolvant  ensuite  par  rapport 
h.dty  il  vient 

. ynB.Cdr 

En  intégrant  le  second  membre  de  cette  équation  ^ 
qui  est  de  la  forme  Fr.dry  on  aura  k  valeur  de  t  en 
fonction  de  r;  d'où  Ton  conclura^  réciproquement^ 
la  valeur  de  r  en  fonction  de  t  :  les  valeurs  des  trois 
quantités  ^^  q^  r,  en  fonction  de  cette  variable,  peu- 
vent donc  être  censées  connues^  ou  du  moins  elles 
ne  dépendent  plus  que  d'une  seule  intégration  qui  se 
rapporte  à  la  méthode  des  quadratures. 

L'intégrale  de  la  valeur  de  dt  ne  peut  s'obtenir 
sous  forme  finie ^  par  les  règles  connues^  que  dans 
les  cas  particuliers  où  deux  des  trois  quantités  Ay 
By  C  sont  égales  entre  elles  ,  ou  bien  ^  quand  on 
supposé  les  constantes  arbitraires  A  et  A:,  telles  qu'on 
ait  le^=Ah%  ou  h—Bh\ 

387.  Si  l'on  examine  avec  attention  la  forme  des 
équations  (c)y  et  les  expressions  des  dijQTérentielles 
da^  db,  etc.  y  données  dans  le  n"*  38 1^  on  parvient 
à  découvrir  différentes  transformations  de  ces  équa-- 
tions^  qui  conduisent  à  de  nouvelles  intégrales. 
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£a  effets  j^ajoute  les  équations  (c),  après  avoir 
multiplié  la  première  par  ^^  la  seconde  par  b  ,  la 
troisième  par  a,  ce  qui  donne 

lcdr+(!i^—pb).rdl2'C+[bdq+{pc—ra).qdt].B 

+[adp+{  rb-^qc)  .pdQ .  -^  =  o  ; 

mais  B  cause  des  équations  du  n^  cité ,  savoir  : 

dczzzÇjqo'-^by.dt,    db  •=:  (pc^rd)  .dt ,    da=:i(Tb — qc),dt, 

la  précédente  est  la  même  chose  que 

on  aura  donc  ,  en  intégrant  ^ 

Crc+  Bqb+jipa^l; 

l  étant  une  constante  arbitraire. 

On  trouvera  de  la  même  manière  deux  autres  in- 
tégrales analogues  à  celles-ci  y  savoir  : 

« 

Crc'-^BqV-^^Apd  —  r,       Crc" -{- Bqb"  +  jipa" =r  y 

t  e\f  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  trois  intégrales  ne  sont  pas  des  équations  dis- 
tinctes entre  elles  ;  car  si  Ton  ajoute  leurs  carrés,  on 
trouve,  en  ayant  égard  aux  équations  du  n""  36i  ^ 

résultat  qui  rentre  dans  la  seconde  des  intégrales  du 
n*  précédent,  et  qui  donne  ,  entre  les  quatre  cons- 
tantes arbitraires  A,  /,  f^  F  y  l'équation  de  coB^ 

ditioa 

/"+/•  +  r^  =  Av 
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Si  l'on  substitue  dans  Ces  trois  noayelles  înte-- 
grales^  à  la  place  de  Uy  b^Cy  etc.^  leurs  yaleurs  en 
fonction  de  4  ?  ^>  ^  (^*  56i),on  aura  trois  équations 
entre  les  six:  variables  4,  ^,  ^y  p^q^  r,  et  les  cons- 
tantes arbitraires  ly  ïy  Vy  qui  seront  des  intégrales  des 
trois  équations  {a)  du  n*  58o  ;  et  c'est  e»  effet  ce  qu'il 
est  aisé  de  vérifier.  Comme  ces  trois  intégrales  n'é- 
quivdeBt  qu'à  deux  équations  réellement  distincfes, 
il  s'ensuit  qu'il  doit  exister  une  troisième  intégrale  des 
équations  {a)  \  mais  avant  de  la  chercher,  il  est  né- 
cessaire de  voir  ce  que  signifient  les  d)ernières  équa- 
tions que  nous  venons  de  trouver* 

588.  En  les  comparant  aux  formules  du  n"*  579^ 
on  voit  qu'on  a 

l  ï  f 

COS. mOx= — T>      cos.mOy=E=  —  -,     cos. mOz=  —  -r  ; 

et  puisque  les  quantités  Z,  T,  2%  k^  sont  des  cons* 
tantes^  il  s'ensuit  que  la  droite  Om  conserve  tou- 
jours la  même  position,  par  rapport  aux  axes  fixes 
Ox,  Ofy  Oz;  donc  aussi  le  plaa  principal  des  mo- 
mens^  qui  est  perpendiculaire  à  cette  droite,  doit 
rester  fixe  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  Sa 
position  changera  par  rapport  aux  plans  mobiles  das 
coordonnées  x^,  jr^,  z^;  mais  on  la  retrouvera  a 
chaque  instant,  au  moyen  des  formules  du  n^  578, 
dans  lesquelles  on  peut  supposer  connues  les  va- 
leurs des  quantités  ^^  q^  r;  de  sorte  qu'on  pourra 
assigner  a  chaque  instant  )&  trace  de  ce  plan  sur  la 
surface  du  mobile. 

Ainsi ,  toutes  le»  fois  qu'Un  corps  solide  tourne 

autour 
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autour  d'un  point  fîxe^  en  veHu  d'une  impulsion  pri«> 
tnitive^  et  sans  qu'aucune  force  accélératrice  agisse 
sur  ses  points^  il  existe  un  plan  passant  par  le  point 
fixe ,  qui  demeure  invariable  pendant  le  mouvement 
et  dont  on  peut  détermiher  la  position  y  à  chaque  ins-* 
tant,  par  rapport  aux  plans  mobiles  des  axes  princi«» 
paux  du  corps. 

Nous  aurons  occaision  y  datis  la  suite ,  de  générali"* 
ser  ce  théorème  ;  maintenant  il  va  nous  servir  à  fa*^ 
ciliter  la  recherche  de  la  troisième  intégrale  des 
équations  (a). 

Sâg.  Le  plan  principal  dei$  lUomens  étant  ûxé  , 

nous  pouvons  le  choisir  pour  l'un  des  trois  plans  de^ 

coordonnées  XyfyZ;  Supposons  donc  que  ce  plan 

fioit  celui  des  x ,  jr^oxxy  ce  qui  est  la  même  chose, 

supposons  que  la  droite  Om  coïncide  avec  l'axe  Oz  ; 

nous  aurons 

C08  .mOx^ = cos  ,zOx,  =3  a", 

cos .  m  Oy^  =  cos .  zOy,  =  fc", 

cos .  mOz,  =  cos .  zOz^  =  c*'; 

et  par  conséquent  (n*  578) 

Qùbien  encore,  en  mettant  pour  a%  V ,  c*,  leurs  va- 
leurs (il*  56i), 

•in.S.sin.A  = -r^i       8in.â.cos.0  =  ~-,       coa.9=— -—; 

K  k  k 

équadon^  qui  s'accordent  entre    elles,  à  cause  que 
:i.  10 


/ 
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A:S=  A\j^  -f  ^7*  -f*  6rv,  et  t|ui  serviront  à  détermi* 

Ber  les  ailles  f  et  d^  en  foneiion  du  tems. 

Maintenant,  ôi  l'on  ëlîrtilûe  la  différentielle  dft 
entre  les  deux  premières  équations  \a)  du  n*  58o , 
on  trouvé,  po\ir  résultât, 

d'oui- Oh  Efit^tîn  vertu  des  équations  précédeutss^ 

donc,  à  cause  de  -^/?'+i?y'+  Cr^=ih%  on  aura 

£t  en  sub&tituant  pour  dty  9^  "Valeur  pfécédëmtnent 
trouvée  (n*  586),  celle  de  d\^  prettdl'a  là  itorma 
J-nJ,  =  JFV.  Jr.  Ainsi,  en  intégrant  cette  folrmule 
par  la  méthode  des  quadratures,  nous  aurons  la  va- 
leur de  4  en  fonction  de  r,  laquelle  valeur  renfer- 
mera  une  constante  arbitraire,  et  sera  la  troisième 
intégrale  des  équations  (a).  Gomme  la  valeur  de  r, 
en  fonction  de  / ,  est  censée  connue  j  il  s^ensuit  que 
la  valeur  du  troisième  angle  4/  »  en  fonction  du  tems^ 
doit  aussi  être  regardée  comme  connue. 

590.  Les  valeurs  des  six  variables  p  y  ^,r,  '\,  6, 
f ,  résultant  de  notre  analyse ,  sont  des  fonctions  du 
tems^  qui  contiennent  en  outre  quatre  constantes 
arbitraires,  savoir,  h,  X,  et  les  deux  constantes  qui 
seront  introduites  par  les  intégrations  des  valeurs  dt 
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dt  et  d^.  Les  intégrales  cotnplètes  des  équations  (a) 
M  (c)  dont  ces  valeurs  dépendent^  devraient  conte^ 
nir  six  constantes  arbitraires;  mais  le  choix  que  nous 
venons  de  faire,  du  plan  principal  des  momens 
pour  celui  des  coordonnées  x  yjr^  a  ÙlH  disparaître 
deux  de  ces  constantes  ;  car  ce  choix  revient  à  sup-* 
{loser  droits  les  deux  angles  mOxy  mOy;  d'où  il  ré^ 
fuite  /=o  et  ^=0  (n**588).  Nous  n'avons  plus^ 
pour  achever  la  solution  générale  du  problème  qui 
nous  occupe^  qu'à  déterminer  les  cohstantes  res^ 
tantes  y  d  après  les  conditions  initiales  du  mouve* 
ment* 

P/)ur  cela ,  supposons  que  le  mobile  a  été  mis  en 
mouvement  autour  du  point  O  (fig  i5)  par  l'action 
d'une  force,  comme  le  choc  d'un  autre  corps,  ou  par 
Faction  simultanée  de  plusieurs  forces  qui  ont  une 
résultante  unique.  Soit  FE  la  direction  de  cett^ 
force,  E  le  pomt  on  elle  rencontre  la  surface  du  mo- 
bile ,  NEN'  la  section  de  cette  surface,  faite  par  un 
plan  mené  par  le  point  O  et  par  la  droite  FE;  abais- 
sons de  ce  point  la  perpendiculaire .  Oe  sur  la  droitd 
FEy  et  représentons  -cette  perpendiculaire  par  /l 
Pour  mesurer  la  force  donnée  qui  agît  suivant  FE , 
supposons  que  cette  force  est  capable  d'imprimer 
une  vitesse  v  à  tous  les  points  d'une  massent,  que  l'on 
regarde  comme  entièrement  libre  :  la  mesure  de 
Cette  force  sera  alors  la  quantité  de  mouvement  /ap 
(n*  5 1 5) ,  et  son  moment ,  par  rapport  au  point  Oy  sera 
le  produit  fci^.  Or,  quelles  que  soient  les  quantités 
de  mouvement  que  les  points  du  corps  que  nous 
€Onsidérons,ont  dû  prendre  dans  le  premier  instant  de 

10. . 
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sou  raouvemeat^  ces  forces^  prises  en  sens  contraiiTô 
de  leurs  directions,  font  équilibre  à  la  force  dirigée 
suivant -F^(n'  533);  d'où  il  est  aisé  de  conclure  , 
I*.  que  le  plan  principal  de  leurs  momens,  par  rapport 
au  point  O,  doit  coïncider  avec  le  planiV^iV',  qui  cou* 
tient  a  la  fois  le  point  O  et  la  direction  FE;  2"*.  que 
leur  moment  principal  doit  être  égal  au  moment 
fiyfàe  la  force  donnée.  Mais  à  un  instant  quelcon- 
que,  le  moment  principal  des  quantitjés  de  mou- 
vement de  tous  les  points  du  ihôbile  ^^  est  égal  à 

\/Ay^+B^p''+  C*r*  (n^  57g);  donc,  en  vertu  de 
la  seconde  intégrale  du  n"*  586,  on  aura  k=:ftvfy 
pour  la  valeur  de  la  constante  arbitraire  fc,  cont^ue 
dans  cette  intégrale. 

La  trace  NEN^  duplan  principal  sur  la  surface  du 
mobile  étant  connue  à  Torigine  du  mouvement,  si 
Ton  élève  par  le  point  O  une  perpendiculaire  Om  à 
ce  plan  ,  on  connaîtra  aussi  les  angles  que  cette  droite 
fait  avec  les  axes  principaux  du  mobile  qui  se  cou- 
pent en  ce  point  ;  et  si  l'on  suppose  que  Ox^ ,  Oj^ , 
Oz^j  sont  les  trois  axes,  et  A^  i?,  Cy  les  raomens 
d'inertie  qui  s'y  rapportent,  on  aura  (n"*  389) 

^jt)  r=:  —  A . COS. mOx^ , 
B^  =:  —  A .  COS.  wiO)'^ , 
Cf^i  —  A. COS. mO£^. 

Ces  équations  détermineront  les  valeurs  de  p^  q^  /*, 
qui  répondent  à  l'origine  du  mouvement;  en  les 
substituant  dans  la  première  intégrale  du  n^  386,  on 
aura  la  valeur  de  la  constante  arbitraire  A,  quecett^ 
intégrale  renferme. 
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Qnant  aux  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans 
les  valeurs  de  f  et  de  4  >  ^^  fonction  de  r^  Tuiie  dé-« 
pend  de  l'époque  d'où  l'on  veut  compter  le  tems  ty 
et  l'autre  9  de  la  ligne  doù  Ton  compte  Fangle  ^.  On 
déterminera' leurs  valeurs^  dans  chaque* cas  partiéu*- 
lier^  aussitôt  qu'on  aura  choisi  arbitrairement  cette 
époque  et  la  position  de  cette*  ligne  ^  qui  doit  être 
menée  dans  le  plan  NEN\ 

591  •  Appliquons  maintenant  cette  soîutibn  géné- 
rale à  un  exemple  particulier.  Supposons  que  le  mo« 
bile  est  un  corps  homogène  terminé  par  une  surÊtce 
de  rcTolution^  et  que  le  point  fixe  O  est  situé  sur 
son  zxe  dé  figure^  qui  sera  Taxe  principal  Oz^.  Les 
momens  d'iiiertie  A  et  i?;^  relaii£s  aux  deux  autres 
axes  principaux  Ox^  et  Ojr^ ,  seront  égaux  entre  eux^ 
or^  en  Êdsant  A:=iB  ^  dans,  la  dernière  équation  da 
B*  586  y  on  en  tke 

dr 

il  est  donc  nécessaire^  pour  que  la  valeur  de  ^  ne 
soit  pa$  imaginaire  y  qu  W  ait 

i»  —  ^A»+ (vrf  —  C  ).  Cr*  =  c; 

mais  alors  les  formules  du  même  n%  qui  donnent  Tes 

Taleurs  de  jp"  et  ^t»,  prennent  la  forme  -  ;  il  devient 

impossible   d'en  déduire  ces  valeurs.,  et  l'on  est. 
obligé  de  recourir  aux  équation^  (^c)^ 

La  première  de  ees  trois  équations  se  réduit  à. 


P' 
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Cdt^ssiQ  ;  U'6ù  Ton  lit e  r:^ a  ^  «  étaal  une  eqn^ 
tante  ^r}>i traire  ;  lea  dewx  autres  deviennent 

D'après  leur  fornie^  on  voit  qaaa  y  satisfera  en  pre- 
nant 

AfCyy^  ri  étant  des  constantes  indéterminées;  et  en 
effet  ^  en  y  substituant  ces  valeurs^  il  vient 

[~^Ci»'+ (^— C).«].sin.(n'<4.y).A=:o, 

équations  que  l'on  rend  identiques  ,  en  supposant 

*  • 

d'où  Ton  tire 

n=i^ ^  *  et      *=fi«; 

par  conséquent 

en  conservant  ri  pour  abréger.  Les  deux  constantes 
et  et  >  restent  arbitraires  ;  de  sorte  que  les  valeurs  de 
;?  et  y  sont  les  intégrales  complètes  des  deux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre,  auxquelles 
elles  satisfont. 

Connaissant  ainsi  les  valeurs  de  p.^  7,  r,  il  reste  \ 
déterminer  celles  des  trois  angles  >^,  6,  ^j  d'où  dé- 
pend, à  chaque  instant,  la  position  des  axes  princi-* 
paux.  Si  Ton  met  dans  les  équations  du  n*  ^89,  à  la 
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plam  d^  p^  q ,  r^  Itfvrft  T^Uuiti^  el  à  la  pliuce  de  i:^  b 
moment  ^t/de  U  6>i^e  qui  a  produit  lemouvameat» 
€dle«  deviean^at 

.      ^  ^* .  COS.  (/l'i  +  >) 

sin.A.cos.^sr ' ..       '^^  , 

M»/ 

L*angle0  exprime^  dans  ce$  équations^  11  nçUaaîsofi 
du  plan  des  deux  axes  principaux  Ox^  et  0/^^  sur  le 
plan  principal  des  momens^  c'est-à-dire^  sur  le  plan 
NEN'y  mené  par  le  point  O  et  par  la  direction  FE 
de  Fimpulsioo  prin^itive;  cette,  inclinaison  est  donc 
constante,  d'après  la  troisième  équation;  et  comra^ 
elle  est  donnée  à  l'origine  du  mouvement,  il  s'ensuit 
qu'elle  servira  à  déterminer  la  constante  arbitraire  ni 
on  aura 

fJLvf.  CO8.0 

""— c — • 

£n  divisant  la  première  équation  par  la  seconde  ,  il 
vient 

* 

tang.f  rptang.(i/*  +  y),      ou      ^sssn'^rfy) 

ççX^nçl^  Ç  est,  à  un  instant  quelconque,  l'angle  corn** 
ipris  entre  l'^xe  principal  Ox^y  ^t  rintersection  du 
plan  des  deux  axes  Ojc^et  Ojr^ ,  avec  le  plan  NEN'i  de 
manière  qu'en  supposant  que  NON'  soit  cette  inter-» 
section,  oa  a  pz=zNOx^.  L'angle  NOx^  est  connu  à 
Poiri^e  du  meuvenent,  puisque  Von  sait  à  cet  ins« 
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tant^salyant  quelle  droite  le  plan  donné  iVJ^iV^coape 
Je  plan  des  deux  axes  Ox^  et  Ojr/,  en  comptant  donc 
le  tems  t  à  partir  de  cette  origine ,  la  constante  arbi- 
traire >  sera  égale  à  la  valeur  initiale  de  Tangle  NOx^. 
Quant  à  la  constante  arbitraire  a,  en  ajoutant  les 
earrés  des  deux  premières  équations^  on  trouve 

Enfin  ^  en  faisant  B:=:A  et  k::^fipf,  dans  la  valeur 
de  ^'>j.  du  a*  589,  on  a 

ou  bien  ^  en  mettant  pour;?,  ^,  /^  et  ^,  leurs  va- 
leurs ^ 


•  .  i» 


et  en  mtegrant 


4-^.*+.. 


€  étant  la  constante  arbitraire.  L'angle  %[/  est  langlç 
compris  entre  la  droite  ON  et  une  ligne  fixe,  telle 
que  Ox  y  menée  arbitrairement  dans  le  plan  NEN\ 
On  est  maUre  de  prendre  pour  cette  ligne  Ox^  I9, 
position  de  la  droite  ON  à  l'origine  du  mouvement: 
alors  on  aura  à  la  fois  ^=;70  et>[/==o,  et  par  consé-^ 
quent  €=0. 

Ap  moyen  de  ces  valeurs  de  6,  ^^  4,  qui  son^ 

çomplètçmçt»t  d^tçrimaées ,  ou  ppurr^  ^ssignçr  ^ 
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chaque  instant  la  position  du  mobile  par  rapport  au 
plan  fixe  iVjFiV'. 

D'après  la  valeur  de  4  >  l'intersection  OiV  du  plan 
des  deux  axes  principaux  Ox,  et  Ojr^j  avec  le  plan 
fixe^  tourne  uniformément  sur  ce  second  plan  avec 

une  vitesse  angulaire  égale  à  ^^;  la  valeur  de  (p  nous 

montre  <]ue  Taxe  principal  Ox^^  tourne  aussi  unifor-* 
mément  dans  le  plan  mobile  ocfij-^y  avec  une  vitesse 

angulaire  égale  à  n'  ou  à  ■    "^        ;  et ,  pendant  ce 

double  mouvement  ^  le  plan  xPj^  conserve  une  in-« 
clinaison  constante  sur  le  plan  fixe  NEN'j  de  ma-* 
nière  que  Taxe  Oz,  décrit  un  cône  droit  autour  de  la 
ligne   Om  y  perpendiculaire  au  plan  fixe. 

392.  Si  nous  voulons  connaître  dans  ce  mouve-* 
ment  particulier ,  Taxe  instantanée  de  rotation  et 
)a  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe^  nous  aurons 
d'abord  pour  la  vitesse  (  n**  576  ) , 


{/f^  +  9»  +  I*  =  v/«*  + 1»*. 

Ce  qui  nous  montre  que  cette  vitesse  est  constante  ; 
en  la  représentant  par  o^,  et  mettant  pour  «(  et  n^ 
leurs  valeurs  ^  nous  aurons  ' 


Les  formules  du  n"*  SyS  donnent  aussi^  ta  y  subatH 
tuant  les  valeurs  à^p^q^r^ 


/ 
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,^         1^  ^.ooa-ft , 

4 

L'axe  Instantanée  change  donc  de  position  dans  Tin-* 
térieur  du  corps  y  puisque  les  angles  qu'il  Pail  avec  les 
axes  Ox,  et  Oy^,  sont  variables;  maïs  langle  qu'il 
&itavecraxQ  O2,  est  constant;  par  conséquent  !»• 
instantanée  décrit  un  cône  droit  autour  de  la  droite 
Oz^.  Qt  le  point  /où  il  rencontre  la  surface  du  mo- 
bile, trace  sur  cette  surface  un  cercle  qui  a.  son  centre 
dans  Taxe  Oz^. 

Lorsque  Fangle  ^  est  nul ,  l'a^xe  Oz^  coïncide  avec 
la  droite  fixe  Om;  Taxe  instantanée  devient  égde- 
ment  immobile,  et  le  corps  tourne  uniformémen| 
autour  de  son  axe  principal  Oz^,  comme  si  cet  axe 
était  fixe.  La  vitesse  <le  rotation  se  réduit  à 

C  " 

en  se  rappelant  que  C  est  le  momeiil  d'inertie  éa 
mobile ,  par  rapport  à  Taxe  de  FOlatioi\  Osi^  y  on  voit 
que  cette  vitesse  est  celle  que  nous  avons  trouvée  en 
considérant  le  mouvement  d'un  corps  autour  d*un 
axe  fixe.  Ce  cas  a  toujours  lieu  quand  le  solide  de 
révolotiQn  dopt  nous  considérons  le  mouvement ,  est 
une  sphère  dont  le  cenU^e  94: }%  poiat*fixe  O;  cat 
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ftlors  toutes  les  droites  menées  par  ce  poiat  soQt  des 
axes  principaux 9  et  par  conséquent  on  peut  prendra 
la  droite  Om^  quelle  qu'elle  soit,  pour  Taxe  Oz^^ 

395.  Le  cas  dans  lequel  un  corps  de  figure  queL- 
conque  tourne  à  très-peu  près  autour  d*un  des  axes 
principaux  Ox^^  Ojr^yOz^y  mérite  d'être  considéré  en 
particulier  ;  on  peut  dans  ce  cas  déterminer,  par  une 
approximation  suffisante  et  d'une  manière  fort  simr 
pie,  les  petites  oscillations  de  l'axe  instantanée  de 
rotation  autour  de  cet  axe  priqcipal.;  et  cette  déter- 
mination nous  conduira  à  quelques  propriétés  des 
axes  principaux  qui  nous  sont  déjà  connues  (  n*  368). 

Soit  Oz^  l'axe  principd  dont  r$ixe  instantanée  01 
a'écarte  très-peu  pendant  le  mouvçm^nt  du  corp9  ; 
nous  ayons  (  n"^  $7$  ) 

MD./Os. 'B     ■  J'i]     ,   .   i.i.^AtM^J.é 


dune  l'angle  /O^/ét^nt  supposé  très*petit.,  P^^<l 
doiyent  aussi  être  des  quantités  trèfr*petites.  En  né-^* 
gligeant  donc  leur  produit ,  la  première  équation  (c) 
du  n''  386  se  réduira  à  C^=7o;  d'où  Ton  \xvtr^^n^ 
7f  •étant  une  constante  arbitraire  qui  représente  à  très- 
peu  près  la  vitesse  de  rotation  du  corps  ^  ou  la  valeur 

de  la  quantité  V^/^*-h9*-hr*.  Les  deux  autres  équa- 
tions ((?)  deviennent 

en  les  intégrant  comme  précédemment ,  on  aura 


r 
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ùLely  étant  les  constantes  arbitraires^  et  ni  et  Cy  det» 
constantes  déterminées  par  ces  équations 

d'où  Ton  tire 

Les  valeurs  àep^  q,  r  étant  connues  ^  on  en  conclura 
celles  des  angles  ^/^  8  et  (p,  comme  dans  l'exemple 
précédent  ;  mais  celles-ci  sont  inutiles  à  Tobjet  que 
BOUS  nous  proposons. 

« 

5g4*  La  constante  a  dépend  de  l'angle  lOz^y  it 
l'origine  du  nK>uYement;  si  cet  ang^e^  au  lieu  d'être 
seulement  très-petit»  était  rigoureusement  nul^  on 
aurait  à  cet  instant  /^=o  e\,(j^=^Of  par  conséquent 
a=o  et  C=o  :  les  valeurs  de  /?  et  de  ^  seraient  doue 
toujours  nulles  9  et  l'axe  instantanée  coïnciderait  tou** 
|Oursayec  l'axe  Oz^.  Ainsi  les  axes  princîpamc  jouis- 
sent de  cette  propriété^  que  si  le  mobile  a  commencé 
à  tourner  autour  de  l'un  d'eux ,  le  mouvement  conti- 
nuera indéfiniment  autour  de  cet  axe. 

Pour  que  les  quantités^  et  q  soient  nulles  à  l'ori- 
gine du  mouvement  9  il  £aut^  d'après  le  n^  Sgo,  qu'a 
cet  instant  la  droite  0>7i  ait  coïncidé  avec  Taxe  Oz^y 
ou  que  le  plan  NEN'  ait  été  perpendiculaire  à  cet 
axe;  il  faut  doiic  que  l'impulsion  qui  a  mis  le  corps 
en  mouvement  autour  du  point  O,  ait  été  dirigée 
dans  un  plan  mené  par  ce  point  ^  perpendiculaire- 
ment à  Taxe  Ozi^  :  cette  condition  .pétant  remplie  ^  le 
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nonveznent  commencera  autour  de  cet  axe  princi- 
pal ,  et  par  conséquent  il  continuera  de  la  même  ma- 
nière, comme  si  la  droite  Oz^  était  réellement  fixe. 

Au  reste^  il  n'y  a  que  les  axes  principaux  qui 
puissent  demeurer  immobiles  pendant  le  ipouyement 
du  corps  autour  du  point  O;  car,  pour  que  Taxe  ins- 
tantanée de  rotation  conserve  toujours  la  même  po^ 
Mtion^  il  faut  que  les  trois  quantités  /?,  Jy  i*,  soient 
constantes  (n*  SyS);  on  doit  donc  avoir  ^=o  , 
dç^=^Oj  dn=:o;  ce  qui  réduit  les  équations  (c)  à 


i  les  trois  momens  d'inertie  ^y  B,  Cy  sont  inégaux^ 
il  faudra  supposer  nulles  deux  des  trois  quantités  /?, 
ij,  r,  pour  satisfaire  à  ces  équations  ;  et  alorà  Taxe  de 
rotation  coïncidera  avec  lune  des  trois  droites  Ox  . 
Ojr^y  Oz^.  Si  deux  de  ces  trois  momens  d'inertie  sont 
égaux,  que  Ton  ait,  par  exemple,  ^=:J9,  la  pre- 
mière équation  sera  identique,  et  l'on  satisfera  aux 
deux  autres  en  prenant  rz=o;  l'axe  instantanée  sera 
donc  situé  dans  le  plan  des  deux  axes  principaux  Oa:^ 
et  Ojr^  ;  mais  on  sait  que  dans  un  pareil  cas  (n"*  365), 
toutes  les  droites  jnenées  dans  ce  plan  par  le  point 
O,  sont  des  axes  principaux  ;  donc  l'axe  de  rotation 
sera  encore  un  axe  principal.  Enfin,  lorsqu'on  a 
A'=.B'=.Cy  les  trois  équations  sont  identiques,  et 
Ion  peut  prendre  les  valeurs  de  /7^  ^,  /-,  comme  on 
voudra;  mais  aussi,  dans  ce  cas  particulier,  toutes 
les  droites  qui  passent  par  le  point  O  sont  des  axes 
principaux:  donc,  daps  tous  les  cas^  l'axe  de  rota-* 
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4ÎOQ9  s'il  demeure  hiunobile^  ne  pourra  être  qa'im 
prinvip^l* 


395.  Supposons  maintenant  que  l'axe  de  rotation 
s'écartait  nn  peu  <Je  Taxe  Oz^y  à  l'origine  du  mou- 
Veittetit,  de  tùanière  que  Tangle  initial  lOz,  soit 
irès^tit^  les  deux  constantes  dt  et  Ç  seront  aussi 
des  quantités  très-petites;  mais  il  n'en  Êiut  pascon<>- 
tlure  que  les  valeurs  de  /?  et  ^,  qui  ont  ces  constantes 
^our  feicteur ,  demeureront  toujours  très  -  petites. 
Cette  circonstance  dépendra  de  la  nature  de  la  quan- 
tité n'.     ^ 

En  effet ,  lorsque  cette  quantité  sera  réelle  ^  lesTa-^ 
leurs  de  ^  et  ^  sercmt  exprimées  par  les  sinus  et  co- 
sinus de  l'arc  réel  n^l,  qui  sont  des  fonctions  pério« 
diques  de  t  ;  tts  valeurs  ne  seront  donc  pas  suscep« 
tibles  de  croître  indéfiniment  arec  le  tems  ;  et  au 
contraire^  dles  resteronttoujours  très-petites,  comme 
à  l'origine  du  mouvement.  Mais  si  la  quantité  ti!  est 
imaginaire >  les  sinus  et  cosinus  de  l'arc  imaginaire 
n't  se. changeront,  par  les  formules  connues^  en  ex- 
ponentielles dont  les  exposans  seront  proportionnels 
il  t;  ces  exponentielles,  et  les  Valeurs  de^  et  ^,  qui 
les  renferment ,  croîtront  indéfin%hent  avec  le  tems  ; 
de  manière  que  ces  valeurs^  quelque  petites  qu'elles 
soient  à  l'origine  du  mouvement,  finiront  par  de^ 
Venir  aussi  grandes  que  l'on  voudra. 

Dans  le  cas  de  itl  réelle ,  l'axe  instantanée  oscillera 
de  part  et  d  autre  de  l'axe  Oz^;  l'étendue  de  ses  oscil- 
lations sera  proportionnelle  à  son  écart  primitif,  et 
par  conséquent  trè$*petite.  Au  contraire^  dans  le  cas 
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de  n'  itnafpnaire ,  ces  deux  djces  s'ccartéront  ia- 
définiment  Fun  de  Fan  Ire.  Or^  d'aprèfs  ki  valeur 
n\  le  premier  cas  aura  lieu  ^  quand  le  produit 
(^ — C).{B — C)  sera  positif^  c'est-à-dire,  quand 
C  sera  le  plus  petiit  oh  le  plus  ^and  des  trois  moniens 
d'inertie  A  y  Bj  C;  et  lorsque  C  ne  fcera  ni  le  plus 
^etii  m  le  plus  grand  de  ces  trois  thoràens,  le  produit 
sera  négatif,  et  la  Talenr  de  n\  imaginaire.  Si  donc 
Je  mobile  toutne  auteur  de  Taxe  Oz^^  S<»n  motiyenieAt 
subsistera  autour  de  cette  droite^  tant  qu'il  ne  aeva 
troublé  par  aucune  nouvelle  force;  itaais  si  une  cause 
quelconque  vient  à  déranger  un  tant  soil  |»eu  s<ki 
axe  de  rotation,  le  mobile  continuera  &  tourner,  à 
frès'peu  près,  autour  de  la  droite  Oz^,  ou  bien  il  s'en 
écartera  iûdéfinîntient,  selon  que  les  différences  ^-^C 
«t  j9-^C  seront  de  même  signe  ou  de  signe  con^ 
traire.  Ainsi,  le  mouvement  de  rotation  est  dans  un 
état  stable  y  autour  des  axes  principaux  qui  répon^ 
dent  au  plus  petit  et  au  plus  grand  moment  d'iner^ 
tie,  et  ce  mouvement  b'estplus  stable  autour  du  troi"« 
sième  axe. 

396.  Gomme  les  valeurs  à»  ,p  et  if  du  n*  SqS  %e 
sont  qu'approchées,  on  pourrait  conserver  quelque 
doute  sur  la  stabilité  du  mouvement  autour  des  axes 
du  plus  petit  et  du  plus  grand  momeïit  5  mus  aa 
moyen  des  intégrales  (  n^  586  ),  ^ 

« 

on  démontre  cette  stabilité  en  toute  rigueur  et  d'une 
manière  fort  simple. 
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En  effet,  en  multipliant  la  première  par  C^  et  là 
retranchant  de  la  seconde ,  on  a 

D  désignant^  pour  abrégei"^  la  quantité  constante 
k^^^Ch^.  Si  donc  Taxe  instantanée  s'écarte  très-peu 
de  Taxe  Oz^  à  Forigine  du  mouvement  y  de  sorte  que 
les  quantités  peiq  soient  très^petites  à  cette  époque^ 
la  constante  D  sera  aussi  très-petite;  d'où  je  conclus 
que  les  valeurs  àe  p  eï  q  devront  rester  très-petites 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  lorsque  les 
deux  différences  A* — C?  et  jB--C  seront  de  même 
signe  ;  car  il  £aiudra ,  en  vertu  de  Téquation  (d) ,  que 
les  carrés  /?*  et  q^y  multipliés  par  des  coefficiens  de 
même  signe,  et  ensuite  ajoutés,  donnent  constam*^ 
ment  une  somme  très-^petîte.  On  peut  méhie ,  dans 
ce  cas,  fixer  les  limites  des  valeurs  àep  et  ^ ,  et  Ton 
voit  qu'on  aura  toujours 

Mais,  si  les  différences  A —  Cet  B —  C,  sont  de 
Jfgue  contraire^  et  que  la  constante  27  soit  toujouts 
supposée  très-petite,  on  conçoit  que  Téquation  (J) 
pourra  être  satisfaite ,  sans  que  les  valeurs  àep  eiq 
soient  astreintes  à  rester  constamment  très-pef  if  es  ; 
et  les  calculs  précédens  montrent  qu'effectivement 
ces  valeurs  ne  sauraient  être  supposées  très-petites 
pendant  toute  la  durée  du  mouvements 


CHAPITRE  V. 


HV.  m.  SUITE  DE  L A.DYNAMIQUE.    1 6 


^.  t 


CHAPITRE  V. 

-    DO  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOUDE  LIBRE. 

597.  JrouR  nous  représenter  avec  plus  de  facilita 
Jexaouvementd'un  corps  solide  dans  Tespace^  nous 
lui -substituerons  deux  autres  mouyem^ns  sinmlta*-  • 
nées  y  l'un  de  rotation,  autour  d'un  point  du  corps, 
regardé  comme  fixe,  Tautre  de  transj^tion ,  com- 
mun.k  tous  les  points  du  nioBile.  Cela  revient  évi- 
demment à  regarder^  à  un  instant  quelconque .  la 
vitesse  de  chaque  point ,  comnie  la  résul.tante  de 
deux  vitesses  y  dont  Tune  soit  commune  à  tous  lès 
points^  égale  et  parallèle  à  celle  du  point  que  l'on 
.  choisit  pour  centre  du  mouvement  de  rotation,  et 
dont .  l'autre  soit  particulière  à  chaque^  point  c  eu 
aj«nt  seulement  égard  aux  vitesses  particulières ,  le 
corps  tourne  autour  du  centre  comme  autour  d'un 
point  fixe  ;  et  en  vertu  de  la  vitesse  commune,, tous 
ses  points  sont  transportés  dans  l'espace ,  d'un  mou-^ 
vement  commun  qui  n'altère,  en  iaïucune  manière  « 
le  mouvement  de  rotation. 

Tant  qu'on  aura  seulement  pour  but  de  décom- 
poser le  mouvement  du  corps  en  deux  mouvemens 
plus  simples  et  plus  faciles  à  concevoir,  on  pourra 
choisir  arbitrairement  le  centre  du  mouvement  de 
rotation  ;  mais  lorsqu'il  s'agira  de  déterminer  ces 
deux  mouvemens, nous  prendrons  pour  ce  points  le 
a.  II 
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centre  de  gravité  du  mobile ,  parce  que  son  aiouTe« 
ment 9  dans  un  grand  nombre  de  cas^  peut  être  dé- 
terminé directement  et  îndépetidamment  de  celui  des 
autres  points  du  corps  :  c'est  ce  que  nous  allons  d'a- 
bord faire  Voir,  en  cherchant  les  équations  du  mou- 
Tement  de  ce  centre,  considéré  comme  un  point 
maténel. 

598.  Appelons  G  le  centre  de  graVîté  ^  mobile; 
jlf  sa  masse;  dfH  un  élément  quelconque  de  cette 
massif;  ^jjJIf&j  lefs  coordonnées  de  ce  point  matériel , 

parallèles  à  t?ois  iâxes  fixes  et  rectangulaires;  a:,  ^,  z, 
les  coordonnées  du  point  Gj  parallèles  aux  mêmek 
axels  ;  on  aura,  d'aprèsles  propriétés  connues  du  centré 
de  gravité  (n*  99),  et  en  substituant  les  masses  aux 
poids. 

Ces  trois  îkité^rdes  devant  être  étetidbcfs  à  la  masse 
«utière  du  corps.  DifibVentiohs  cefs  équations^  par 
rapport  au  temos ,  dont  Yéléai^ut  sera  "repriésénfé  pat 
tit,  'nous  aurons 


et  en  différenUant  une  seconde  fois,  de  la  mêoie 
manière,  il  vient 


Ll V.  lit  SUITE  BE  LA  DYNAMIQUE,  a^^ 

Ces  trois  deriûères  éguatipiiis  sont  celles  du  mouve* 
ment  du  point  G;  il  s'agit  de  les  rendre^  s'il  est  pos- 
•sible^  indépendanbes  des  coordonnées  x^yyZ^  de^ 
autres  points  du  mobile. 

Or,  à  la  fi^  du  tems  .quplcongue  f ,  les  yltesses  .d« 
jdm,  parallàlfis  aux  axes  des  coordoaaées^  sppt  -^  , 

^^  ^;  À  la  fin  du  tems  t-jrjdt^  ces  vlte^.es  de- 
^ifinn«nt 

^^d-  ^^d^  ^4.i— • 

l^^'^'dt*         dt^'^'dt'        Jt+'^'dt' 

mais  si  l'on  décompose  parallèlement  à  ces  axes^ 
toutes  les  foroes  accélératrices  données  qui  agissent 
sur  cet  élément,  et  que  Ton  représente  par  X,  JT,  ' 
Zy  les  sommes  de  ces  ccmiposantes,  respectivement 
parallèles  aux  axes  des  x,  des  jr  et  des  Zy  on  aura 
Xdty  Ydty  Zdty  pouT  les  vitesses  qui  seraient  im- 
.priaiées^  pendant  Tinstant  dty  à  ce  point  matériel 
supposé  libre;  donc,  dans  cette  Lypothèse,  les  yl** 
tesses  pâsaUèles.  aux  axes  aéraiçftt 

§-+-^'.  I+.W.,  %+zdt. 

9 

II    .    . 
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à  la  fin  du  tems  t-^di;  par  conséquent,  en  reti^an- 

chant  les  précédentes  de  celles-ci  ^  on  aura 

xdt—d.^,    rdt^d.^,    zdt^d.^, 

pour  les  vitesses  perdues  par  Télément  dm.  Le  corps 
solide  resterait  donc  en  équilibre ,  en  imprimant  à 
ce  point  9  les  quantités  de  mouyement 

« 

(Xdt-^.^.dm ,     (rdt-d.^\dm ,     (z*-<I.  J) .  dm , 

qui  correspondent  à  ces  vitesses  perdues,  et  en  en 
faisant  autant,  par  rapporta  tous  les  autres élémens; 
mais  ce  corps  étant  supposé  entièrement  libre,  cet 
équilibre  exige  que  la  somme  de  toutes  les  forces 
parallèles  à  chacun  des  trois  axes,  soit  égale  à  zéro; 
on  aura  donc ,  en  prenant  les  intégrales  dans  toute 
rétendue  de  la  masse  du  corps , 

I  (Xdt — d,-^  \dm^=  o  , 

r(rdt  —  d.^\dm  =  o. 


r(zdt^d.^ydm  =  Oi 


d'où  Ton  tire 


y^ 


ce  qui  change  les  équations  (a)  en  celles-ci  : 

il.^=fXdm,  Mi^i^frâm,  M.^-fZâm.     (3) 
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.  -En  divisant  ces  équations  par  M,  et  Us  compantnt 
«nswleà  eellés  du  mouvement  d'un  point  maténel 
libre  (  n*  ^19  )  9  on  voit  que  le  centre  de  gravité  G 
se  meut  comme  si  la  masse  entière  M  y  était,  réunie^ 
et  que  les  forces  motrices  de  tous  les  points  du  coq>& 
fussentappliquees  à  ce  point  (7^  parallèlement  à  leurs 
directions  respectives ,  et  sans  changer  leurs  inten- 
sités. En  effet  lès  intégrales  fXébny  fYdm^  fZdnty^ 
sont  les  sommes  des  composantes  de  toutes  ces  forces^ 
suivant  les  axes  dés  jc,  ie9jr  et  des  z\  d^  manière 
quVn  les  divisant  par  Sty  on  à  les  forces  accéléra^ 
trices^  suivant  ces  axes^  d'iin  point  matériel  doùt  la 
masse  serait  ilf,  et  qui  serait  sollicité  par  la  résultante 
des  forces  motrices  de  tous^  les  points  dti  corps. 

■  * 

599.  Lorsque  les  forces  données  quf  agissent  sui^ 
ïes  points  du  moBile^  seront  des  attractions  dirigéesi 
vers  d'autres  points  fixes  ou  mobiles^  leurs  intensités 
dépendront  des  distances-,  des  premiers  points  aux 
seconds*^  et  tes  quantités  JT^  ^>  ^9  seront  des  fonc-* 
tions  des  coordonnées  de  tous  ces  points.  Dans  co 
cas^  les  À|aations  (3)  ne  pourront  pas  servir  k  dé- 
terminer directement  les  coordonnées  a:,  ^^  Zy  Axx 
point  G^ovL^  autrement  dit9.on,ne  pourra  pas  déter^ 
miner  le  mouvement  de  ce  point ^indépeudamment 
de  celui  de& antres  poiatSrdu  corps.  Mais. quand  ce^ 
forces^  seront  constante»  en.  grandeur  et  en  direc-* 
tion^  comme  la  pesantoui^  dans  uo^corpsr  de  dimen- 
sion. ordinaire^  les  équations  (S),  feront  connaîtra 
immédiatement  le  mouvement  du  centre  de  gravité.: 
ce  contre  se  ipouvra  alors  commç  un  point  matcrieL 
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pesant;  son  moaTemént  horizontal  sera  uoiforine  ^ 
son  mouvement  vertioa),  tmiformément  rarié^et  sa 
trajectoire^  une  parabole  dont  le  âommel;  et  le  paara**' 
mètre  dépendront  de  sa  position  et  de  sa  vitesse  ini** 
tiales  (h*  229). 

400.  En  général  les  équations  différentielles  se- 
condes du  mouvement  d'un  point  matériel^  laissent 
indéterminées  les  coordonnées  y  la  vitesse  et  là  di- 
rection du  mobile  à  Forigine  ;  ces  coordonnées  et 
les  composantes  de  cette  vitesse^  parallèles  aux  trois 
axes^  sont  les  constantes  arbitraires  qui  complètent 
les  intégrales  dé  ces  équations  y  et  qui  doivent  être  dé- 
terminées dans  chaque  cas  particulier.  Or^  la  position 
initiale  du  corps  étant  censée  connue,  on  aura,  sans 
difficulté ,  les  coordonnées  du  point  de  départ  de 
ion  centre  de  gravité;  et  quant  attx  vitesses  initiales 
de  ce  point,  suivant  les  axes,  on  les  déterminera 
immédiatement ,  d'après  les  intensités  et  les  direc- 
tions des  forces  qui  ont  agi  sur  le  corps  a  l'origine 
du  mouvement. 

En  effet,  quelles  que  sèient  les  vitesses  initiales 
des  différens  points  du'corps,  il  £siiit  que  lëur$  quan-» 
tit'és  de  mouvement,  prises  en  sens  contraire  des  di* 
rectiotis  de  ces  vitesses ,  fassent  équilibre  aut  forces 
appliquées  à  ces  points,  et  qu'on  regarde  comme 
données  (n^  533);  il  faut  donc,  ptiisqae  le  corps  est 
entièrement  libre ^  que  la  somme  de  ces  quantités  de 
mouvement,  suivant  chaque  axe  des.  coordonnées  ^ 
toit  égale  à  la  sortiltiè  des  composatites  des  forces 
données,  suivant  le  même  axe;  mais^  à  un  instant 
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qoelcoaque^  les  quautités  de  iqoaTement  de  Télé-- 

mentdm,»ut  -j^.dniy  -^.dmy  ^.dm^  pai^allèle- 

mentaux  axes  des  Xyj,  z;  on  aura  donc^  à  rorigine 
du  mouvement^ 

en  prenant  ces  intégrales  dans  toute  1  étendue  de  la 
masse  du  mobile^  et  en  représentant  par  A^BjC, 
les  sommes  des  composantes  des  forcés  données^ 
respectivement  parallèles  aux  axes  des  x^  des  y  ^ 
des  z.  Donp^  çu  vertu  des  équations  (i),  on  aurt 

et  en  divisant  par  M^  bn  en  conclura  les  valeurs  ini* 
.y      j     rfjc     dy     dz 

*«^«^«^»  it'  41' 

40 1.  Ces  équations  montrent  que  la  vitesse  îni-- 
tiale  du  centre  de  gravité^  est  la  méme^  en  grandeur 
et  en  direction^  que  si  là  masse  entière  du  corps  y 
était  réunie^  et  que  les  forcer  appliquées  en  différens 
points  du  mobile^  à  Torigine  du  mouvement^ fussent 
transportées  à  ce  centre^  parallèlement  à  elles- 
mêmes  ei  sans  changer  leurs  intensités. 

Si  donc  le  corps  solide  AAd^  (fîg.  16)  est  entiè^ 
rement  libre^  et  qu'on  applique  en  un  point  A  y  ^ui« 
vaut  la  direction  quelconque  BA^  une  force  de  Tes-^ 
pèce  de  celles  qui  agissent  instantanéfnent  sur  le^ 
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mobiles  :  le  centre  de  gravité  <?  de  ce  corps  se  moiH 
Yra  suivant  la  droite  GCj  parallèle  à  i?^;  sa  vitesse 
sera  égale  àFintensité  de  celte  force ^  divisée  par  la 
masse  du  corps;  de  manière  que  Tintensité  de  la 
force  étant  représentée  par  Fy  la  masse  du  mobile 
par  M_,  et  là  vitesse  de  son  centre  de  gravité  par  v^ 
on  aura 


*'=jtf- 


.  La  grandeur  de  cette  vitesse  ne  dépend  ^  comme 
on  voit,  ni  de  la  direction,  ni  du  point  d'applica-* 
lion  de  la  force  i^;  la  même  force  ,  appliquée  succès^ 
sivement  en  difïerens  points  d'un  corps,  et  suivant 
différentes  directions,  ii;nprimera  toujours  ki  même 
vitesse  à  son  Centre  de  gravité  ;  propriété  qui  distin- 
^giie  ce  centre,  de  tous  les  autres  points  du  mobile. 

On  voit  aussi  que  si  des  forces  dont  le&  intensités 
sont  inconnues,  agissent  dans  des  diréclioBS  quel- 
conques sur  des  masses  données,  ces  intensités  seront 
entre  elles  comme  les  produits  de  ces  masses  par  lea 
vitesses  que  prendront  leurs  centres  de  gravité  ;  par 
conséquent ,  quelle  que  soit  la  direction  d*une  force 
qui  agit  instantanément  sur  uti  corps  solide  libre,  e^t 
quel  que  soit  aussi  le  mouvement  qu'elle  imprimé  à 
ses  différens  points,  son  intensité  aurîa  pour  mesure 
le  produit  de. la  masse  de  ce  corps,  multipliée  par  Ik 
Mtossé  de  son  centre -de  gravité. 

Ce  résultat  complète  ce  que  nous  avons  dit,  dan» 
le  n""  3x5,  sur  la  mesure  dés  forces  qui  agissent  ins^ 
lântanément  sur  les  mobiles  :  iious  savions  qti\nie 
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force  de  cette  nature  a  pour  mesure  la  quantité  de 
mouvement  qu'elle  imprime  à  une  masse  quelcon- 
que^ en  supposant  que  tous  les  points  de  cette  masse 
prennent  des  vitesses  égales  et  parallèles;  mais  quand 
l'action  de  la  force  produit  un  mouvement  de  rota- 
tion^ de  manière  que  les  vitesses  des  différens  points 
du  mobile  ne  sont  plus  les  mêmes  ^  il  restait  à  dé<> 
terminer  par  laquelle  de  ces  vitesses  on  doit  mul- 
tiplier la  masse  du  corps  pour  avoir  la  mesure  de  la 
force  qui  a  produit  le  mouvement  :  or,  nous  voyons 
inaintenant  que  l'intensité  de  cette  force  sera  tou- 
jours égale  au  produit  de  la  masse  du  mobile,  mul- 
tipliée par  la  vitesse  de  son  centre  de  gravité. 

Le  choc  d'un  corps  en  mouvement  contre  un  coi^ps 
en  repos,  est  une  force  qui  agit  instantanément  sur 
ce  second  corps,  ou  du  moins,  le  tenis  pendant 
lequel  elle  exerce  son  action  est,  en  général,  si  petit 
qu'on  en  peut  faire  abstraction  sans  erreur  sensible; 
rîntensité  de  celte  force  devra  donc  être  représentée  »• 

dans  le  calcul,  par  le  produit  de  la  masse  du  corps 
choqué ,  multipliée  par  la  vitesse  que  le  choc  im- 
prime à  son  centre  de  gravité;  quant  à  son  point 
d'application,  c'est  le  point  de  contact  des  deux 
mobiles,  et  sa  direction  est  toujours  la  normale  com^ 
mune  en  ce  point  aux  deux  surfaces.  Lorsqu'un  corps 
en  repos  sera  choqué  à  la  fois  par  plusieurs  autres 
corps  en  mouvement,  Fintcnsité  de  chaque  force  de 
percussion  sera  égale  au  produit  de  la  masse  du  corps 
choqué,  multipliée  par  la  vitesse  que  prendinalt  son 
centre  de  gravi^,  si  cette  force  agissait  seule. 
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4^â.  Après  avoir  trouve  les  équations  du  m^uvei' 
ment  du  centre  de  gravité^  il  nous  reste  maintenant 
à  déterminer  le  mouvement  de  rotation  du  corps 
autour  de  ce  point. 

Pour  cela,  imprimons  à  tous  les  points  de  ce  mo- 
bile  un  mouvement  égal  et  contraire  à  celui  de  son 
<rentre  de  gravité  G;  ce  point  deviendra  immo]^iie; 
Tun  des  deux  mouvemens  du  corps  f  celui  dfi  tran;^ 
lation,  sera  détruit,  et  son  ootouvemenl  d€|  cotation  ^ 
autour  du  point  G,  ne  sera  aucunement  altéré.  Or, 
jpour  produire  ce  mouvement  contraire,  il  est  évi- 
•dent  qu'il  faut  imprimera  tous  les  points  du  corps, 
I*.  une  vitesse  initiale,  égale  et  contraire  à  la  ylfesse 
initiale  du  centre  de  gravité;  3*.  une  force  accéléra<« 
trice  variable,  égale  et  contraire,  à  chaque  instant, 
à  la  force  accélératrice  du  point  G.  Voyons  d'abord 
ce  qui  résulte  de  la  première  condition. 

.En  imprimant  ainsi  à  tous  les  points  du  corps,  des 
vitesses  égales  et  parallèles  entre  elles,  il  en  résultera 
pour  tous  ces  points ,  des  quantités  de  iiiouvement 
proportionnelles  à  leurs  masses  et  de  même  direction  ; 
ou  bien,  si  Ton  partage  le  corps  en  çlémens  égaux 
en  masse,  tous  ces  élémens  auront  des  quantités  de 
.mouvement  égales;  or,  la  résultante  de  ces  forces 
parallèles  et  égales,  passera  toujours  par  le  centre 
de  gravité  de  la  masse  entière  ;  mais  dans  tout  mour 
vement  de  rotation  autour  d  un  point  fixe ,  on  peut 
négliger  les  forces  dont  la  résultante  passe  par  ce 
point  ;  on  peut  donc  ici  faire  abstraction  de  ces 
forces  parallèles,puisque  le  centre  de  gravité  du  corps 
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eMmrj^poséétrelepoiDt  fixe.  Donc  le  mouvement  de 
rotalkni  initial  d'un  corps  solide,  autour  de  sou 
centre  de  gravité,  sei*a  produit  par  les  forcea  don* 
nées  qui  agissent  à  Torigine  sur  différeas  points  de 
ce  corps 9  et  ce  mouvement  sera  le  même  que  si  le 
centre  de  gravité  ne  prenait  lui-même  aucune  vl-*- 
tesse  initiale. 

Relativement  h.  la  seconde  condition,  j'observe 
qu'il  en  résultera,,  pour  tous  les  points  du  corps,  des 
forcer  motrices  qui  seront  constamment  parallèles 
entre  elles,  et  proportionnelles  aux  masses  de^  ces 
points;  on  pourra  donc  aussi  en  faire  abstraction, 
puisque  leur  résultante  passera  à  chaque  instant  par 
le  centre  de  gravité  ;   d'où  je  conclus  que  le  mou- 
vement de  rotation ,  autour  de  ce  centre ,  est  produit, 
à  Torigine,  et  pendant  toute  sa  durée,  par  les  forcer 
données  qui  agissent  sur  les  points  du  mobile,  et 
auxquelles  on  ne  doit  ajouter  aucune  autre  force. 
Connaissant  ceS  forcés  et  leurs  directions,  dans  cha- 
que cas  particulier,  on  fortifiera  lès  six  équations  dif-* 
férentielles  du  premier  ordre,  ou  les  trois  équations 
du  second  ordre,  dont  ce  mouvement  de  rotatioi^i 
dépend  (n*  584);  eut  les  joignant  aux  équations  (3) 
du  n*  3g8,  on  aura  toutes  les  équations  nécessaires 
pour  déterminer  les  deux  mouvemens  du  corps;  mais 
ce  ne  sera  que  dans  un  très-petit  nombre  de  cas 
particuliers  qu'on  parviendra  à  les  intégrer. 

4o3.  Il  est  aisé  de  concevoir,  d  après  cela,  comment 
on  déterminera  le  double  mouvement  de  rotation 
et  de  translation  d'un  corps  solide  entièrement  libre. 
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produit  pkr  l'action  simultanée  de  plusieurs  foroes 
données ,  qui  agissent  instantanément  sur  ce  mobile. 
Supposons^  en  effets  que  F,  F  y  jP%  etc.,  soient  les 
intensités  de  ces  forées,  et  qu'elles  soient  appliquées 
aux  points  A^  A' y  A' y  etc. ,  d'un  corps  solide  Kbre 
*(Cg.  i6),  suivant  les  directions  jB>^,  5'-^',  B^A'y  etc. 
Puisque  ces  intensités  sont  données,  on  est  censé 
connaître  la  vitesse  que  chaque  force  imprimerait  au 
:mobile,  si  cette  force  agissait  seule  ;  soit  donc  v  la 
^vitesse  qui  serait  due  à  la  force  F,  s/  celle  qui  serait 
due  à  F' y  etc. ,  et  désignons  par  My^  la  masse  du  mo- 
.bile  :  nous  aurons  (n*"  4^  i  ). 

F=  Mv,      F  =  A//,      F^=  Mu'^,  etc. 

"  Or,  C  étant  le  centre  de  gravité  du  corps ,  ce  point 
doit  semouvoir  comme  sila  masse  M  y  était  réunie,  et 
que  les  forces  Py  FyF^y  etc.',  y  fussentappUquées  pa- 
rallèlement à  leurs  directions;  je  mène  donc,  par  le 
'point  G  y  des  droites  GCy  GCy  6?C%  etc.,  parallèles 
'aux  directions  BAyFA'y  S'A" y  etc.;  sur  ces  droites, 
je  porte,  à  partir  du  point  G  y  des  parties  qui  soient 
entre  elles  comme  les  forces  JP,  F" y  F' y  etc. ,.  ou , 
ce  qui  est  la  même  chose  y  comme  les  vitesses  u,  v'y 
v^y  etc.;  je  prends  ensuite,  par  les  règles  connues^ 
la  résultante  de  ces  vitesses^  et  cette  résultante  sera^ 
en  grandeur  et  en  direction,  la- vitesse  dur  point  6r» 
Ainsi  le  centre  de  gravité  du  mobile  jpie  nous  coa-* 
sidérons^  se  meut  d'un  mouvement  reçtiUgne  et 
uniforme,  avec  une  vitesse  égale  à  la  résultante  de 
eelles  qui  lui  seraient  communiquées  par  les  forces 
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J^y  F^;  F^',  si  chacune  de  ces  forces  était  seule  ap^ 
jJiquée  au  mobile. 

HÂaintenant  le  corps  doit  tourner  autour .  de  son 
centre  mobile  ^  comme  s'il  était  iixe^  et  que  leg 
mêmes  forces  données  Fy  F,  F' y  etc.,  fussent  ap- 
pliquées au  mobile,  sans  rien  changer  à  leurs  direC'- 
tioos  et  à  leurs  points  d  application;  je  regarde  donc 
le  centre  de  gravité  (7,  comme  un  point  fixe  ;  je  dé- 
tetmine,  par  les  formules  du  premier  livre  (n^*  86)  ^ 
le  moment  principal  des  forces  jP,  F,  F'j  etc. ,  re^ 
lativement  au  point  Gy  et  la  direction  du  plan  auquel 
ce  moment  se  rapporte ,  lequel  plan  sera  celui  qui 
passe  par  le  point  G  et  par  la  direction  de  leur  ré->. 
sultante^  quand  ces  forces  auront  une  résultante  uni* 
que  :  le  mouvement  de  rotation  autour  du  point  G^ 
ne  dépend  que  de  la  direction  de  ce  plan  et  de  la 
grandeur  de  ce  moment,  et  connaissant  Tune  et  Tau- 
tre,on  pent,  dans  tous  les  cas,  déterminer  ce  mou^ 
vement  d'une  manière  complète  (n**  Sgo). 

Lorsique  les  forces  Fy  F ,  F'y  etc. ,  se  réduiront 
à  deux,  parallèles,  égales  et  dirigées  en  sens  oppo^ 
sés^  la  vitesse  du  centre  de  gravité  sera  nulle,  puis- 
qu'en  transportant  ces  forces  au  point  6,  elles  s'y 
feront  équilibre.  Dans  ce  cas ,  le  centre  de  gravité 
demeurera  immobile,  et  le  corps  aura  seulement  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point.  Au  con^ 
traire,  quand  les  forces  F  y  F  y  F' y  etc.,  auront  une 
résultante  unique,  passant  par  le  point  Gy  il  b'j 
aura  pas  de  mouvement  de  rotation  ;  tous  les  points 
du  corps  seront  transportés  dans  Tespace,  avec  une 
vitesse  commune,  égale  et  parallèle  à  celle  du  point  G. 
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Mais^  en  génétBij  les  deax  mouTemeii;s  de  it>lai^ 
tion  et  de  translation  subsisteront  ensemble  et«e  4â* 
lermifieFOiit  indëpendamiBeni  r<m  de  l'antm  >  «ibasi 
tpxe  nous  vepoM  de  r^explicpier. 


40^.  Pour  fixer  les  idee^ ,  suppasans  que  |^  me- 

iiâe  estdok  ^n  mottvemcjit,  par  Faction  de  la  seule 

force  F^  ^t  que  le  plan  «^  renferme  h  la  <£ois  h 

çtBMceAe 'gravité -G  el'H  direction  BJû&  cette  force^ 

est  perpendiciïlaire  à  IW  ides  ^rois  axes  prinqp;^u)c 

au  pocps  qui  Be  oon^f^fAW^mi^O.Cj^i  axe  resjLerait 

immoUile,  «(t  le  coops  tournerait  uniformémept  si  Iç 

point^i^tiit  néelbifient ML  point  fixe^n'^'S^S  et  594); 

donc^  fKnsqnc  je-mobiJ^  doit  tourner  auXpur  di^  .soi;i 

centre  ide.^aytté^  ^  la  ajtame  manièire  giip  s'il  était 

fixe  9  il  e'cmsuii  que  l'axe  principal  «era  transport^ 

dans  Tespaee.^  parallèlement  à  lui-même^  a^vec  1^ 

centre  de  igravilé^  et  que^  pendant  ce  mouyemept^ 

w  ce  corps  tournera  uniformément  autour  de  cet  axe.. 

£n  désignant  toujours  par  itf,  la  masse  du  mobile  ; 
l^rPL^  la  vitesse  de  son  centre  de  gravité^  qui  sera 
parallèle  k  la  direction  JBA  de  la  force  F;  psLtJ*,  IfL 
perpendicûlaine  GJff^  abaiaséedu point  Xr  sur  cette 
idwœtion  c  k  produit  Jf cj^cS^m  le  moment^  pris  ,p^ 
rapportà'oe^point,  delà  force  qui- prxxduit le xdou- 
cernent;  et  èi «l'on  représente  ^neore.par  C^lemP- 
snent  d'inertie  de  la  masse  «ill^^  par  rapport  à  l'^xp  d^ 
roiation^  et  par  a».^  k  "altesse  angukire^uitaur «de  c^t 
«M  r4§atfdé«^inMe  fixce  ^  iOn  aura  (^n^34â) 
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C^t  exemple  est  très-propre  à  montrer  commetft 
x>n  parvient  à  ^iéteraiiner  complètement ,  le  doiibte 
mouvemetit  que  prend  un  corps  6o4kie^  fr&ppé  sui^ 
Tant  nne  direction  qoi  ne  paisse  pas  par  son  centra 
•de  gravite. 

D'après  ce  qu'on  a  démontré  dans  le  n*  5^5,  le 
mouvement  que  nous  considérons  sera  dans  un  état 
stable^  quand  la  quantité  C  sera  le  plus  grand  ou  lé 
plus  petit  des  trois  moméns  d^inertie  relatifs  aux  axes 
principaux  qui  se  coupent  au  point  G;  au  contraire^ 
quand  elle  ne  sera  ni  le  plus  graifd^  ni  le  plus  petit  ^ 
ce  mouvement  manquera  de  stabilité;  par  consé- 
quent^ lorsqu'on  voit  un  corps  solide  libre  tourner 
autour  d'un  axe  qui  reste  parallèle  k  lui-même^  ou 
qui  s'écarte  très-^peu  du  parallélisme,  en  faisant  deis 
oscillations  très-petites  de  part  et  d'autre  d'une  po- 
sition moyenne ,  on  peut  être  assuré  que  l'axe  de 
rotation  est  un  des  axes  principaux  du  mobile  y  qui 
•e  coupent  à  son  centre  de  gravité  y  et  que  le  mo- 
xnent  d'iaertie  rdatif  à  cet  axe,  est  le  plus  petit  ou 
le  plus  grand  des  trois  momens  d'inertie  principaux. 

4o5.  Lorsque  les  points  dû  mobile  seront  sollicités 
par  la  pesanteur  ou  par  d'autres  forces  accélératrices, 
ces  forces  troubleront,  en  général,  les  deux  mouve* 
mens  du  corps  ^produits  par  l'impulsion  primitive 
qu'il  a  reçue;  mais  toutes  les  fois  que  les  forces  accé- 
lératrices auront  une  résultante  qui  passera  cons^ 
tammentpar  le  centre  de  gravité  du  mobile,  elles 
n'influeront  aucunement  sur  le  mouvement  de  rola^ 
tion  autoiir  de  ce  centre  ^  et  Ton  pourra  en  ùitm 
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abstraction  quand  il  s'agira  de  déterminer  ce .taoïi-- 
vemenU  Aiasi^  en  supposant  ^ue  le  mobile  que  noua  * 
avons  considéré  dans  les  deux,  n^  précedens^  soil 
un  corps  pesant ,  son  mouvement  de  rotation  ne 
sera  pas  changé  :  il  arrivera  seulement  que  son  : 
centre.de  gravité,   au  lieu,  de  se  mouvoir  en  ligne 
droite  y  décrira  uue  parabole  dans  Pespace.  Si  y  par 
exemple, le  mobile  est  un  boulet  et  qu'on  le  suppose 
exactement  sphérique  et  homogène,  le  plan  mené  par 
le  centre  et  par  la  direction  de  rirapulsion  primitive, 
sera   toujours  pe\;pendiculaire  à  un  axe  principal , 
puisque  tous  les  diamètres  sont  des  axes  principaux  ; 
le  boulet  tournera  donc  uniformément  autour  du 
diamètre  perpendiculaire  à  ce  plan;  ce  diamètre 
restera  constamment  parallèle  à  lui-même,  pendant 
le  mouvement;  et  le  centre  décrira  une  parabole  , 
contenue  dans  un  plan  vertical  et  dont  la  première 
tangente  sera  parallèle  à  la  direction  de  l'impulsion 
prioiitive. 

406.  En  supposant  le  soleil  et  les  planètes  sphé-* 
riques  et  homogènes,  ou  composés  de  couches  ho^ 
mogènes,  l'attraction  du  soleil  sur  chaque  planète,  et 
la  réaction  de  cette  planète  sur  le  soleil,  sont  des 
forces  constamment  dirigées  Suivant  la  droite  qui 
joint  les  centres* de  ces  deux  corps;  donc, dans  cette 
hypothèse,  la  force  motrice  qui. retient  chaque  pla- 
nète dans  son  orbite  autour  du  soleil  (n**  Sai)  ,  pas- 
sera rigoureusement  par  le  centre  de  granité  de  la 
planète;  de  sorte  qu'elle  ne  troublera  pas  son  mou- 
vement de  rotation.  Ce  mouvement  aurait  donc  lieu 

autour 
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autour  du  diamètre  de  la  planète^ perpendiculaire  au 
plan  qui  contient  le  centre  et  la  direction  de  Timpul- 
sion  primitive^  lequel  diamètre  resterait  parallèle  à 
lui-même^  tandis  que  le  centre  décrirait  une  ellipse 
autour  du  soleil.  Mais  les  planètes  sont  aplaties  vers 
leurs  pôles  de  rotation;  la  résultante  des  attractions 
que  le  soleil  exerce  sur  toutes  leur^  molécules  ^  ne 
passe  pas  exactement  par  le  centre  de  chaque  pla- 
nète^ dans  toutes  ses  positions  par  rapport  au  soleil  ; 
et  pour  cette  raison^  l'attraction  solaire  influe  sur  le& 
mouyemens  de  rptation  de  ces  corps. 

Relativement  à  la  terre^  les  perturbations  de  son 
mouvement  de  rotation  sont  dues  à  Tattraction  du 
soleil  et  à  celle  de  la  lune  ;  ces  forces  n'altèrent  pas 
sensiblement  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre  ^  dans 
laquelle  l'observation  et  la  théorie  n'ont  fisiit  décou-- 
vrir  aucune  variation  appréciable;  elles  ne  déplacent 
pas  non  plus  les  pôles  de  rotation  à  la  surfisice  de  la 
terre  y  c'est-à-dire  y  que  l'axe  de  rotation  et  le  plan 
de  l'équateur  qui  lui  est  perpendiculaire  y  rencon-^ 
trent  la  surface  de  la  terre  constamment  dans  les 
mêmes  points;  mais  ces  forces  font  varier  la  direc- 
tion de  l'axe  et  de  Féquateur  dans  l'espace  y  de  ma- 
nière que  cette  droite  et  ce  plaq  y  prolongés  indéfi-- 
nimenty  rencontrent  le  ciel  en  des  points  cpii  ne  sont 
pas  toujours  les  mêmes  :  c'est  dans  ces  variations 
que  consistent  le  phénomène  de  la  précession  des 
équinoxes  et  celui  de  la  natation  de  Vaxe  terrestre. 
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I 

CHAPITRE  VI. 

DU  MÔUYfiMCfVT  D^UIr  C»RPS  «OLIOE  SUR 

UN  PLAN  «Xfi. 

407.  vj0N$xnïR<)ifS  liai  corps  solide^  terminé  par 
une  sarface  coutimie  dont  l'éq^atlon  sera  donnée 
dans  chaque  cas  particulier;  supposons  que  tous  les 
points  4e  ce  corps  sent  sollicites  par  4es  forces  don- 
nées en  grmïdeur  €t  en  directîoa^  et  qu'en  , vertu 
de  ces  forces  ^  le  mobile  roule  sur  un  plan  fixe,  de 
manière  qu'il  le  touche  eonstwiment  ^en  un  seul 
point,  di^ns  lequel  ce  plan  est  tangent  à  la  sur&ce  du 
mobile.  Les  q«antités  de  mouvement  perdues  à  un 
instant  quelconque  p'  par  les  différens  points  du 
i:orps ,  devront  se  £ûre  équilibre  w  moyen  du  plan 
fixe;  ces  forces  auront  donc  une  résultante  uuiquç 
passant  par  le  point  de  contact  çt  perpendiculaire 
an  plan  fixe,  on  normale  à  la  ^urfacç  du  mobile; 
laquelle  résultante  sera  détruite  par  1^  résistance  du 
plan  et  exprimera  la  pression  qu'il  éprouve.  Coinme 
cette  pression  de vr^  être  telle ,  qu'elle  a|]!puie  le  mo- 
bile sur  le  plan  fixie ,  il  faudra  qi^^elle  çpit  dirigée 
suivant  la  partie  de  la  normale  k  sa  surface,  qui 
tombe  hors  du  corps;  la  résistance  du  plan  sera, 
au  contraire ,  dirigée  suivant  la  partie  de  cette  nor- 
male, comprise  dans  l'intérieur  du  corps;  or,  si 
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y^a;^m^  )9Wt  foRC»?  .4'WW^s^  .qui  pgissqpt^^^  le 
^obap,jai»p|?R<ie,agis«p*  sviiy;,W«t.ç/eUp  4/eiip^tp,^ 

fl#  .C0i(ï)5  ,?f?Wp  .e^itièfieraen^  lil^re. 

^i^i  I/e  .qeifttre  4p  gcî»,vité  ,se  jru^vvf?  4e  jp  m^BHf 

]çé,ame,  et  <pf.e  <flv»tp?  |ef  fQrcqs,  y  coiApi;is  .1»  ,^7 
sistapce  dy  pl«^n ,  /u^sqnt.uyp^i^uçe^  à  çç.p9ipi  g^r 
r.allèleipen.t  ^  ,ftÙ«^rfl^^9\p^  ,eA  ,^fi^  .4v^Sfix  l^^rp  ^çi- 

.4a  ^9jjvy,^çj\«pt,^  j:oj?^ç^j^i\toiv  ,4pce,fieiï^fi(flK»r 
l>ij[je,^;e  <:ppsi<^aiij,so^e  }jn,p9va^fÇj  gj_  ^ 
ayaçt  é^ard  9»x  jfoi^i^  ^C|]ip/ée^  (et  À  la  ré;s^UDfp,4fi 

pk»  ,(?*  .49:?);  »*=®?  ^iS°?^9fi>*  coQ^endI;o^:^  4q^ 
qualité  ^i^ftpti^^s  incqpnîipç,  ,?^ypir,  .l'inl^nsilp  d# 
cette  résistance  dont  la  direction  seulement  est  con- 
nue, et  les  coor<^nn,éps  de  son  point  d'applica- 
tion qui,  en  général,  jC^oge  4e  position,  pendant  le 
mouvement,  sur  la^urifce  .du  mobile;  jnais  on  aura 
quatre  autres  équations  de  condition  qui  complette- 
ront.,  dans  tous  les  cas,  le  nombre  des  équations 
nécessairps  J^^  4éte;fS>i>P^  \p  (4oubi(e  fuouvement 
de  translation  et  dp  i^otatio^  .dp  ipnobile.  £n  effet,  le 
point  d'application  àe  la  force  inconnue,  étant  le 
point  de  contact  de  la  surface  du  mobile  avec  le  plaa 
,fi^e  ,  «w»  a  4*?b9.«Kl>  .«iftïçp  fifis.txmfimT^omét» ,  lies 
^qu^S^qs  ,4e  fi»  ,plap;ftt  dp  ,ce«e  .fm&e»  ;  et  enspike , 
on  eu  a  ,4e;tuc  .autels  {M^r  9x$xivuxhi  conditiba  dm. 
<i9nta£t. 


/" 
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468^  Pour  former  ces  équations  de  conditi6n ,  et 
qu'il  y  a  de  plus  simple  ^  c'est  de  choisir  le  plan  fixe 
pour  l'un  des  plans  des  coordonnées  ;  menons  donc 
dans  ce  plàn^  les  deux  droites  perpendiculaires  Ox 
et  0/  (fig.  ï7%ct  une  troisième  Oz,  perpendiculaire 
à  ce  plan;  soient  x^  jr^z^  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  m  du  mobile ,  rapportées  à  ces 
trois  axes  fixes  ;  soit  aussi  G  le  centre   de   gravité 

de  ce  corps,  et  jc,  ^,  z,  les  valeurs  de  x,  /,  z^  re- 
latives à  ce  point;  supposons  que  Gx^ ,  ^,y  ^^,y 
sont  les  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  au  point 
6r,  et  désignons  par  x^y  jr^y  z^j  les  coordonnées  du 
point  m  y  parallèles  à  ces  axes;  enfin  concevons  par 
le  point  fixe  O,  trois  axes  Ox^y  Ojr^y  Oz^y  respect!- 
Tement  parallèles  aux  axes  mobiles  Gx^y  Gj^,  Gz/: 
en  conservant  aux  lettres  a,  by  Cy  etc.,  la  même 
signification  que  dans  le  n""  36 1 ,  nous  aurons 

x=x+  ax,+  by^+  cz,, 

et  réciproquement 

x,=  a(x  —  x)  +  i/(j^  —  jT)  +  c'(a— z)  , 

y^=:b(x-x)  +  bXy—})  +  b\z^l),^ 

z^  =  c(x  — x)  +  c'Ç^y  —y)  -hc'Çz  —z). 

Gela  posé,  la  surface  du  mobile  sera  définie,  dans 
ichaqne  cas  particulier,  par  une  équation  entre  les 
coordonnées  de  ses  différens  points ,  rapportées  à  des 
wcs  fixes  dans  l'intérieur  du  corps  et  mobiles  avec  lui; 
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BQus  sa{vpo6eroDS  que  ces  axes  sont.  les.  trois  dcoitea 
Gjc,,  Gjr^^  Gz,y  de  manière  que  l'équatioi;!  à/d  la 
surface  soit  exprimée  au  moyen  des  trois  coordon.-* 
nées x^^y^y  z/y  et  X  étant  une  fonction  de  ces  troia 
variables,  ùo«s  représenterons  cette  équation  par 
£  =  0.  En  y  substituant  9  à  la  place,  de  o^^^j*^,  2^^ 
leurs  valeurs  précédentes^  L  deviendra  une  fonction, 
de  Xyj:^  Zy  et  Ton  aura  Téquation  de  la  même  sur- 
face, rapportée  aux  trois  axes  OjCy  Ojy  Ozy  par  rap-^ 
port  auxquels  elle  change  de  position  pendant  lé 
mouvemeat.. L'équation  du  plan  tangent  au  point  m, 
qui  répond  aux  coordonnées  x^jr^z^  serâj^  comme 
on  sait, 

j/,  jr^,  z^y  étant  les  coordoi^p^es  d'un  point  quelcon««^ 
que  de  ce  plan,  paraUèles  aux  axi^s  Ox,  0;^.et  Oz., 
Maintenant  si  l'on  suppose  que  m^  est.  le  point  deh 
contact  de  la  surfaee  du  mpbile  et  4u  plan  suir  lequel 
il  se  meut,  qu'on  a  pris  pour  le  plan  des  a;,  ^,  on 
aura,^ar  rapport  à  ce  point ^^  ;s  =:  Oj,  et  par  coiir^ 
*équent 

d'ailleurs  le  prlan  tangent,  en  ce  point,  devant  coIa-^ 
cider  avec  celui  des  x,  ^,  son  équation  devra  se 
péduire  à  ^'  ==  o  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 

d(s  dL 

Or,  sans  effectuer  la  substitution  des  valeurs  de  x^l^ 


iêi  TIÎA.lff  ht  MfCAmqtJË: 

}];  ' ii]^'èAÛ%   la  foiw?li<)to  £-,■  û  Yàiif  f  iôMiiiûyte 

.•.'  ■     <  ê£~  dis.' ios'^dyj   dx'^ds/ doc:' 
0       •;•     iTj     êL   âxi\  dl   tht-    ■  âb   ds^  ■ 

mais  d  après  les  valeurs  précédentes  de  x]yj^y  2^,  on 
a  aussi 

les  équations  -^^^-^^  "SST^^^^^  peuTent  donc 
itré  renàplac^és  pfar  cëUes-ei  : 


U) 


dans.  lesquelles  on  à  l'avautâçe  d  employer  la  quantité 
Ly  telle  qu'elle  est  donnée  immédiafetnent^  c^ëst-à-« 
dire,  en  fonction  de  x^y  jr^y  Zy. 

Ainsi  réquation  de  la  surface  Z  =;=  o  ^  et  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  ont  lieu  ensemble^  entre  les  Jcoor- 
données  o:^ ,  j*^ ,  a^,  du  point  de  contact  m.  Ce  sont 
ces  quatre  équations  qu'il  faudra  joindre  à  celles  du 
mouvement  du  corps  y  po\xv  avoit  le  noml>re  des 
équations  nécessaires^  dans  chaque  cas^  à  la  solution 
complète  dit  problème. 


LIV.  IH.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.    i«5 
4(d9.  AppltquôaS' maflfnttnant  Ma  considérations 
générales  à  un  exemple  particulier. 

Supposons  que  le  mobile  est  un  ellipsoïde  homor 
gène ,  le  centre  de  gravité  G  sera  son  cei^tk*e  de 
figure,  et  les âx65 principaux  Gx^y  Gjr^y  Gz^y  seront 
ses  trois  diamètres  conjugués  rectangulaires  (n""  358); 
ré^virtion  de  m  rarflce,  rapportée  à  ces  trois  nts^ 
sera  donc 

êl,  €  ,  yy  étant  les  longueurs  des  trois  demi  -  dia- 
Aèttes}  par  opnsé^ent  on  aura  dans  ce  cas , 

<r<ûii  Vùà  toe 

les  équations  (a)  deviennent  donc, 

or,  à  cause  que  (n*  5éi) 

aoT+bb"  +  ce"  A  t,      «V+  fr'6r+  cV^s  o^ 

oïl  Mtidftif  lif  «M  éqtuitions,  efl  jj^etiMit 

ff  étttht  ufté  qoAttâtë  iùdiétef miné^.  En  6ul>f tituaiit  ces 
tàletvfè  dans  Féqiiâtionde  la  sm^Acei  et  ra^^imantle 
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fiicteur  »*€^y*,  commun  à  tous  les  termes^  il  vient 

ce  <j}xi  donne 


u?= 


^/^V»+C*A''*  +  a»a''** 


Si  Ton  substitue  ces  mémeis  valeurs  dans  Téquation 
(i)^  on  trouve  en  réduisant 


zH —  =  o. 

u 


Nous,  supposerons  le  mobile  placé  au-dessus  du 
plan  des  j:^  ^,  et  nous  compterons  les  valeurs  po- 
sitives de  la  variable  z,  au^des^us  dix  même  plan  ;  alors 

l'ordonnée  z  du  point  G  sera  positive ,  de  manière 
qu'on  devra  prendre  le  signe  — ^  devant  la  valeur  de 
u;  on  aura  donc 


«^a^ 


_  .  C^b" ^ 

y^c"  •  '  ■    .    ' 

*'  {/yc'^  +  Ç^b'^+.tL^arf, 

Telles  sont  l'expression  de  k  distance  du  centre  <?. 
de  l'ellipsoïde  cpie  nous  considérons  ^^  au  plan  des^^ 
j-,  et  celles  des  coordonnées  de  son  point  dé  contact 
m  avec  ce  plan  ^  rapportées  à  ses  diamètres  princi<^ 
paux.  Il  esLtaisé  de  vérifier  ces  résultats  ^  ^n  obserw 
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Tant  que  a%  V^  c%  sont  les  trois  cosinus  des  angles 
que  £ut  la  perpendiculaire  à  ce  plan^  avec  les  trois 
axes  Gx^,  Gjr^y  Gz,. 

4io.  Quant  aux  équations  du  mouvement  de  cet 
ellipsoïde  y  elles  dépendront  des  forces  qui  lui  sont 
appliquées;  supposons  donc  que  la  pesanteur  est 
la  seule  force  accélératrice  qui  agisse  sur  les  points 
de  ce  corps  y  et  que  le  plan  fixe  sur  lequel  il  roule  ^ 
est  un  plan  incliné;  désignons  cette  force  par  g, 
rinclinaison  du  plan  par  f ,  la  masse  du  mobile  par 
M,  et  par  il  ^  la  résistance  du   plan  qui  agira  au 
point  de  contact  m  y  suivant  la  perpend^ulaire  mK: 
Si  nous  prenons  Taxe  Ox  horizontal  ^  ou  ^  ce  qti  ^^ 
revient  au  même ,  le  plan  des jr,  z  vertical,  la  corn-» 
posante  de  la  force  g  sera  nulle  parallèlement  à 
cet  axe  y  et  ses  composantes  suivant  les  axes  Ojr^ 
et  Oz,  seront  exprimées  par  g .  sin.g  et  — g.cos.i; 
d'où  l'on  conclut,  en  ayant   égard  au    poids    du 
mobile  et  à  la  résistance  du  plan  fixe  (n**  5g8),  ce& 
équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  : 

Jlf.^  =  — Jfg.cos.«  +  /l;  (3) 

di  étant  l'élément  du  tems. 
Eu  intégrant  les  deux  dernières^  on  a 


r 
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l>y  Ey  ly,  Ey  dës^rtamt  te^  c!ônslaii€es  arbilfraiiiM^ 
âdnt  ks  vadetirâr  se  dëténmi!iei*Ottt  Mf  fidâyérc-A» 
la  vitesse  et  de  la  position  initktie  cUi  pôial  C^.  Ges 
/équations  montrent  déjà  que  le  mouvement  de  ce 
points  parallèlement  auplanfîte  ^est  unifoïTnément 
accéléré  y  et  qu'il  serait. .  wiifoihme  si  ce  pîan  était 
KorizontaK 

Comttie  la  valeur  de  ;&  est  déjà  conmie  en  fono- 
tion  des  ^uitntilés^  â%  V^  c%  l'équation  (3i)  servira  à 
déterminer  \a  force  /2y  au  moyen  des  niêmes  quan- 
tités^ doift  les-  vi^euifs  ^  en  fcmctimi  da  tems,  dé** 
pendent  du  mouvement  de  rotation  autonv  du 
point  G. 

4ii.  Diaprés  les  formulés  géhéi*aïéS  dû  ti»  563^, 
îes  équations  de  ce  mouveinénf  de  rotatiôfi  doivent 
contenir  les  composantes  de  là  fôfôe  Ry  paral- 
lèles au j^  axes  principaux  Gx^ ,  Gy^y  Gt^  ;  les  côm- 
posantes  du  poids  du  mobile  n'y  entrent  pas  y  parc^â 
que  le  point  G  est  son  centré  de  gravité;  of,  en 
multipliant  la  force  R  ,  par  les  cosinus  et  y  i*,  d% 
des  anjQ^les  que  fait  sa  direction  avec  ces  trois  axes, 
on  a  R(fy  RVy  JSc*,  pôUf  les  talèurs  de  ses  compo- 
santes ;  et  les  équations  du  mouvement  de  rotation 
seront^  d'après  le  n^  cite^ 

Cdr  +  (i?  —  j€).pqdt:t£Bf^Jf^y/x"ydt\ 
Bdq  +  (^  —  5) .  rpdt  =  RizpT  —  x/) .  dt, 
Adp  +  (C  —  B).  qrdt  —  R(yp"  —  z^) .  dt, 

A  y  Bj  C  sinik  les  trois^  irioMetis  d'inertie  de  l'el- 
lipsoïde y  par  rapport  à  ses  diamètres  principaux  ; 
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pi  tfyPy  représëniètn  Uê  quM^titë^  VâMabiéfi  dont 
dëpeâdl^f^kkrii  de  Fâté  ki^taftlatfëlf^  éf  Id  ^ésêé 
de  rotation  autour  de  étstàité  (n^'^jS)}  etlfiil^  x,^  y,^ 
Zj^  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact /n^  dont 
nous  venons  de  donner  les  yaléurs.  En  Ié$  substi*^ 
tuant  dans  cet  équationÇy  elles  deviennent 

On  obtient  facilement  détliè  intégrales  premières 
de  ces  trois  équations.  D  abord ,  en  les  ajoutant 
aprè^  atoit  iodltipfié  k  prMiièrë  par  ^^  laâeiijâètaié 
par  Vj  la  troisième  par  a',  il  vient 

fnais  il  existe  entre  les  quantités  i/y  Oy  c^^  p^q^  r^  lés 
relations  (n""  38 1  ) 

{({ti^^y^Al^lie',  {pâ'^fàr)At^ê9,  (fb'—q^ydt^da\ 

•     t  ». 

qui  réduisent  l'équation  précédente  à 

on  aura  donc ,  en  intégrant 

Cc'r+Bb'q  +  Aay  =  /  ; 

/  éldnt  la  doilétâ«të  à^bittàirë. 

J'à)dtite   de  ùottfétm  lè^  ët|ti;itî<Sil&  (4)^  a^cs 
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avoir  niuiUplié  la  première  par  r^  la  seconde  par  q^ 
la  troisième  par  pi  ^i  6n  ayant  égard  aux  relations 
qu'on  vient  de  citer ,  je  trouve 

Crdr+Bgd^i+Apdp  = ^y,..  ^c.,^.^^.,.. 

mettant,  z  à  la  place  de  Vy^c"* + Ç^b'^^a'a''^ ,  et 
pour  jR^  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  ^  on  a 

dzd^z  -    ' 

Crdr+Bqdg  +  j4pdp  =  —  ^'^"SîT'  "^ -^•^^••••^*î 

et  en  intégrant^  il  vient 

Cf^+B<i*  +  Jp''i-MÇ-^y+aMg.cos.t.l  =  Mh;     (5) 

h  étant  une  constante  arbitraire  essentiellement  po- 
sitive. 

On  ne  saurait  trouver,  sous  forme  finie,  d'autres 
intégrales  des  équations  (4);  mais  la  dernière  suffit 
dans  un  cas  particulier  que  nous  nous  bornerons  à 
considérer. 

4i  2.  Ce  cas  est  celui  où  l'un  des  axes  principaux^ 
par  exemple,  l'axe  Gx^ ,  reste  constamment  borîzon- 
tal.  Il  suffit,  pour  qu'il  ait  lieu,  que  le  plan  des  deux 
autres  axes  ait  été,  à  l'origine  du  mouvement^  ver- 
tical et  perpendiculai  re  au  plan  incliné ,  et  que  l'im-  . 
pulsion  primitive,  si  le  mobile  en  a  reçu  une,  ait 
été  dirigée  dans  ce  plan;  car  alors  tout  étant  par- 
faitement semblable  de  part  et  d'autre  de  ce  plaa 
principal,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  s'in^ 


LIV.  m.  SUITE  DE  LA  DYNAMÏQUË.  iS^ 

cline,  ni  d'un  côté  ni  de  l'autre,  de  sorte  qu'il  de- 
meurera yertical  et  perpendiculaire  au  plan  incliné 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Nous  sup- 
poserons  donc  que  le  plan  des^^,  z^^  coïncide  con^ 
tamment  avec  celui  des^,  z.  L'axe  de  rotation  ser^ 
alors  l'axe  Gx^;  par  conséquent  il  sera  perpendiculaire 
aux  deux  autres  axes  principaux  Gjr^  et  Gz^^  et  deux 
des  trois  quantités  p  ^  ^^  r^  savoir  q  ei  r^  seronî 
nulles  (n*  SyS).  La  vitesse  de  rotation  qui  est^  ea 

général,  V/^'+^^H-^^  se  réduira  donc  kp}  dail- 
leurs,  si  l'on  mène  par  le  centre  de  gravité  G 
(fig.  i8),  une  ^oite  Gz,  parallèle  à  l'axe  fixe  Oz^ 
et  qu'on  appelle  fi  l'angle  variable  z^Gz  compris 
entre  l'axe  Gz^  et  cette  droite,  il  est  évident  que  la 

vitesse  angulaire  sera  le  coefficient  différentiel  ^i 

On  aura  donc  ^  =  -j  \  on  aura  aussi    c*=z  cos  *  0^ 

i'  =  cos.(ioô*-f-d)  =  — sîn.ô,  et  ^ac=o,  puis- 
que ces  trois  quantités  a',  b'y  c%  sont  les  cosinus' 
des  angles  compris  entre  les  axes  Gx,,  Gjr^^  Gz^, 
et  l'axe  Oz,  ou  sa  parallèle  Gz. 

Au  moyen  de  toutes  ces  valeurs,  l'équation  (5) 
devient 

et  la  valeur  de  z  se  réduit  à 

d*où  Ton  tire 

^_(C--t«).Mii.<.cot.l    M 
^       V^>VcoV.O-fC.«n.i '  *' 
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Ainsi  9  i"".  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravita 
sera  la  même,  en  grandeur  et  en  direction,  que  si 
la  masse  M  était  réunie  en  ce  point,  et  que  les  deux 
forces  Mv  et  P,  lui  fussent  directement  appliquées  ; 
on  aura  donc ,  pour  déterminer  les  valeurs  initiales 

de  ^  c*  37  >  CCS  deux  équations 
mais  à  un  instant  quelconque ,  on  a 

£f  .     ,  ,   n         ^*        (C*— 'v*).sinJ.co8.9       M 

^  «^        V/>'.co8'.y-f.C*.fiin».ô      a' 

supposant  donc  que  l'on  compte  le  tems  à  partir  de 
l'origine  du  mouvement,  et  désignant  par  e  et  a»  les 

valeurs  de  9  et  j,^  <Fiî  répondent  à  cette  origine, 

de  sorte  qu'on  ait  à  la  fois 

1  =  0,      fl  =  ^,      ^  =  ., 

on  en  conclura 
2;  =  i/.im.K,  P=3fv. co8.ft+ — ^       ^  ^ 

^/>^cos^e+c^8iIl^c  ' 

ce  qui  fait  déjà  connaître  la  valeur  de  D  et  celle  de  P* 

2"*.  Les  forces  P  et  Mt^  impriment  à  l'ellipsoïde  , 
autour  de  l'axe  principal  Gx^y  perpendiculaire  à  leur 
plan,  la  même  vitesse  de  rotation  que  si  cet  axe  était 
fixe;  or,  la  force  P  étant  dirigée  suivant  la  droite 
mK  ,  son  moment  par  rapport  au  point  G  est  égal  k 
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^(cT"  -^ j)  y  y  ^*  y  étant  les  distances  des  points  G  et 
m,  à  l'axe  Oz;  d'ailleurs  le  moment  d'inertie  d(| 
l'ellipsoïde^  par  rapport  à  l'axe  de  rotation^  est  égal  à 

^•(^*+>*);  la  vitesse  angulaire  û>,  ou  la  valeur  ini- 
tiale  ^^  -Tij  ^^"^^  donc  déterminée  par  cette  équa^ 

« 

tion  (  n"  344)  : 

M  - 

^.  (C-+  y^)*  :^  P(  J^-^)  +  iïfv/:  (7) 

Mais  z,  ^ly,  étant  les  coordonnées  du  point  /w,  rap- 
portées aux  axes  Gz^^l  Gjr^ ,  on  a  par  les  formules 
les  plus  simples  de  la  transformation  des  coor^ 
données 

les  valeurs  de^^  et  js^  se  déduisent  des  formtdes  du  * 
n*  409  >  en  y  faisant  a^^s^^o ,  b" —  »  ■  sin .  e ,  c'œ cos  .  e, 
de  sorte  que 

* g^.sîn.g y*. COS. g *  ^ 

d'où  il  suit 

-  (y*  ' —  C^) .  si  n .  e .  cos .  é 

y'^y^  |/>*.cosVe+C».sin».c 

En  substituant  dans  l'équatibii  (7)  ,    cette  valqur 

dej^ — Jj  el  celle  de  P  qu'on  vient  d'obtenir^  ou 
trouve 

Ls-Ç^  +>  )  +   ^^3in^e-^(>.co8^e  J-" 
/•  .    (*>•— f*)f .cos.fc;sirt.c.côs.c 

y^7*.»in*.e  +  C"^C08*»«  ' 

:2,  i3 
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écfoalîon  qui   servira  à  déterminer  la  vitesse  ini- 
tiale O). 

MaitïteiMliit  si  Von  fait  6=<?  et  j^  =  op  ,  dans  l'é- 
quation (6) ,  dt  que  l'on  y  substitue  cette  valeur  de 
û> ,  on  aura  la  valeur  de  la  constante  h  que  cette 
équation  renferme» 

414.  Examinons  spécialement  le  cas  où  le  plan 
fixe  e^t  horizontal,  et  où  l'ellipsoïde  n'a  reçu  aucune 
impulsion  primitive  ;  nous  aurons  alors  6=0,  ^^=0, 
û)=:o,  D^=^o;  la  valeur  de  ^  du  n^  410  se  réduit 
à  E;  d'où  l'on  voit  que  le  centre  G  demeurera  cons- 
tammeirt  sur  la  même  perpendiculaire  au  plan  fixe , 
c'est-à-dire^  sur  la  même  verticale.  Soient  jffGJ5' 
et  CGC  (fig.  19)  ,  les  deux  axes  de  Tellipsoïde  dont 
leà  longueurs  adnt  représentées  par  nC  et2y  ,ét  qui 
tpûmem  autour  du  point  G,  tandis  que  le  troisième 
axe  reste  horizontal.  Tant  que  l'une  de  ces  deux 
droites  coïncide  avec  la  verticale  OGzy  menée  par 
le  centre  G  ^  l'ellipsoïde  demeure  en  équilibre  ;  le 
mouvement  commence  aussitôt  que  l'on  incline  un 
tant  soit  peu  l'axe  qui  était  vertical.  Représentons 
toujours  pare,  l'angle  initial  CGz^  angle, que  nous  ' 
supposerons  très-petit,  de  manière  que  l'ellipsoïde 
soit  très-peu  ééarté  ae  la  position  d'équilibre  dans 
laquelle  Taxe  CGC  est  vwtical. 

En  Bsiisant  e=o,  9==^^  ^=0  ,  dsLnsYéqasLiion 
(6) ,  on  aura  ^ 

et  en  y  substitiiant  cette  valeur  de  h,  elle  deviendra 
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Le  premier  membre  est  une  quantité  essentiellemenv 
positive  ;  la  valeur  du  second  membre  devra  donc 
rester  positive  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment ;  or ,  il  est  aisé  d'écrire  ce  second  men^bre 

r* 

:$ous  cette  autre  forme  : 

d'où  Foû  conclut  que  U  produit  des  deux  Êiotto» 
€* — y*  et  sin.*<? — sin.*ô  sera  constamment  positifs 
ou  que  ces  d^ux  facteurs  auront  constamment  le 
même  signe.  Si  donc  on  a  C^  j^,  on  aura  aussi  0  <C  e 
pendant  toute  la  durée  du  mottveai4$nt;.dQfic  ^or0 
Taxe  CG  oscillera  de  part  et  d'autre  de  la  verticale 
Gz  y  et  ne  s'en  écartera  jamais  dW  angle  plus  grand 
que  e.  Si  l'on  a  S<^y/il  faudra  qu'on  ait  en  même 
tems  8>>;  par  conséquent  ^  cfaekfiie  petit  qve  fioil 
l'angle  initiale,  l'axe  CG  ne  rfiirîeiidni  pa8:klapa^ 
sition  verticale  dont  on  l'a  écarté ,  et  au  contraire 
il  s'en  éloignera  davantage. 

On  voit  par  là  que  la  position  de  Tellipsoïde, 
ds^ns  lacpnelle  CGO  est  veirtîcal,  est  une^iosîtioii 
d  équilibre  stable  ou  senleinent  instmUanJe,  sefaK* 
que  cet  axe  est  plus  petit  on  plus  gftnd.  qa«  TaiUro 
axe  jBGB\  An  reste,  cette  stabiHté  n'est  relative 
qu'aux  dérangeraens  dans  lesquels  le  troisième  axe 
de  Tellipsoïde  demeure  horizontal  :  pour  }a  atabilité 

i3, . 
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absoluQ^  il  est  nécessaire^  d'après  le  théorème  cité 
dans  le  n**  178,  que  l'axe  CGC ^  qu'on  suppose  ver- 
tical^ soit  à-la- fois  plus  petit  que  l'axe  BGB  et  plus 
petit  que  le  troisième  axe. 

4i5.  En  supposant  l'angle  e  très-petit  et  5/  <  ^, 
il  est  facile  de  déterminer  la  loi  des  oscillations  du 
petit  axe  CGC  y  de  part  et  d'autre  de  la  verticale 
OGz.  En  effet  9  si  l'on  tire  de  la  dernière  équation 

du  n**  précédent ,  la  valeur  d^  375  ^  et  qu'on  y  né- 
glige les  quatrièmes  puissances  des  angles  6  et  e^ 
ainsi  que  le  produit  de  leurs  carrés  ^  *  on  trouve 


Je  Êâs,  pour  abréger  , 


la  quantité'/  est  positive  ,  et  en  résolvant  l'équation 
précédente  par  °rapi>oirt  kdt,  il  vient 


(i.dts= 


S 


r 

je  mets  le  signe*— 'devant  le  radical ,  parce  que  je 
compte  le  tems  t  k  partir  de  l'origine  du  mou«- 
vement^  de  manière  que  l'angle â  diminue,  qiiand 
le  tems  augmente.  En  intégrant  et  déterminant  la 
constante  arbitraire,  par  la  coaditioo  Ss=e,  qnand 
(;=o,  ona 
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_  *■ 

l/|.f  =  arc/cos=  -J      et      6  =  c.cos.«  i/C 

Cette  valeuF-de  0  montre  que  les  oscillations  du  petit 
axe  CGC\  suivent  la  même  loi  et  se  font  dans  le 
même  tems  y  que  celle  d'un  pendule  simple  d'une 
longueur  égale  à  /  (n'*  271). 

Pendant  ce  mouvement ,  le  centre  G  oscille  éga- 
lement sur  la  verticale  OGz;  en  négligeant  la  qua- 
trième puissance  de  t  dans  l'expression  de  son 
ordontiée  verticale  ^  on  a  ' 

en  mettant  pour  6  sa  valeur^   et  observant   que- 

cos.*=--4--.cos.a  •  il  vient 
a  '  3 

d'où  Von  peut  conclure  que  le  centre  G  sera  le 

plus  baut^  toutes  les  fois  que  l'angle  2^t/^ser» 

un  multiple  pair  de  la  demi  -  circonférence  y  et  le 
plus  bas  y  quand  ce  même  angle  en  sera  un  multiple 
impair.  La  différence  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  hauteur^  ou  l'amplitude  de  chaque  oscilla- 
tion, est  égale  —     ^  >  ^  et  sa  durée  est  moitié  der 

celle  des  oscillations  du  petit  axe  ;  de  manière  que 
1^  centre  fait  deux  oscillations  entières  sur  la  ver- 
ticale OGz  y  pendant  que  le  petit  axe  en  achève  une 
^eule^  de  part  et  d'autre  de  cette  ligne.    . 
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4i5.  Four  second  exemple  du  mouvement,  dW 
corps  sur  un  plan  fixe  y  nous  nous  contenterons 
d'indiquer  It  mouvement  dune  sphère  pesante  et 
non  hotaiogène,  ^i  rOuIe  sur  un  plan  incb'né.  Cha- 
cun peiil  facilement  appji^u^r  à  cet  exemple  une 
analyse  semblable  à  celle  de&t  nous  venons  de  don- 
ner tous  les  dëlaxls  y  rdiativement  à  Tellipsoïde  ho- 
mogène y  et  Ton  sera  «conduit  à  des  résultats  tout-à- 
fût  analogues. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  y  que  le  point  de 
contact  du  mobile  et  du  plan  fixe  pouvait  varier 
pendant  le  mouvement ,  sur  la  surface  du  corps  ; 
mais  il  arrive  quelquefois  que  Je  plan  fixe  touche  le 
mobile,  constamment  en  un  même  point  de  sa  sur^ 
face;  dans  cette  hypothèse^  il  n^est  plus  nécessaire 
que  l'équation  de  cette  surface  soit  donnée ,  et  elle 
peut  même  n'être  point  assujétie  à  la  loi  de  con- 
tinuité :  il  suffit  de  connaître  la  position  du  centre 
de  gravité  y  la  direction  des  trois  axes  principaux 
qui  se  ^coupent  «en  ce  poinit  y  et  les  valeurs  des  trois 
momens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes.  C'est  ce  cas 
particulier  que  nous  allons  considérer  dans  la  ques* 
tion  suivante  ^  où  il  s'agira  de  déterminer  le  mou- 
vement d'un  corps  pesant  terminé  par  tne  pointe, 
et  qui  touche  constamment  le  plan  fixe,  par  Textre- 
iMtë  de  cette  pointe  :  ^le  «jeu  de  4a  tempie  présente 
un  exempljp  de  ce  jnouvBment. 

4i6.  Soit  m  (fig.  20)  Textrémîté  de  la  pointe; 
G  le  centre  de  gravité  du  mol>3e  ^  et  7  la  distance 
Gm.  Pour  simplifier  la  question  ^  supposons  que 
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Gm  est  un  des  axes  priacipau^  du  niûbH^^*  $mi  ^ 
coupent  au  point  G^  Spîent  Gx^  el  ùj^f  ,Ie3  d^Uj£ 
autres  axes;  désignons  par  x^,j^yZ^y  les  coordon^ 
nées  d'un  point  quelconque  du  «cioBile ,  parallèles 
aux  trois  axes  Gx^ ,  Gjr, ,  Gz^  j  dont  le  troisième  est 
le  prolongement  de  Grn;  relativement  au  point  m^ 
nous  aurons  z^=6,  jr=:Oy  2^= — l;  par  consé^ 
quent  les  trois  équations  dû  mouvement  de,  rçta- 
tion  autour  du  centre  de  gravité  y  données  ]^récé- 
demment(n''4ii)>  ^^  <iuî  conyiennent  à  un  oo^ps 
pesant  de  forme  quelcon^e,  deviendront^  dans  1^ 
cas  actuel^ 

Cdr  +  (5  —  >0  -PT*  =  o  » 

Bdq  +  Ia  —  C).tpdt  =  —  Rla".dt, 

Jdp+  \C  —  B).qrdt  =  Rlb'.dt  : 

Ay  By  C  sont  les  momens  d'inertie  relatil^  afuic 
axes  Gx^ ,  Gy^y  G%^  ;  R  est  la  ré&îstance  du  plan 
fixe  qui  s^exerce  au  point  m  y  suivant  la  perpend^ 
culaire  mK  élevée  sur  ce  plan  ;  a^  et  V^  sont  les 
cosinus  des  angles  que  font  les  axes  Gx^  et  Gjr^y  avec 
cette  droite  >  ou  .avec  sa  parallèle  G%  ;  enfin  y  les 
quantités  Py  Çy  Pj  ont  ici  la  méine  signification  quQ 
dans  le  n*  57 5. 

Menons  par  un  point  O,  pris  arbitrairement  danà 
le  plan  fixe,  trois  axes  firxes  et  rectangulaires  Ozy  Ojr^ 
Chc^  le  premier  perpendiculaire  w  plan,  eA.'Ies  d^ux 
autres  dirigés  cUos  le  pl^n  jçnême;  ^upposon^  Vfi%^ 
Ox  horizontal;  représentons  par  £  J'inirlipiaison  A^ 
plan  fixe  sur  un  plan  horizontal  p  par  g  la  pfti|tu« 

teur  y  et  par  Xy  je  y  Zy  les  côordojiiftée$i  d«  ceqtM  à/^ 
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gravité  G,  rapportées  a  ces  trois  axes  fixes.  Noiis 
trouverons,  comme  dans  le  li*  4ï^> 

y  =  ^ h-Dt,     x=iyt\ 

•^  a 

t  désignant  le  tems  écoulé  depuis  l'origine  du 
mouvement,  eiD  ei  D"  des  constantes  arbitraires 
qui  dépendent  de  la  vitesse  initiale  du  point  G:  je 
supprime  les  constantes  E  et  E\  ce  qui  revient  à 
supposer  qu'à  Forigine,    Taxe    Oz  passait  par  le 

point  G.  Quant  à  la  troisième  coordonnée  2 ,  du 
centre  de  gravité,  nous  avons  évidemment 

en  appelante',  le  cosinus  de  Tangle  KmGy  ou  zGz^. 

^Substituant  cette  valeur  de  z  dans  Téquation  (5)  , 
du  n*  cité,  on  aura 


d'^c 


'•^«^ 


ilf  étant  la  masse  du  mobile;  et  si  l'on  élimine  main- 
tenant  l'inconnue  jR,  contenue  dans  les  équations 
précédentes^  elles  serviront  ensuite  à  déterminer  le 
mouvement  de  rotation  autour  du  point  G. 

417-  D'après  la  remarque  générale  du  n*  58o,  les 
véritables  inconnues  du  mouvement  de  rotation 
sont  les  trois  angles  d'où  dépend  à  chaque  instant 
la  direction  des  axes  principaux  du  mobile ,  par 
rapport  à  troiç  axes  fixes.  Concevons  donc,  par  It 
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point  O,  trois  axes  Ox^y  Oy^y  02^,quî  demeurent 
constamment  paraHèles  aux  axes  principaux  Gx^y. 
Gjr^j  Gz/f  soit  iVOiVV  l'intersection  du  plan  mobile 
xOy^y  avec  le  plaa  fixe  xOjTy  faisons^  comme  dans 
le  n'  56i , 

la  direction  des  trois  axes  mobiles  dépendra  de  ces 
trois  angles  4/  ^  8  ^  (Py  dont  les  valeurs  seront  dé- 
terminées au  moyen  des  quantités  p,qyr^  par  les- 
trois  équations  {a)  du  n*  38o ,  savoir  : 

pd/=  sin.^.sin.ô.d^  —  cos.^.cM,    j 
rdt=dç  —  cos.i.d-^.  j 

Nous  aurons  aussi  (n*  56 1  ) 

û'  =  —  sin.fl.sin.ip  ,       i"  =  —  sin;9.cos.^,       c*' =  cos.9; 

de  sorte  qu'en  substituant,  ces  valeurs  de  a%  b'y  c*, 
dans  les  équations  du  n"*  précédent,  et  les  joignant 
ensuite  aux  équations  (a)  y  on  aura  les  six  équations 
différentielles  nécessaires  pour  déterminer  les  in- 
connues;?, qyPj  4  >  8  et  <p,  en  fonction  du  tems. 

4i8.  On  trouve  facilement  deux  intégrales  pre- 
mières des  équations  du  n""  4i6>  savoir: 

jipa"  +  Bqb"  +  Crc"  =  k, 

^J  +QMgl.co8.e,c'*=:h', 

À  eï  h  étant  les  constantes  arbitraires.  La  première 


I 


202  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE 

s'oblîexU  en  multipliaat  ces  équations  par  c%  b^y  a% 
les  ajoutant  ensuite >  réduisaiit  et  intégrant^  comm^ 
dans  le  n*4ii;  1>^  s^<^onde,  en  les  ajoutant  après 
les  avoir  mulUpljes  par  r^p^  ç^  ce qjui  doave 

jipdp  +  Bqdq  +  Crdr  =  Rl{pV —  qa'^M  ; 

puis  en  mettant  pour  R  sa  valeur  (n*  4i6)  9  obser- 
vant que  {fja'-^pV)  .dt=idc,  et  intégrant.  ^ 

Ces  deux  intégrales  suffisent  pour  résoudre  le 
problème  dans  un  cas  particulier  fort  étendu  :  dans, 
le  cas  oit  les  deux  momens  d'inertie  A  tX,  B  sont 
égaux  y  et  où  ^  par  conséquent  y  toutes  les  droites 
menées  par  le  point  G  et  perpendiculaires  à  l'axe 
Guiy  sont  des  axes  principaux.  Cette  hypothèse  a 
lieu^  quand  le  mobile  que  nous  considérons  est 
un  solide  de  révolution ,  dont  Gm  est  Taxe  de  figure  ; 
ou  bien  y  quand  ce  corps  est  une  pyramide  dont 
^m  est  le  sommet,  et  qui  a  pour  baise  un  polygone 
régulier  d'un  nombre  quelconque  de  côtés  ;  el 
enfin,  relativement  à  un  ^rand  nombre  d'iautre^ 
solides. 

En  faisant  Az=:By  la  première  des  équations  do 
n*  4^6,  se  réduit  à  Cdrz=z  o  ;  d'où  Ton  tire,  en  in- 
tégrant, r=:a,  a  étant  une  constante  arbitraire.  Les. 
deux  intégrales  précédentes  deYienneint 

« 

or,  onac^=:cos.fl,  rfi/sss' — sîn.l.^>  et  en  verUa 
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des  équatlions  (a) , 

par  conséquent  y 

}e  comprepds^  ce  qui  est  permis^  la  constante  — 0^% 
dans  la  constante  arbitraire  h.  Eliminant  -^ ,  entro 

dt  ^ 

ces  deux  équations^  on  trouve 

_  (A _  Cil. COS. 6)*.  (c) 

Si  ronresoiri  ceUe-ci  par  rapport  à  Jr,  on  en  tirent 
une  Ynleur  de  celXe  forme  :dt:=F^.di;  d'où  Toa 
conclura,  par  la  méthode  des  quadratures^  la  valeur 
de  /  en  fonction  de  6,  et  réciproquement,  celle  de  9 
en  fonction  de  t.  En  mettant  pour  £?^,  sa  valeur  dans 
la  première  des  équations  {&)  y  on  aura  la  valeur  de 
d^  sous  la  même  forme  ;  intégrant  donc,  on  en  dé- 
duira la  valeur  de  %{/  en  fonction  de  S.  De  méme^  si 
Ton  met  les  expressions  de  dt  et  -d^y  dans  la  troisième 
des  équations  (a),  et  qu'on  y  fasse  r=/i,  on  aura  , 
la  valent  4e  d^  sous  la  forme  :  d^=:f9.d9;  par  con- 
séquent, par  une  troiHème  intégration,  l'angie  f 
sera  aussi  déterminé  en  fonction  de  0.  Ainsi  la  so- 
lution du  problème  est  ramenée  à  intégrer  trois 


\ 
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formule^ différentielles  dépendantes  dune  seule  var- 
riable,  savoir^  de  l'angle  S;  mais  ces  formules  ne  sont 
pas  du  nombre  de  celles  dont  on  connaît  les  inté-^ 
grales  sous  forme  finie. 

Les  constantes  arbitraires  qui  seront  introduites 
par  les  intégrations  des  valeurs  de  dl,  d-^ydPy 
se  détermineront  immédiatement  d'après  les  valeurs 
des  troisanglçs^,  ^,  0,  à  Torigine  dumouvement, 
époque  d'où  Ton  comptera  le  tems  t.  Les  trois 
constantes  n,  k^  hy  qui  entrent  dans  ces  expressions 
différentielles,  ainsi  que  D  et  D' qui  sont  contenues 

dans  les  valeurs  de  jr  et  x^  dépendront  de  a 
grandeur  et  de  la  direction  de  l'impulsion  primi- 
tive que  le  mobile  a  pu  recevoir  ;  on  les  déterminera 
en  ayant  égard  à  la  percussion  que  le  plan  fixe 
éprouve  a  l'origine  du  mouvement,  ou  à  la  résis- 
*^  tance  de  ce  plan,  qui  détruit  cette  percussion  ;  mais 

nous  n'insisterons  pas  sur  cette  détermination ,  qui 
ne  présente  ni  une  grande  difficulté ,  ni  un  grand 
intérêt. 

419.  Soit  A  la  valeur  initiale  de  l'angle  fi,  c'est- 
à-dire,  l'angle  compris  à  l'origine  du  mouvement , 
entre  l'axe  m  G  du  mobile  et  la  perpendiculaire  mK 
au  plan  fixe.  Pendant  un  certain  intervalle  de  tems  , 
l'angle  fl  différera  peu  de  et;  or,,  si  l'on  fait  fl=flt+«, 
on  déterminera  aisément  une  valeur  de  z«,  qui  sera 
suffisamment  approchée ,  tant  que  cette  quantité  de- 
meurera très  -  petite  j  par  ce  moyen ,  on  pourra 
reconnaître  s'il  est  possible  que  l'angle  fi  reste  àpeu 
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près  constant  pendant  toute  la  durée  du  mouvement^ 
et  dans  quel  cas  cette  circonstance  aura  lieu. 

En  effet,  nous  aurons  d&:=:,du;  en  mettant  dan« 
l'équation  (c)y  a+ukla  place  de  9,  elle  donnera 

la  yaleur  de  -^  en  fonction  de  u,  et  en  déTelop*^ 

pant  cette  yaleur  suivant  les  puissances  de  ii,  on 
aura  un  résultat  de  cette  forme  : 

du*  • 

■Tsr  =«  +  ûto  —  eu*  -f-  etc.  ; 

a,  by  c,  etc.,  étant  des  coeflïciens  constans.  Je 
néglige  la  troisième  puissance  de  U}  je  résous  cette 
équation  par  rapport  à  iit,  et  j'ai 

•  du 

dt  = 


j/a +  aétt— eu** 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

t  V^c  +  C=5=arc.  (sin.  =     .        =rj; 

€  désignant  la  constante  arbitraire.  Si  Ton  comptée 
le  tems  t  à  partir  de  Torigin^  du  mouyement,  ou 
aura  à-la-fois  0=:  o  et  u=:  o,  ce  qui  déterminera  la 
valeur  de  la  constante  ;  mais,  pour  simplifier,  nous 
conserverons  la  lettre  €. 
Cette  intégrale  donne 


u=|  +  Y/?+|".sia.(//c+0- 


Quand  la  quantité  c  sera  négative,  \/cseraiaia^ 
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giaaîre,  et  h  sî^us  de  t  \/&+  €,  se  changera^  par 
les  formulas  qoaiii»«fi>  en  expooentieUes  réelles;  d'où 
Vqjx  pwt  canclupe  qu'il  eit  aécessaire  et  qu'il  suf-^ 
£t f  pour  ^lue  h  voleur  de  h  r«^te  constammeat  très«- 

•p^to^  que  iefi 'qYiaadtM  ^  et  y -4- -r^  soient  l'une 
mê  Lautn  tBà»*pelifecp  >  e(t  que  o  soit  positive. 

4^0.  Lorsque  les  deux  premiers  coefficîens  a  et  6 
seront  nuls^  la  V2ileur  de  u  sera  aussi  égale  à  zéro; 
donc  alors  l'angle  9  sera  rigoureusement  constant 
^ndant  toute  k  durée  du  mouveoient^  de  manière 
que  l'axe  mG  et  le  plan  vfij.f  qui  lui  est  perpendi*- 
culaire^  conserveront  une  inclinaison  constante  sur 
le  plan  fixe.  En  même  tems  la  droite  NON'  y  pa- 
rallèle à  rintersection  mobile  de  ces  deux  plans, 
tournera  uniformément  autour  du  point  O  ;  car  y 
d'après  la  premièi^e  équation  (b)  y  si  l'angle  d  est  in- 
variable,  la  valeur  de  ^ l'est  aussi,  et  l'angle  4  >  ou 

NOxy  croit  proporlionnellement  au  tems. 

Quand  la  valeur  de  u  sera  seulement  très-petite  ^ 
Vinclinaison  de  l'axe  mG  et  celle  du  plan  xjGj^y 
sur  le  plan  fixe,  oscilleront  pendant  le  mouvement, 
de  part  et  d'autre  d'un  état  moyen ,  dont  elles  s'écar* 

teront  d'autant  moins,  que  le  coefficient  y  ^-4*  ^ 

sera  supposé  plus  petit.  Le  mouvement  de  la  droite 
NON'  autour  du  point  G  y  sera  également  variable  , 
et  l'on  déterminera  l'inégalité  de  ce  mouvement 
qui  correspond  à  la  variation  de  l'angle  6^  en  subs«* 
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Il  tuant  flt+aà  la  place  defl,  dans  la  première  équation 
(b).  Si  l'on  néglige  le  carré  de  i^^  et  qu^on  mette 
pour  u  sa  valeur ,  il  est  évident  qu'on  aura 

a'  et  b'  étant  des  coefficiens  constans  ;  d^où  Ton  tire^ 
en  intégrant, 

fj  — 

4  =  fl'< =.,COS.  (/  t/c  +  C)  +  y; 

y  désignant  la  constante  arbitraire.  La  troisième 
équation  (a)  donnera  de  la  même  manière  ,  la  valeur 
approchée  de  l'angle  ^  ;  au  moyen  de  ces  valeurs 
de  0,  4  et  ^,  en  fonction  du  tems,  on  pourra  assi- 
gner k  chaque  instant  la  direction  des  axes  Oœ  ^ 
Ojr^  y  Oz,  y  parallèles  aux  trois  axes  principaux  Gx^^ 
Gjr^j  Gz,^  d'ailleurs  les  coordonnées  x  ely  du  point 
G  sont  connues  ;  sa  troisième  coordonnée  z  Test 

aussi  ,  puisqu'on  a  (n*  4^^)  ^=  /c'=Z.cos.fl; 
par  conséquent  le  double  mouvement  de  rotation 
et  de  translation  du  mobile^  est  complètement  dé- 
terminé. 
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CHAPITRE  Vn. 


DU    CHOC    DES    CORPS. 


§.  P'-  Choc  de  deux  corps  sphériques  et  homogènes» 

431.  JL  ous  les  corps  de  la  nature  sont  plus  ou 
moins  compressibles;  et  quand  une  cause  quelconque 
les  a  comprimes  y  ils  tendent  tous,  plus  ou  moins  y 
à  reprendre  leur  figure  primitive.  Cette  tendance  est 
ce  qu'on  appelle  YéLaslicité.  Un  corps  est  parfaite-- 
tnent  élastique  y  lcM*squ'il  reprend  exactement  sa  figure 
primitire,  aussitôt  que  la  cause  qui  l'a  compripaé 
vient  à  cesser  d'agir  sur  lui.  L'élasticité  n'est  point 
en  raison  de  la  compressibilité  :  l'air  et  le  gaz  sont 
les  corps  les  plus  compressibles  y  et  ils  sont  aussi 
parfaitement  élastiques  ;  mais  il  y  a  tel  autre 
corps  très-compressible^  qui  est  à  peu  près  dénué 
d'élasticité,  et  tel  autre,  très -peu  compressible, 
dans  lequel  on  observe  une  élasticité  parfaite. 

Nous  allons  exposer  les  lois  de  la  communication 
du  mouvement,  d'abord  entre  des  corps  que  nous 
regarderons  comme  dénués  d'élasticité,  et  ensuite 
entre  des  corps  parfaitement  élastiques;  et  pour  com- 
mencer par  le  cas  le  plus  simple^*les  mobiles  que 
nous  considérerons  dans  ce  premier  paragraphe^ 
seroQt  des  sphères  homogènes ,  dont  les  centres  se 
meuvent  sur  une  même  droite,  et  dont  tous  les 

poiats 


LIV.  m.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE-  209 
points  décrivent  des  parallèles  à  cette  droite.  Tout  » 
étant  semblable  autour  de  cette  droite^  il  est  éyident 
que  le  choc  ne  saurait  imprimer  aucun  mouvement 
de  rotation  à  de  semblables  mobiles ,  de  manière 
qu'après  le  choc ,  leurs  différens  points  continueront 
de  décrire  des  droites  parallèles^  avec  une  vltçsse 
commune  qu'il  s'agira  de  déterminer. 

422.  Soient  Ae\A'  (fig.  31)  deux  sphères  ho- 
mogènes, et  non  élastiques;  c  et  c'  leurs  centres; 
BDy  la  droite  sur  laquelle  ces  deux  points  se  meu- 
vent. Pour  fixer  les  idées  ^  supposons  que  les  deux 
corps  s'avancent  du  point  B  vers  le  point  D^  et  que* 
la  vitesse  de  ji  est  plus  grande  que  celle  de  A'.  Le 
mobile  A  finira  par  atteindre  le  mobile  A';  or, 
quand  deux  corps  compressibles  viennent  a  se  ren«- 
contrer,  ils  se  compriment  mutuellement,  en  vertu 
de.leur  différence  de  vitesse;  la  compression  con- 
tinue jusqu'à  ce  que ,  pour  ainsi  dire ,  leurs  vitesses 
se  soient  nuses  de  niveau;  ce  qui  arrive  dans  ua 
tems  d'autant  plus  court,  que  les  cojrps  soni  moins 
compressibles^  ou  qu'ils  approchent  davantage  d'être 
parfaitement  durs.  Il  faut  toujours  admettre  dans 
les  corps  les  plus  durs  qu'on  puisse  trouver,  un 
certain  degré  de  compressibilité,  et  supposer  qu'en 
se  choquant  ils  se  compriment  pendant  un  tems 
dont  la  durée  sera  quelquefois  inappréciable.  Ainsi, 
dans  le  choc,  la  vitesse  de^sera  diminuée,  et  celle 
de  A'  augmentée^  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  deve- 
nues égales  ;  alors  les  deux  mobiles  cesseront  d'agir 
l'on  sur  Tautre;  puisque  nous  les  supposons  dénués 
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d'élasticité,  ils  conserveront  la  forme  qae  la  coni'^ 
pression  lear  aura  donnée  ;  ils  continueront  donc  h, 
se  mouvoir  avec  une  vitesse  commune ,  comme  s'ils 
ne  formaient  qu'un  seul  et  même  corps.  Désignons 
par  u  cette  vitesse  après  le  choc  ;  par  p  la  vitesse 
de  Ji,  et  par  t^'  celle  de  -^',  avant  le  choc  ;  par  m  et  m' 
les  masses  de  ces  deux  corps.  Nous  aurons  v  —  u, 
pour  la  vitesse  perdue  dans  le  choc  par  le  corps 
jif  et  tt  —  i^\  pour  la  vitesse  gagnée  par  Jl';  donc, 
d'après  le  principe  de  D'Alembert,  l'équilibre  doit 
exister  entre  les  deux  masses  m  et  m',  animées  des 
vitesses  i^— «  et  u — /.  Or,  la  notion  que  nous 
avons  de  la  masse  des  corps ,  suppose  que  les  masses 
de  deux  mobiles  sont  en  raison  inverse  des  vitesses 
avec  lesquelles  elles  se  font  équilibre  dans  le  choc 
(n*  5 12);  nous  aurons  donc  cette  équation 

qui  servira  à  déterminer  la  vitesse  u,  au  moyen  des 
vitesses  u  et  /^  et  d'où  Ton  tire 

mv  +  m  V 

Par  un  raisonpement  semblable ,  ejt  que  je  m« 
dispenserai  de  répéter,  on  trauv^rs^  pour  la  yltess# 
après  le  choc^ 

mv  —  mV 


m  -f-  lïi 


f    t 


dans  le  cas  où  les  deux  mobiles ,  au  lieu  de  se  mou« 
voir  dans  le  même  sens ,  iront  au  contraire  Tun  au<- 
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devant  de  Tatilre ,  arec  des  vitesses  p  et  i/\  Le  mou* 
vemetit  des  deux  masses  réunies  aura  Heu,  après  ie^ 
cboc,  dans  le  sens  du  mouvement  de  i»  ^  ou  dans 
celui  du  mouvemetit  de  m',  avant  le  choc, selon  qu'on 
aura  /wt;>mV,  ou  mV^mv.  Au  reste,  cette  se- 
conde valeur  de  u  peut  être  comprise  dans  la  pre- 
mière ,  en  convenant  de  regarder  comme  positives , 
les  vitesses  dirigées  dans  un  sens,  par  exemple  dft 
B  vers  /?,  et  comme  negalives/les  vitesses  dirigées 
dans  le  sens  opposé  ,  ou  de  />  vers  JB. 

425*  Il  est  important  d'observer  que  le  seul  effst 
du  choc  mutuel  de  deux  corps  non  élastiques,  est 
de  réunir  leur  masse  en  une  seule ,  qui  se  trouva 
avoir  la  même  vitesse  que  si  les  forces  qui  ont  mis 
ces  deux  corps  en  mouvement ,  agissaient  simul-* 
tanément  sur  celte  masse  totale.  En  effet,  soit  F 
la  fprce  qui  imprime  la  vitesse  i^,  à  la  masse  m; 

cette  même  force  communiquera  une  vitesse    ^^ 

à  la  masse  m+m'  (n*  5ï5);  soit  aussi  F",  la  force 
qui  a  communiqué  la  vîtiesse  ï^',  à  la  masse  m';  agis- 
sant sur  la  masse  m  -4-  m',  elle  lui   communiquera 

la  vitesse  ^^,\  la  vitesse  de  m-f-m',  due  à  l'action  ' 

simultanée  des  deux  forces  F  et  F,  sera  donc  égd^ 

a  la  somme  ~p^,  +  --^^  ,  quand  F  «t  T  seront 

dirigées  dans  le  même  sens;  elle  sera  égale  k  U 

différence  ^jj^,--^il-,  lorsque  leors  dîrecUon» 

seront  contraices^  et  dans  ce  cas,  cette  yttesse  sors 

«4.. 
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dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux 
forces^  qui  répond  à  la  plus  grande  des  deux  quau- 
tilés  mv  et  mV.  Or,  dans  les  deux  cas,  la  vitesse 
de  /72-f-m'  coïncide  avec  celle  qui  résulte  du  choc 
des  deux  masses  m  et  m\ 

424*  Si  l'une  des  masses  m  et  m'y  par  exemple  la 
masse  m'y  est  en  repos  avant  le  choc ,  et  qu  elle  soit 
extrêmement  grande  par  rapport  à  la  masse  m,  qui 
vient  la  frapper,  on  aura  /=o,  et  la  vitesse  après 

le  choc  se  réduira  à     7^  ,y  quantité  extrêmement 

petite,  que  Ton  peut  souvent  regarder  comme  nulle. 
Dans  la  nature ,  il  n'existe  aucun  point  absolu- 
ment fixe  ;  il  n^'existe  que  des  masses  qui  sont  comma 
infinies  par  rapport  à  celles  des  corps  en  mouve- 
ment; de  manière  que  ces  grandes  masses  détrui- 
sent le  mouvement  des  autres  corps ,  sans  prendre 
une  vitesse]  appréciable.  C'est ,  par  exemple,  ce  qui 
arrive  par  rapport  aux  différens  mobiles  qui  viennent 
frapper  la  surface  de  la  terre. 

425.  Lorsqu'on  veut  évaluer  l'effet  d'une  ma- 
chine >  ou  comparer  entre  eux  les  effets  que  l'on  peut 
attendre  de  différentes  machines,  on  a  besoin  de 
considérer  le  produit  de  la  masse  qu'il  s'agit  de 
mouvoir,  multipliée  par  le  carré  de  sa  vitesse.  Ce 
produit  est  ce  qu'on  appelle  une  Jbrce  vit^e. 

C'est  une  règle  générale  que  toutes  les  fois  que 
le  mouvement  d'un  système  de  corps  éprouve  un 
changement  brusque,  il  en  résulte  une  diminution 
dans  la  somme  des  forces  vives,  de  tous  ces  corps* 


LI V.  m.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE,  à  1 5 
D'après  un  théorème  que  l'on  doit  à  M.  Camot  , 
cette  diminution  est  équivalente  à  la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  ou  gagnées 
par  les  mobiles.  Pour  le  vérifier  dans  le  choc  de 
deux  corps  durs  ^  j'observe  qu'on  a  alors  (  n*  4^2  ) 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
stUy  et  la  retranchant  ensuite  de  lequation  iden- 
tique : 

il  vient 

mv'4-  m V*—  {m  -f  m') . u* = mi/*-+-  rns/*--^  au.  (mi^ ±: mV  > 

ou^  ce  qui  est  la  même  chose  y 

nw^  +  mV»  —  mu*  —  /nV  =  m(v  —  u)K+  7ii'(aqp v')*  : 

équation  qui  coïncide  évideniment  avec  l'énoncé  do 
théorème. 

4^6.  Connaissant  les  lois  du  choc  des  corps  dé- 
pourvus d'élasticité 9  il  est  facile  d'en  conclure  celles, 
du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques.  Exami'- 
nons  d'abord  ce  qui  arrive  lorsqu'un  corps  de  cette 
espèce  vient  frapper  un  plan  fixe  ,  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  ce  plan.  L'observation  nous 
apprend  qu'alors  le  corps  se  comprime  contre  le 
plsin^  c'est-à-dire^  que  son  diamètre  perpencjicu-* 
laîre  à  ce  plan  diminue  successivement^  tandis  que 
que  sa  section  parallèle  s'él^urgit;  en  se  çomprimaQ^ 
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aîosi  9  }t  .iDobilc  perd  graduellement  sa  vitesse ,  et 
)a  compression  eesse  aussitôt  que  cette  vitesse  est 
détruite  ;  à  cet  instant  y  le  corps  connuence  à  retour- 
lp(«r  vers  se  forme  primitive  ;  son  diamètre  perpen- 
diculaire au^poaente  ^  et  sa  section  parallèle  au  plan 
fixe  se  rétrécit;  pendant  ce  retour  ^  la  vitesse  qu'il 
a  perdue,  lui  est  restituée  en  sens  contraire  et  par 
les  mêmes  degrés  qu'elle  lui  a  été  enlevée  ;  de  ma- 
nière que ,  si  l'élasticité  est  supposée  parfaite ,  le 
corps  reprend  une  vitesse  exactement  égale  et  con- 
traireà  sa  vitesse  primitive.  Ainsi  l'effet  général  de 
l'élasticité  est  de  rendre  aux  corps  une  vitesse  égale  et 
contraire  à  celle  quelacompression  leur  afaitperdre. 

S'il  s'agissait^  par  exemple,  d'un  corps  pesant^ 

abandonné  à  lui-même  et  tombant  dans  le  vide , 

d'une  certaine  hauteur,  sur  un  plan  horizontal  :  la 

.  çompressioui  produite  par  le  choc^  lui  enlèverait 

d'abord  toute  la  vitesse  acquise  pendant  sa  chute  ; 

ensuite  Téiasticité  parfaite  lui  rendant  une  vitesse 

égale  et  contraire,  le  corps  remonterait  à  la  hauteur 

d'o^  il  est  tombé  (n"*  190).  Dans  le  cas  d'une  élas- 

,  tioité  imparfaite  >  la  vitesse  rendue  serait  plus  petite 

.que  la  vitesse  perdue;  par  conséquent,  le  mobile 

.  ir^monterait  à  une  hauteur  plus  petHe  que  celle  de 

sa  chute;  d'où  il  ré$i4te  un  moyen  fort  simple  de 

comparer  eptre  eux  les  degrés  d'élasticité  de  diffé- 

](en&  corps* 

4^7-  Considérons  présentement  les  deux  corps 
ji  et  -//',  comme  parfaitement  élastiques,  et  cher- 
chons les  vitesses  de  chacun  d'eux^  après  leur  choc 
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mutuel.  Soient  toujours  m  et  wl^  leurs  masses ,  et 
(^  et  v^  leurs  vitesses  avant  \n  choc.  Supposons  d'a- 
bord que  ces  deux  corps  vont  au-devant  Tun  de 
l'autre^  avec  des  vitesses  telles^  qu'ils  se  feraient 
équilibre  s'ils  étaient  dénués  d'élasUcité^  c'est-à-dire^ 
supposons  mv^=sm'v\  Soit  aussi£'(fîg.  ^i\  lepointde 
la  droite ^Z7y  où  les  deux  mobiles  se  joignent;  con- 
cevons par  ce  point  y  un  plan  MN y  perpendiculaire 
à  la  droite  BDy  nous  pouvons  regarder  itfiV  comme 
un  plan  fixe  y  contre  lequel  les  deux  muasses  m  et 
nî  viennent  se  comprimer^  et  perdre  leurs  vitesses 
i^  élu';  en  reprenant  l^eur  forme  sphérique^  l'élasti- 
cité leur  restituera  y  en  sens  contraire,  des  vitesses 
égales  à  celles  qu'ils  auront  perdues;  par  conséquent^ 
dans  ce  premier  cas  y  les  deux  mobiles  rétrograde- 
ront après  le  choc  y  avec  des  vitesses  égales  à  celles 
qu'ils  avaient  auparavant. 

Quelles  qu«  soient  maintenant  les  vitesses  u  eïi/ 
def^  deux  mobiles  avant  le  choc  y  nous  pouvons  par<r 
tager  chaque  vitesse  en  deux  autres  y  l'une ,  qui  $era 
la  même  pour  les  deux  mobiles  et  que  nous  déter- 
minerons comme  nous  le  jugerons  convenable  y  et 
l'autre,  égale  à  l'excès  de  la  vitesse  donnée,  sur  cette 
première  vitesse  arbitraire.  Désignons  celle-ci  par 
Uy  ou  ^  ce  qui  est  la  même  chose  ^  remplaçons  par 
2^^^^-^  u)  et  u  — (u'^^i/)  y  les  deux  vitesses  u  et  u\ 
Soient  aussi  J^  et  F' y  les  vitesses  de  J  et  J'  après  le 
choc,  et  afin  de  n'avoir  pas  à  distinguer  les  diffé- 
rens  cas  que  peuvent  présenter  les  directions   des 
mobiles ,  avant  et  après  le  choc ,  convenons  de  re- 
garder comme  positives,  les  vitesses  dirigées  dans  le 
sens  du  mouvement  de  m  y  avant  le  choc,  et  comme 

/ 
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négatives^  les  vitesses  dirigées  en  sens  opposé;  de 
cette  manière  t^  sera  toujours  une  quantité  posi- 
tîve;  p',  Uy  F"  et  /^',  pourront  être  des  quantités  posi- 
tives ou  négatives. 

Il  est  évident  que  les  doux  corps  sont  dans  le 
même  état  que  s'ils  allaient  l'un  au-devant  de  l'autre^ 
avec  des  vitesses  c^ — u  et  u  —  i/^  et  qu'en  même 
tems  la  droite  BD  que  leurs  centres  parcourent^ 
fût  elle-même  en  mouvement  avec  la  vitesse  u;  or, 
le  mouvement  de  cette  droite  ne  saurait  avoir  au- 
cune  influence  sur  le  choc  de  ces  deux  corps;  fai- 
sons donc  abstraction,  pour  un  moment,  de  la 
vitesse  u  ;  de  plus,  supposons  la  quantité  u  détermi* 
ïiée  par  l'équation 

m  (v-^u)  =  m'  (u  i-i/  )  ; 

de  manière  que  p — u  et  «— <^'  soient  les  vitesses  avec 
lesquelles  les  masses  /ti  et /n'se  feraient  équilibre  ^  si 
elles  n'étaient  point  élastiques.  D'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  ces  vitesses  seront  détruites  dans  le  choc  ; 
mais  en  vertu  de  l'élasticité  ,  les  deux  mobiles  rétro- 
graderont l'un  et  l'autre^  savoir,  j4  avec  la  vitesse 
p^—u,  eiji'j  avec  la  vitesse  u — p';  d'où  l'on  con- 
clut^ en  rétablissant  la  vitesse  i£,que  celle  de  ^  après 
le  choc,  sera  égale  à  u  diminuée  de  v — u,  et  celle 
de  A'  égale  à  w,  augmentée  de  u — i^';  par  consé* 
quent  on  aura,  pour  les  valeurs  de  /^et  /^', 

L'équation  précédente  donne 

mv  -I-  TTts/ 


u  = 


m-\rm'   ^ 
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substituant  cette  valeur  dans  celles  de  V  et  Vy 
elles  deviennent 

m  -f-  m  ni  -+-  TU 

4a8«  U  se  présente  plusieurs  conséquences  à  dé- 
duire de  ces  formules  : 

i"*.  Quand  on  a  m^=m\  les  dernières  valeurs  de 
V  et  /^',  deviennent  : 

ainsi^  dans  le  cas  particulier  où  les  masses  sont 
égales  y  il  arrive  qu'après  le  choc  y  chacun  des  mo- 
biles a  la  vitesse  de  l'autre  avant  le  choc. 

2*.  Les  deux  valeurs  J^^si^u — p,  ^'=21/ — /, 
donnent  immédiatement  : 

* 
ce  qui  signifie  que  dans  tous  les  cas  la  vitesse  re- 
lative des  deux  corps  après  le  choc^  est  égale  et  de 
signe  contraire  a  leur  vitesse  relative  avant  le  choc. 
On  entend  en 'général  par  vitesse  relative  de  deux 
mobiles^  la  différence  de  leurs  vitesses  absolues. 

3*.  Ces  mêmes  valeurs    de  V  et   J^'y  donnent 
aussi  :       ' 

En  ayant  égard  à  la  valeur  de  Uy  on  voit  que  le 
secoad  membre  de  cette  équation  se  réduit  à 
iM^'\^m\^'^i  on  a  donc 
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par  conséquente  dans  le  choc  de  deux  corps  par- 
Êiitement  élastiques ,  la  somme  de  leurs  forces  viye$ 
est  la  même  avant  et  après  le  choc.  Les  corps  ne 
sont  jamais  ni  par£ûtement  élastiques^  ni  entière- 
ment dénués  d'élasticité  ;  c'est  pour  cette  raison 
qu'il  y  a  toujours  une  perte  de  force  rive  dans  le 
choc  de  deux  corps;  mais  cette  perte  est  moindre 
que  celle  qui  a  été  trouvée  dans  le  n""  4^>  ^t  eUe 
est  d'autant  plus  petite  que  les  deux  corps  appro- 
chent davantage  d'être  parfaitement  plastiques. 

439>  Le  choc  des  corps  durs  et  celui  des  corps 
élastiques^  ont  use  prc^iété  commune  qui  n'est 
qu'un  cas  particulier  d'un  principe  général  de  mé* 
Canique ,  connu  sous  le  nom  de  principe  de  la  con- 
servaiion  du  moui^ement  du  centre  de  gravité.  Il  con- 
siste en  ce  que  l'action  réciproque  de  différens 
corps  d'un  même  système  ^  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres^  soit  en  se  choquant^  soit  de  toute  autre 
manière e  n'altère  pas  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  du  système  entier.  Nous  en  donnerons  la 
démonstration  dans  le  chapitre  suivant  :  il  ne  s'agît 
ici  que  de  vérifier  ce  théorème  y  dans  le  cas  du  choc 
de  deux  c;orps. 

Pour  cela,  je  conserve  les  dénominations  dun''437; 
de  plus,  je  représente  par  e  et  e'  les  distances  varia- 
bles des  centres  des  deux  mobiles,  au  point  fixei?, 
choisi  arbitrairement  sur  la  ligne  qu'ils  décrivent , 
et  par  ar^  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ces 
deux  corps  au  même  point.  En  observant  que  les 
poids  sont  proportionnels  aux  masses ,  on  aura  pour 
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déterminer  x  , 

(/»  +  ^') .  a:  =  7n«  +  mV. 

Si  Ton  difierentie  celte  équation  par  rapport  an 
teins ,  que  nous  appellerons  ^^  il  vient 

,     tix  de         ,   de' 

or,  ^  ^^  -j\  expriment  les  vitesses  des  deux  mobiles 

auboutdutems  ty  et  ^  exprime  la  vitesse  correspon- 
dante de  leur  centre  de  gravité  ;  on  obtiendra  donc  la 
valeur  de  cette  vitesse  avant  le  choc^  en  mettant  p  et  p^ 

à  la  place  ^®  3;  ^*  ^  a  ^^^*  ^^  dernière  équation  j  et 

pour  avoir  la  vitesse  du  même  point,  après  le  choc  y  il 
faudra  mettre^  dans  cette  équation^  V eX  V  ^^  la 

place  de  t-  et  t-.  Soient  donc  y  et  f^  ces  deux 

vitesses  du  centre  de  gravité,  nous  aurons 

^        m  +  mf    '       ^  w+m' 

Cette  valeur  de^  n'est  autre  chose  que  celle  de  la 
quantité  que  nous  avons  désignée  précédemment 
par  u\  mais  dans  le  cas  où  les  deux  mobiles  ne 
sont  point  élastiques,  les  vitesses  V  et  V  après  le 
choc ,  sont  égales  entre  elles,  et  l'on  a  Vz=i  ^=  u\ 
d'où  il  résulte  j'^isUy  et  par  con«équent^=j^.  Si, 
au  contraire,  ces  deux  corps  sont  par&itement  élas« 
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tiques^  on  a  /^=  at'— m,  ^^'=2/— a;  substituant 
ces  valeurs  dans  celle  de  j^^  et  comparant  celle-ci 
à  la  valeur  de^,  on  trouve^'=2;^ — u;  par  consé- 
quent j^'==;^,  k  cause  de^=a. 

Ainsi  9  la  vitesse  du  centre  de  gravité  est  la  même 
.immédiatement  avant  et  après  la  rencontre  des  deux 
mobiles  ;  de  manière  que  le  choc  de  deux  corps  , 
qui  change  la  vitesse  de  chacun  d'eux^  n'apporte 
cependant  aucune  altération  dans  la  vitesse  de  leur 
centre  de  gravité. 

§.  IL   Choc  de  deux  corps  déforme  quelconque. 

450.  Le  mouvement  d'un  corps  solide  dans  l'es- 
pace est  déterminé  lorsqu'on  connaît  à  chaque  ins- 
tant :  i*^.  la  vitesse  et  la  direction  du  centre  de  grar 
vite;  i"".  la  direction  de  l'axe  instantanée  de  rotation^ 
passant  par  ce  point;  S*«  la  vitesse  angulaire  de  ro- 
tation autour  de  cet  axe.  L'effet  du  choc  mutuel 
de  deux  corps  en  mouvement  est^  en  général^  de 
changer  brusquement  ces  divers  élémens;  le  pro^ 
blême  qui  va  nous  occuper^  consistera  donc  à  dé-^ 
terminer  ces  changemens,  par  rapport  à  l'un  et  à 
l'autre  mobile;  de  sorte  qu'en  supposant  ces  élémens 
connus  à  l'instant  du  choc^  nous  nous  proposerons 
de  trouver  ce  qu'ils  seront  devenus  immédiatement 
après^ 

'    Or,  si  l'on  fait  d'abord  abstraction  de  l'élasticité 
des  deux  mobiles,  il  faudra,  d'après  le  principe  d& 
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D'Alembert,  que  Féquilibre  ait  lieu  entre  les  quan- 
tités de  mouvement  perdues  ou  gagnées^  dans  leur 
choc  mutuel  9  par  toutes  leurs  molécules.  Soient 
donc  Af  et  M'  (fig.  !i^)y  les  deux  mobiles;  suppo- 
sons qu'à  l'instant  du  choc  leurs  surfaces  ont  un 
«eul  point  de  contact  :  soit  ia  ce  point  ;  soit  aussi 
KfJiK'y  la  normale  commune  aux  deux  surfaces^  la 
partie  K/jl  étant  comprise  dans  l'intérieur  de  My  et 
l'autre  partie  K'/Ay  dans  Tintérieur  de  M\  Dans  le 
choc  y  ces  deux  corps  s'appuieront  l'un  contre  l'autre^ 
par  le  point  de  contact  fju  ;  si  donc  on  veut  que  des 
forces  quelconques^  appliquées  aux  différens  points  de 
ilf  etde  M' y  se  fassent  équilibre  au  moyen  de  ccpoin^t 
d'appui^  il  sera  nécessaire  que  toutes  les  forces  appli- 
quées au  corps  M  se  réduisent  à  une  seule  ^  dirigé^ 
suivant  la  normale  £)UiSr'^  du  point  jur  vers  le  point 
K'y  et  que  toutes  celles  qui  agissent  sur  M'y  se  réduis 
sent  de  même  à  une  force  égale  à  la  première  résul- 
tante et  dirigée  en  sens  contraire ,  c'est-à-dire  du 
point  ft  vers  le  point  K.  Les  quantités  de  mouve- 
ment que  le  choc  fait  perdre  ou  gagner  à  toutes  les 
molécules  de  chacun  des  deux  corps  auront  donc 
une  résultante  unique  y  dirigée  suivant  la  normale  ^ 
au  point  de  contact  /t  ;  la  grandeur  de  cette  force 
sera  la  même  pour  les  deux  mobiles  y  et  elle  sera  y 
pour  chaque  mobile  y  égale  et  contraire  à  la  perçus^ 
sion  qu'il  éprouve ,  laquelle  percussion  s'exerce  sur 
le  corps  M  y  suivant  la  direction  fiKy  et  sur  le  corps 
M'y  suivant  la  direction  ftif '.  En  appliquant  donc 
à  l'un  et  à  l'autre  une  force  inconnue  en  grandeur  > 
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qui  représentera  cette  percussion,  et  que  j'appelle- 
rai N  on  pourra  cnstiîte  considérer  chaque  mobile 
isolément;  par  conséquent  on  aura,  par  rapport  k 
chacun  des  deux  corps ,  un  certain  nombre  d'équar 
tions  d'équilibre  entre  la  force  N  et  les  quantités  de 
mouvement  perdues  par  ses  molécules,  savoir,  sîi^ 
équations ,  quand  le  mobile  sera  entièrement  libre, 
et  un  moindre  nombre,  quand  il  sera  retenu  par  un 
point  ou  un  axe  fixe. 

Nous  allons  d'abord  former  ces  équations  d'équi- 
libré, dans  le  cas  où  les  mobiles  ne  sont  retenus  par 
aucun  point  fixe  ;  nous  verrons  ensuite  si  elles  suffi- 
sent à  la  détermination  complète  du  mouvement  des 
deux  corps  après  le  choc,  puis  nous  examinerons 
comment  ces  résultats  sont  modifiés  par  l'élasticité. 

^5 1.  Menons  par  le  point,  centre  de  gravité  de 
M  y  trois  axes  rectangulaires  Gx^y  Gjr^y  Gz^ ,  fixes 
dans  l'intérieur  du  corps,  et  mobiles  avec  lui  dans  l'es- 
pace. Soit  i'  la  vitesse  du  point  Gj  et  GHla.  direction 
de  celte  vitesse  à  l'instant  du  choc;  appelons  eyfygyles 
«osinus  des  wgles  JffGx,,  JïGf,,  HGz^y  que  fait 
cette  direction  avec  les  trois  axes ,  de  manière  que 
^^9  yfy  ^ëy  SQÎci^^  1^^  composantes  de  la  vitesse  i^, 
suivant  les  droites  Gx^,  Gj,y  G^,-  Soient  aussi,  au 
même  instant,  (?/ la  direction  de  Taxe  instantanée  de 
rotation,  et  (»  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe; 
désignons  par  /,  ;»,  /i,  les  produits  de  cette  vitesse 
par  les  cosiilus  des  angles  IGx.y  lGjr,y  IGz^f  c'est- 
à-dire,  faisans 
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tê, COS. IGx^  =  /,        â». COS. /Gy,  =  7»,        «.co8./Ga^=:n;s 

ensorte  que  ly  m  y  n  soient^  à  l'instant  du  choc  ,  les 
yaleurs  des  quantités  p^  4j,  r^  que  nous  avons  consi- 
dérées dans  le  n""  375.  Nous  savons  qu'au  moyen  de 
ces  quantités  on  peut  exprimer  d'une  manière  fort 
simple^  les  vitesses' des  différens  points  du  mobile , 
dues  à  son  mouvement  de  rotation  autour  du  point 
G  regardé  comnoe  fixe  :  x^,^,  z^,  étant  les  cooih 
données  d'un  point  quelconque  ,  parallèles  aux  axes 
Gx^y  Gjr^y  Gz^y  les  composantes  suivant  ces  axes.^ 
de  la  vitesse  de  ce  point  ^  seront^  d'après  le  n""  Sjjy 

or  y  le  mobile  ayant  .un  mouvement  de  translation 
dans  l'espace  et  un  mouvement  de  rotation  autour  du 
point  G  y  la  vitesse  absolue  de  chacun  de  ses  points^ 
est  la  résultante  de  la  vitesse  du  point  G  y  combinée 
avec  celle  du  mouvement  de  rotation  (n**  397);  donc 
puisque  vcy  ^fy  ^gy  sont  les  composantes  de  la  vi^ 
tesse  du  centre  de  gravité^  celles  de  la  vitesse abso« 
lue  d'un  point  quelconque  seront 

la  première  suivant  la  droite  Gx^y  la  seconde  sui- 
vant Gjr^y  la  troisième  suivant  Gz^. 


Maintenant  supposons  que  Gi  soit  la  direction  dm 
l'axe  instantanée^  et  Gh  celle  du  mouvement  du  point 
G  y  immédiatement  après  le  choc;  désignons  par  u 
et  8^  ce  que  deviennent  les  vitesses  u%im  aussi  après 
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le  choc  ;  par  x  ^y,  z^  les  cosinus  des  aogles  incoanos 

hGx^,hG/,yhGz/,  disons 

les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque 
deyiendront  après  le  choc 

4 

m 

ux  +  9^— ry/»      ^y  +  rx^  —  P^n      «*+/y/  — 9^/7 

m 

donc ^  en  désignant  pat  dm  Félëment  de  la  masse  du 
corps  qui  répond  aux  coordonnées  x^^  y^y  z^,  nous 
aurons 

[f  «  —  MX  -h  a,  (m—  q)  —y^  (n  —  f)] .  dm, 
[v/— uy  +  xX»  —  r)  —  a,(/  — /7)].rfm, 
{yg—uz+y,  O—p)  —  x/zn— </)].d/n, 

pour  les  composantes  suivant  les  axes  Gx^^  Gy^,  Gz^, 
de  la  quantité  de  mouvement  perdue  dans  le  choc  ^ 
par  la  molécule  dm. 

Soient  encore  dL^Qyy^  les  coordonnées  du  point 
de  contact  /t^  rapportées  à  ces  axes  ;  représentons 
para,iyC)les  cosinus  des  angles  obtus  ou  aigus  que 
fait  la  normale /tJST ^  avec  des  parallèles  à  ces  axes, 
menées  par  le  point  /a  y  angles  qui  déterminent  la 
direction  de  la  force  Ni  nous  aurons  iVa,  Nb ,  Jfc , 
pour  les  composantes  de  cette  force  respectivement 
parallèles  aux  axes  Gx^  y  Gjr^  y  Gz^.  Il  nous  sera  aisé 
d'appliquer  à  la  force  N  et  aux  quantités  de  mou- 
vement perdues  par  tous  les  points  du  corps  M, 
les  six  équations  générales,  de  l'équilibré  données 
dans  le  n""  6o  ;  ou  trouvera  y  sans  aucune  diffi- 
culté^ 
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iVa+jÉCve--ùa?+z/m — v)":y /('*""'')]  •  dm=:  o , 
^(&— *A)+ytve— iMî+zX/ii— ^)— jf/n— r)]  .yjdm 

iV(«c-^a)4vr*'«r-"»+yX^p)— ^X'»— ^ 

.Les  intégrales  contenues  dans  ces  équations  sont  re* 
latives  aux  seules  variables  x^^jr^y  z^;  elles  doivent 
être  étendues  à  la  masse  entière  du  corps;  en  dési- 
gnant cette  masse  par  M,  on  aura  /dm  =  M;  de  plus 
le  point  G, origine  des  coordonnées  x^^j^^  z^,  étant 
le  centre  de  gravité  de  M  y  on  aura  aussi 

fxfbn  =:  o,      fyjdm  =  o,      fzjdm  =0 ; 

et  si  l'on  suppose  y  ce  qui  est  permis  y  que  les  trois 
droites  Gx^y  Gj,^  Gz,y  sont  les  axes  principaux  qui 
se  coupent  au  point  G^  on  aura  encore 

fxj(im7=zo,      /jc/5^dm=o,      fyjnfim^o. 

Au  moyen  de  cela^  nos  six  équations  deviennent 
beaucoup  plus  simples  et  se  réduisent  à 

iVa  —  ilf  (  ux  —  ve)  =  o, 

JVS  _  J!f(  «y  —  v/)  =:o. 

Ne — ilf(  u*  —  vg)=o,    . 

JV(tfa  — cei)+C(r  — n)  =  o.  ^  ^*^ 

JV(«ec  — >a)+.fi(ç  — m)=o, 

iV(>i— Cc)+^(p— /)  =0; 
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c'e6^àHlir9,  «a  4^s%ow<t  par  4^  ^»  ^»  ^  vaaautjA 
4'inér^e  4^  c^rps  ^»  ?^al^^  awt  tf Pïf  axes  Gz, , 

Oa  awRa  ^ix  équations  semltkbles  à  e<Ucs-cî^  pour 
réquilibre  des  qiiaBtlkës  de  monvement  perdues  par 
tous  les  points  4e  Jkf ,  et  de  la  force  iV^appHquée  k  ce 
corps  suiyaQt  la  direction  fjiK'.  Pqur  fQnpgiçr  ce»  uftur 
Telles  çquatîonsje  représenterai  par  1^  fnêmçs  Içtbr^f 
avec  desaccens,  l^s  c^i^ntites  analqg^es  $^  ççjtlçs  qii4 
entrent  dans  les  équations  {b)  ;  ainsi,  4\^x  Qy  s^çrwt 
les  momens  d'inertie  (^  itf  ^  relatifs  f  v^x  trois,  ^es 
principaux  de  ce  corps  ^  qi^  se  coupant  à  SQA  centra 
de  gravité;  a',  C',  3^'*,  les  coordonnées  du  point  fJLy 
rapportées  à  c^s  trois  axes;  e[^  h\  (fy  les  cosinus  des 
angles  que  f^itl^  ^ffWjXifj^n  IaK^  avçç  CfK^  ménoes:a»e&| 

v' eti^,^^  v4^^^.4^  çeatrei46gi^^^^  ^J^y  à.!' 
tant  du  choç,^  çt  im^iédi^^emcipt  aprèi^  et  dci 
pour  toutes  les  autres  quantités.  De  cette  manière 
les  six  équations  relatives  au  corps  M\  seront 

Les  douze  4q^}i^^]M  (*).e*i(^i  œûfeï?»cnt  treize 
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inconnues,  savoir,  la  force  N ^  les  six  quantités  p^ 

i>  r>P'y  i^  ^y  «^  *®^  *^^  produits  ux^  uy^  uzy  u'x\ 
uCy^  mVj  elles  ne  soïit  donc  point  en  nombre  suffi- 
sant pour  déterminer  ces  inconnues^  et  il  faut  en 
ironver  une  treiaièmej  par  quelqu'autve  considé- 
ration. 

I 

4Sâ.  La  question  serait  en  effet  indéterminée  si 
Ton  considérait  les  deux  mobiles  comme  absolument 
durs  9  et  qu'on  fil  {abstraction  de  la  compression  qu'ils 
éprouvent  dans  le  choc.  Mais  en  ayant  égard  à  cett^ 
compression^  quelque  petite  qu'on  la  suppose,  on 
conçoit  qu'^e  (sst  due  à  ce  que  les  points  dans  les- 
quels les  deux  mobiles  se  touchent,  n'ont  pas  la  même 
vitesse  suivant  la  normale  commune  à  leurs  surfaces; 
à  raison  ^de  cette  différence  de  vitesse  tiormale,  les 
deux  corps  s'appuient  et  se  compriment  l'un  contre 
l'autre,  jusqu'à  ^e  <|u'elle  soit  devenue  nulle  ;  et  c'est 
quand  elle  n'existe  plus,  que  le  phénomène  du  choc 
est  achevé.  A  la  rigueur,les  deux  mobiles  peuvent  se 
toucher  en  des  points  qui  varient  sur  leurs  surfaces, 
pendant  le  tems  que  dure  la  compression  ;  mais  comme 
noitô  fiaôsons  abstraction  de  cette  durée,  nous  pou- 
vons ^nsai,  sans  erreur  sensible,  supposer  que  le 
contact  se  fiiit  toujours  dans  le  même  point.  U  feu- 
tra donc  qu'imiifiédiatement  après  le  choc,  la  vitesse 
du  point  de  contact  jur,  décomposée  suivant  la  nor- 
male KftK'j  soit  égale  et  dirigée  dans  le  même  sens, 
soit  qu'on  le  regarde  comme  appartenant  au  corps 
M  y  soit  qu'on  le  considère  comme  faisant  partie  du 
corps  M\ 

,  i5. . 
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Or,  en  tant  que  ce  point  appartient  aa  corps  M^ 
ses  coordonnées  rapportées  aux  aites  Gx^j  Gjr,y  Gz^j 
sont  A,  €y  y^  et,  d'après  ce  qu'on  a  yu  dans  le  n^ 
précédent,  les  composantes  de  sa  vitesse,  parai-* 
lèlesà  ces  axes,  sont,  immédiatement  après  le  choc, 

i*x+^— rC,      By+r«— p>^,      i«+p^— ?*; 

d'ailleurs  ix,  i,  c ,  sont  les  cosinus  des  angles  que 
fait  la  droite  fjJC ,  avec  des  parallèles  à  ces  axes 
menées  par  le  point  /ui;  on  aura  donc  la  vitesse  du 
point ft,  suivant  la  direction  fiKj  en  faisant  la  somme 
de  ses  vitesses  suivant  les  axes ,  multipliées  respec- 
tivement par  ces  cosinus^  laquelle  somme  est  égale  à 

M(ax+  ly  +  cz)  +p(Cc  —  yb)  +  q(ya  —  *c)  +  rÇab—Cà). 

Si  l'on  considère  le  même  point  /t  comme  faisant 
partie  du  corps  M\  la  composante  de  sa  vitesse 
suivant  la  direction  /iK\  sera  exprimée  immédiate- 
ment après  le  choc,  par 

u\afa/  +  by  +  cV)  +pX  CV  —  ^^  )  +  ?'(  >V  —  *V  ) 

donc,  pour  que  la  vitesse  normale  du  point  fd,  soit  la 
même  et  de  même  direction  dans  les  deux  cas,  il 
fnudra  que  ces  deux  quantités  soient  égales  et  de 
signes  contraires,  ou  que  leur  somme  soit  nulle;  ce 
qui  donne 


iua:+buy'^ciiz+p(Ci>-^b)+q(ya — «c)4-r(«i— fe)     1 

+/u'b'—ei^)=o.  J 
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455.  En  joignant  cette  équation  aux  douze  que 
nous  avons  déjà  trouvée^,  on  aura  toutes  les  équations 
nécessaires  pour  déterminer  les  treize  inconnues 
que  ces  équations  contiennent.  Ces  équations  sont 
comme  on  peut  le  voir,  du  premier  degré  par  rap- 
port aux  inconnues  iV,  ux^  ujy  etc.  ;  il  sera  donc  aisé 
de  les  résoudre  dans  ebaque  cas  particulîen  Quand 
on  aura  les  valeurs  de  uxy  uj^  uz,  la  somme  de  leurs 
carrés  donnera  celle  dett%  àcause  quea:*-f-^»-f.js*=i  • 
et  en  les  divisant  par  w,  on  conn^iitra  les  cosinus 
^yj'j  h  des  m^tsxphyjrfihyZ^Gh,  et  par  consé- 
quent,  la  direction  Gh  de  la  vitesse  u.  De  même 
les  valeurs  de  iiV,  1/7^,  u'z'  feront  connaître ,  ea 
grandeur  et  en  direction ,  la  vitesse  du  centre  dô 
gravité  de  Sf  après  le  choc.  Les  valeurs  des  quan->. 
tîtés;^,  y,  r,  détermineront  la  direction  de  la  droite 
Giy  qui  représente  l'axe  de  rotation  après  le  choc^^^ 
et  la  vitesse  angulaire  â^  autour  de  cet  axe;  car- 
en  ajoutant  leurs  carrés^  on  aura^*-j-y*-f-r*=fl*,  ef 
en  divisant  p^q^  r,  parla  valeur  de  6,  les  quotiens* 
seront  les  cosinus  des  angles  iGx^j  ^^J,y  ^(^^,*  La 
direction  de  Taxe  instantanée  de  rotation  du  corps 
M\  passant  par  son  centre  de  gravité,  et  la  grandeur- 
de  sa  vitesse  de  rotation  après  le  choc,  se  déduiront > 
semblablement  des  valeurs  de  p\  q\  ?. 

On  voit  donc  que  les  équations  (A),  (A")  et  (c)> 
renferment  la  solution  complète  du  problème  que 
nous  nous  sommes  proposé  de  résoudre,  du  moins:; 
quand  on  suppose  les  mobiles  sans  aucune  élasti-. 
cité.  Voyons  maintenant  ce  qui  doit  arriver ,  lors^ 
qu'on  a  égatd  k  CQtte  propriété  de  la  matièse«^ 
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454.  Il  faut  distinguer  trois  époques  dans  le  choc 
de  deux  corps  élastiques  :  Tinstant  où  les  deux  mo- 
biles se  rencontrent  «t  commencent  à  se  comprimer^ 
mutuellement  y  celui  de  leur  plus  grande  compres-. 
sion,  enfin  Imstant  où  ils  ont  repris  leurs  formea 
primitives,  et  cessé  d'agir  l'un  contre  Tautre.  Tout 
cela  se  passe  en  général  dans  un  tems  «irirémement 
couri,  pendant  lequel  on  peut  supposer^  sans  erreur 
sensible  y  que  les  deux  mobiles  se  touchent  toujours 
dans  le  même  point  de  leurs  surfaces.  Les  vitesses  e^ 
les  directions  de  leurs  centres  de  gravité  >  les  direc-. 
lions  de  leurs  axes  et  leurs  vitesses  de  rot^tiofti  ^  son^ 
censées  connues  immédiatement  avant  le  cboc^  ou: 
^u  premier  instant;  il  s'agit  de  savoir  ee  que  ces. 
vitesses  et  ces  directions  deviennent ,  d'abord  à  l'ins- 
tant de  la  plus  grande  compression^  et  eusuite  à  la 
fin  du  chDc  y  ou  au  troisième  instant.  Or  |  jusqu  a 
rinstant  Je  la  plus  grande  compression  ^  les  choses 
se  passent  comme  si  les  deux  corps  étaient  simple- 
ment compressibks  et  s^ns  élasticité.  Oa  détermi- 
nera donc^  au  moyen  des  équations  (é)^  (£Q  et  (o)^ 
la  vitesse  et  la  direction  du  centre  de  gravité  et  du 
mouvement  de  rotation  de  chaque  mobile,  qui  ré*^ 
pondent  k  Tinstant  de  U  plus 'grande  ccKopres^on, 
d'après  celles  qui  ont  lieu  au  premier  instant*  Aâti^'^ 
nous  regarderons  comme  connues  y  par  ces  équa- 
tions, toutes  les  quantités  qui  déterminent  ces  vi-. 
tesses  et  ces  directions  au  second  instant.  LesmeKies 
équations  ferojit  aussi  connaître  la  percussion  iV^  que. 
chaque  mobilç^  éprouve,  en  se  coùiprimant  contre 
lautre;  maisr^fietde Tâtasticité  (n*'4^^)^^^d'î™P^^'' 
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mer  aux  corps  parlai lement  élasti^ues^  une  quantité 
de  mouTement  égale  et  cpntraire  à  celle  qu'ils  ont 
déjà  perdue  pendant  la  coaipression;  par  consë-^ 
quent ,  les  deux  mobiles  M  et  M'  éprouyéront ,  en 
vertu  de  leur  élasiicitë^  uhè  ëecende  percussion 
égale  à  la  première,  dirigée  suivant  /îiK ,  pour  le 
corps  Af,  et  suivant  fiÉ\  p(Mt  lé  corps  M'  ;  et  c'est 
cette  force  qui  changera  une  seconde  ibis  les  grdi^ 
Qêurs  et'  les  directions  de  leurs  vitesses.  D'après 
cette  considération .  il  bous  sera  aisé  de  déterminer 
leurs  vitesses  dénnitivés. 

En  effet,  conservons  touteéks^dénotnîixations  pré* 
cédentes;  désignons  en.  outre  y  à  la  fin  du  choë,  par 
p^y  la  vitesse  du  point  Gf  pafr  X^  Ty  Z,  les  cosinus 
des  angles  que  fait, sa  direetiéù  aV^e  les  axes  Gx^^ 
Gjr^y  Gz/f  par©,  la  vitesse  atl^2(ire  de  rotatioft 
du  corps  M;  par  P>  Q^  R^lûè  ptoduiis  dé  ô ,  par 
les  cosinus  des  angles  que  fait  Taxe  de  rotation  du 
foèine  €o^^>  »v8û  lîi  9t±éÉ  G±^y  Cy,y  Gi/,  enfin, 
fkt  ïe§  Mêlliëè  ieftreé  àecëtiraées,  toutéi^  léé  quàn-  . 
filés  àMdgtiès  l'effàUVeftoeht  ad  c^r^é  M\  Eté  cette 
rtûttière, les  ^*tttitéë  Pi  e\f^gyly  M,  »,  se  rappor- 
ter^ ati  ^reMifier  in^tarït  du  dfioc ,  éf  ëliés  sont  don* 
Bée»,^  éVLêiëë  cKatigent  ail  second  instant^  dans  les 
ItîM^iiCilé)  »,  jf ,/,  Zy  p,  éfy  fy  4tii  éoiît  défèi*mînéès  par 
tes  éqtiatiéii^  prédédetite1$  ;  piivâ  elles  deviennent 
1^,  JS,  T^^.Py  Qy  if/rfii  frôîsîéibé  instant  Ôr,' 
il  téttilH  ûé  ce  ifà'dû  Vielrir  éé  <£ré ,  <}ù'on  aura 
f  #«ii^  détei*milief  èfeS  Aéifinîhféê  en  Aéyefk  des  pré^ 
eédteAWif,  èéii  éqbàtiôftâ  ^eîn1>làl)lés  aux  équation/t 
^i  \  qîit  détiérminent  celles-ci  aii  moyen  des  pre*- 


\ 
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mières;  c'estrà-dire  ,  qu'on  aura 

rfa  —  M(rX—ux)  =  o, 

A'(Ca-- «A)  +  C(il  —  r)  =  o  ; 
N{yb—Cc)+A{P—p):=o. 

4 

Afin  d'éliminer  les  quantités  u^  x,  j^  Zy  p^  qy  ri 
j'ajoute  chacune  de  ces  équations  à  sa  correspon- 
dante parmi  les  équations  (b)  y  il  vient 


aNa— MÇrX  —  vc)  =  o , 

fliVc  —  Jlf  (FZ— vg)  =  o , 
^NÇCa  —  zA)  +  <^(/î  —  »)  =  ô. 


(rf) 


En  éliminant  les  six  quantités  p^  q^  r,  p'y  q\  r%  et  les 
six  produits  uXyUjTyUZy  Uod  y  tty,  wV,  entre  les  treize 
équations  (6)  y  {V)  et  (c)  y  il  restera  une  équation 
qui  donnera  la  valeur  de  Ny  exprimée  en  fonction  de 
quantités  connues  ;  mais  comme  cette  fonction  serait 
très-compliquée^  nous  conserverons  y  pour  abréger  ^ 
la  lettre  N^  à  la  place  de  sa  valeur^  dans  les  formules 
générales;  il  sera  plus  simple  de  calculer  cette  valeur 
dans  chaque  cas  particulier;  on  la  substituera  ensuite, 
dans  les  équations  (d)y  d'où  Ton  tirera  lesTaleurs  des 
quantités  P,  Q,  /î,etdes  produits /^X,  ^Ky  TZ; 
par  conséquent  y  ces  six  équations  feront  connaître^ 
dans  tous  le3  ça$  et  d'une  manière  complète  ^  là 


mmmm 


(^) 
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raouYement  du  corps  M  y  immédiatement  après  le 
choc ,  savoir  :  la  vitesse  et  la  direction  de  son  centre 
4e  gravité,  la  direction  de  Taxe  de  rotation,  pas- 
sant par  ce  point,  et  la  vitesse  angulaire  autour  de 
cet  axe. 

Relativement  au  corps  AT,  nous  aurons,  en  accen- 
tuant toutes  les  lettres  ,  excepté  la  force  N  qui  est 
la  même  piour  les  deux  corps  , 

fliVa'  —  MXF'X'  —  vV  )  =  o , 
flTVy  —  M\V'Y'  —  v'f  )  =  o , 
\Nc'  —  MXr'Z'  —v'^  )  =  o, 
fliV(CV-.  «'A')  +  CÇB!  —  «'  )  =  o , 
aiV  («V  —  >V)  +  B\(^^m')  =  o , 

équations   qui  suffiront  aussi  pour  déterminer  les 
valeurs   des  quantités   P',  Qy  if,  et  des   produits 

455.  En  considérant  seulement  les  trois  premières 
équations  de  chacun  des  groupes  (J>)  yQf)  y  {d)  ^ 
(JH)  y  on  peut  s'assurer  que  le  choc  des  deux  mobiles 
n'altérera  pas  la  vitesse  de  leurs  centres  de  gravité, 
suivant  une  direction  perpendiculaire  à  la  normale 
KfiJL\  En  effet,  si  Ton  mène  par  le  point  G  une 
droite  quelconque ,  qui  fasse  des  angles  £,  t\  /, 
avec  les  trois  axes  Gx^y  ^,y  ^^j  c^  qu'on  veuille 
connaître  la  vitesse  du  point  G  suivant  cette  droite, 
QVL  aura  pe.cos.  g-f-p/*.  cos. /-f-pg^.  cas, s' y  pour 
sa  valeur  avant  le* choc;  cette  même  vitesse  de-- 
:viendra  ,  après  le  choc  ,  ux .  cos. €  +  ujr .  cos.  / 
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H-  uz. COS. ^,  ou  bien^  f^X .  cos  •  g  4-  /^^ .  cm  •  / 
4-  f^Z.CQS^^p  selon  que  les  mobUeS  setont  dénués 
d^élasticité^ou  parfaitement  ëksli(tues;  dr^  Oft  ùtê 
des  premières  équations  (^)  et  (d)  ^ 

MÇ^UX  .COt. 9   -^Uy, €08,$' 'if' UZ. COS. 8^) 

=  M{ye.  COS.  fi  +  vf,  COS.  f'  +  Sfg.  cos.  «') 
+  ^^(a. cos.fi  4-  i. COS. fi'  +  c.cos  fi"), 

Jtf(rX.c08.«4.;PT^.co8.f'+  ^Z.cos.e*) 

+  fliV(tf.eos.#  +  *«<^«-«*+'<?-Co«.e'); 

mais  si  la  droite  qui  répond  aux  angles  é^  é^  %',  est 
perpendiculaire  à  la  normale  .fiT^iJSr'^Ia.partieL  multi- 
pliée par  Ny  disparaîtra  dans  ces^  équations  ^  parce 
<{u'on  aura  (n*  78)  a .  cos .  €+i  •  cos .  t-^-c .  cos  .6=0; 
done  eft  divisant  ensuite  pai^  Mj  oti  ytrit  que  les  Va- 
leurs de  là  vitesse  èmvânt  cette  droite^  sdtit  égaler 
avant  et  après  le  choc.  Il  en  sera  de  même  par  ràp-* 
port  au  corps  M\ 

Ainsi^.  dans  chftcpieeas  patticoHer^il  suffira-  db^  dé« 
terminer  la  Vitesse  du  centre  de  gravité  de^  chaque  iùo* 
bile  après  le  -cboCj^sutvaflltk  droite  jrpcii^T'fOBCOHipCH 
sera  cette  Vitesse  avec  celle  qui*  avait  lien  avant  le 
cboc^aralleleHient  auplantangtentm^éparle  pdint 
fJHy  et  qui  n'a  été  ehangée  ni  en  grandeur^  ni  en  direct 
tion  ;  la.  résultante  sera  la  vitesse  do  centre  de  gfavilé 
après^le  cboc,.  de  sorte  qne  pour  ebaque  naobiley  le» 
directions  des  vitesses  de  ce  ceMre,  arvani  et  après  le 
cboc^elknornaale  ao  point  die  cctoittict^  sefont  toiftt 
fours  cpsuudsesi  dans-  un  maâsde  tetnsL 
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436.  Appliqucms  nûiiatepaDl  cetto  «latyse  gmé* 
raie  à  quelques  hypothèses  parlkidières. 

Supposons  d'abord  que  la  normale  fJuK  y  au  point 
de  contact^  pa^sé  par  le  centré  de  gravité  ôdu  corps 
M,  de  manière  qu'c(Ue  soit  la  droite  fJiGK  (fig.  34), 
D'après  la  signification  des  lettres  a,  ^>>>^j»4^C| 
il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura  ^  dans  ce  cas^ 

tfa  —  tfî  =  o ,       tf  c  —  y  a  =o,       yi  —  ^cmo; 

alors  les  trois  éernièred  é<)tiàikmé  ($}  donneront  ^e^^r/^ 
/p=myr=ny  et  les  trois  dernières  équations  (d)  don^ 
neront  de  même  P:=^l^  Q=m,  R=n;  ce  qui  signifie 
que  la  directioii  de  Taxe  dé  rotation^  éthiYHeisje 
autour  de  cet  axe,  seront  les  mêmes  immédiate* 
ment  avant  et  après  lé  cbôc.  Ôohc  toutes  feô  fois 
que  la  normale  au  point  dé  contact  des  deux  mô^ 
Lftes,  passe  par  fe  éenire  dé  gravité  de  l'un  d'eux, 
le  choc  ne  change  rien  au  mouvement  de  rotation 
de  celui-ci,  soit  que  les  deux  corps  n'aient  aucune 
élasticité ,  ou  qu'ils  soient  composés  d'une  matière 


Si  la  même  normale  passe  aussi  par  le  eentf  e  éé 
gravité  G'  du  corps  M\  on  aura  également 

le  mouvement  de  rotation  de  M'  ne  sera  pas  non 
plus  altéré,  et  l'on  aura  seulement  à  déterminer 
les  vitesses  des  deux  points  G  et  G'  après  le  choc, 
suivant  la  directMU  normal»  K/aK\  Or^  l'équation 
{c).  se  réduira  à 


\ 
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toais  en  observant  que  «•-f-**'4-^*=irOn  tire  de» 

trois  premières  équations  (*)  , 

,JV—  Mu  (ojff  +  *y  +  ca)  +  Mi^Çae  +  bf+  cg)  =  o;      (/), 

et  de  même,  à  cause  de  û^'-f-A^'-l-c'',  les  trois  pre* 
mières  équations  (l/)  donnent 

N—M'uXa'a/+by+cW)+MVQ^e'+l/f+c'^)  =o;  (/'> 

combinant  ces  deux  équations  avec  la  précédente  ^ 
on  en  déduit  celle-ci  : 

Les  deux  droites  GS  el  GK  font  avec  les  axea 
principaux  qui  se  coupent  au  point  Gy  des  anglea 
dont  les  cosinus  sont  e^J'y  gy  et  a,  by  c;  donc  on 
aura  (n*  78) , 

ce  4- y  +  cg  =  cos.lïG/iL  ; 

de  même,  si  la  droite  G'ff'  est  la  direction,  du  point 
G' y  avant  le  choc  y  on  aura 

d'où  Ton  conclut 

^  MM'(y  ^<^os.  HGK  +  v^.cos.H'G'K'), 

^- J/+^' • 

Celte  valeur  de  M  doit  être  essentiellement  posî« 
tive  ;  lorsqu'elle  se  trouvera  négative  y  il  en  &udra 
conclure  qu'il  n'y  a  pas  de  choc  entre  le$  deu^ 
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mobiles  :  si  y  pa;*  exemple ,  la  direction  Gff  coïn- 
cide avec  la  droite  GKy  et  la  direction  G' H' y  avec 
la  droite  G'JSl',  on  aura  cos.HGK=zi^cos.H'G'K'=::j^ 
et  la  valeur  de  N  sera  négative  ;  or ,  dans  ce  cas^ 
les  vitesses  des  deux  points  G  et  G'  ont  des  direc- 
tions qui  tendent  à  les  écarter  l'un  de  Tautre  y  de  sorte 
que  les  deux  mobiles  se  sépareront  sans  se  choquer* 
Généralement,  il  sera  nécessaire  qu'au  moins  un  des 
deux  angles  JSTGJC  et  ETG'K,  soit  obtus ,  et  si  c'est 
Tangle  H  GKy  il  faudra  qu'abstraction  faite  du  signe^ 
le  produit  v.cos.HGK  surpasse  /.cos.  H'GK\ 

D'après  la  signification  des  quantités  a,  b,  t^ 

Xyjfy   Zy    OU   d 

ax  +  Ay -f- c«  =5  COS.  AC/f  ; 

la  composante  de  la  vitesse  Uy  vivant  la  direction 
GKy  est  donc  égale  à  u  («J:+*;^-f-ça)  j  sa  valeur 
est  donnée  par  l'équation  {f)\  en  y  mettant  à  la 
place  de  N  la  quantité  précédente ^  et  réduisant^  on 
trouve 

u.cos.uGK=: — pj; ^î 

C'est  cette  composante  qu'il  s'agissait  de  déterminer. 
Quand  elle  sera  positive^  elle  sera  dirigée  du  point 
G  vers  le  point  K  ;  et  quand  elle  sera  négative^  elle 
sera  dirigée  en  sens  contraire ,  ou  du  point  G  vers 
le  point  K\  Sachant  d'ailleurs  que  la  vitesse  de  ce 
point  6,  perpendiculaire  à  GKy  est  la  même  qu'avant 
le  choc  y  il  sera  aisé  d'en  déduire  la  grandeur  et  la 
directiou  de  la  vitesse  u. 
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£n  veiiu  de  réquation  (e) ,  la  vitesse  du  point 
G  après  le  cliec,  décomposée  ^  suivant  la  direction 
CfK\  sera  égale  et  de  signe  contraire  à  !a  vitesse  u  y 
Recomposée  suivant  â^JST  ;  par  conséquent,  les  deui: 
eeDtres  de  gravité  G  tX.  O  auront  y  après  le  choc  ^ 
des  vitesses  égales  et  dirigées  dans  le  même  sens, 
Mm^wtA  la  normale  K/jlK'. 

4^7.  Pans  )9  .ca$  particulier  pu  \w  deux  pçtnjLs 
G  et  Q'  Siç  ^ejgLYjBat  avanL  le  cboe ,  sur  U  normale 
KfAK\  leurs  vjltçssçs  perpendicplair^  à  ceU^e  droito 
seront  nulles,  et  elles  le  seront  encore  après  le 
choc  \  1*  directiofli  de  la  vitesse  u  coïncidera  avec  la 
droite  GKy  ou  avec  son  prolongement,  et  l'on  aura 
cos.kGK  ==b  I.  Si  les  deux  points  vont  dans  le 
même  sens  avant,  le  choc  ,  par  eiscemple^  de  K'  vers 
JT,  Pangle  fÎGK  sera  nul,  et  IVngle  IfGHi',  égal 
à  deux  droits  ;  on  aur^  donc  cos.  HGK  =  -+-  ^  , 
cos.  ir€rK''j=: —  I ,  et  par  conséquent 

ii.co8.aC/iLx=±u=:::— ï:^-- — yrr- , 

M  ^  M 

La  valeur  de  u  devant  être  positive ,  on  prendra  le 
signe  supérieur >•  ce  qui  suppose  cQs.&<?A'3ax+i; 
ta  vites^  du  point  Q  s^a  donc  dirige  dans  le  «ens 
(?jr,  cojnme  avant  le  çJbuac  ,  §t  ell^  sera  ég^le  à  la 
somme  des  quantités  de  wouvemepit  Mv  %\  H'v\ 
divisée  par  la  sommée  des  masses.  Qell#  di|  paitP^t  & 
sera  la  même. 

Si  les  de«x  points  G  et  G  vont  an-deviant  Tuii 
de  l'autre  avant  le  choc,  de  manière  que  le  point 
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G  se  meuve  ie  K  rer»  JC',  et  le  point  G',  de  K  vers 

«t  * 

donc,  à  cause  que  u  doit  toujours  être  positive 
iJ  $'4iMvit  qa'oa  devra  prendre  et>k.hGK  aac-f-  i' 
gni  «qs.  A^JT^B-»^  i ,  selon  ^'©n  aura  Jlf  •  >  Mf^* 
mMv:p>  MVi  ce  ^  sigmEe  «fue  la  vHesse  du  point 
^  après  le  choc,  sefa  dirigée  dans  le  sens  de  )a  plu* 
l^ndfldes^ux  quantités  de  mouvement  Af(r  et 
^fv'  :  cette  vitesse  sera  égale  à  l'excès  de  ïa  pltrt 
grande  swr  I«  B^  petite,  divise  p^r  k  som»e  des 
masses. 

•  Ces  résultats  sont  les  mêmes  que  ceux  que  nous 
ayons  trouvés.  ^  çn  considérant  le  chQç  de  <}<>q« 
sphères  homogènes  et  non  élastiques  (n»  422)  ;  mais 
nous  voyons  de  plus  qu'ils  sont  indépenda'ns  de 
la  forme  et  du  mouvement  de  rotation  des  corps 
et  qu'ils  supposent. seulement^  ^e  le^  deux  centres 
de  gpratiité  se  meuvent  avant  le  choc,8«rh»  di««-. 
tion  de  la  normale  9a  poii^t  de  contact. 


458.  Loiva^É*  las  dieux  c«rps  M  et  M' sont  élas- 
^ques,  H  ftttt  employer  les  qwmtités  ff,  ]t,  Y  Z 
|KWf  d^enWAârle  mouwmettt  4»  point  &;  on  « 

OA  étant  toujours  la  direction  du  point  Q  après  le 
choc;  les  trois  premières  équation»  (d)  donnent 


24o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

sobsbloant  pour  N  la  valeur  qu'on  vient  de  Irou- 
Ter,  et  réduisant^  il  vient 

(^M—M')v.cos.  HGK—  alf V .  cos.  H'G'KT 
f^.  co».  nGK  = M  A- M' 

Cette  formule  fera  donc  connaître  la  vitesse  du  point 
G  après  le  choc ,  suivant  la  direction  GK\  en  la 
composant  avec  la  vitesse  du  même  point  perpen- 
diculaire k  cette  direction  \  et  que  le  choc  n'a  pas 
changée  ,  on  en  conclura  la  grandeur  et  la  direction 
de  la  vitesse  V. 
Relativement  au  point  Gf ,  on  aura  de  même 

V.coB.h  G  A  = M  +  M' ■• 

Si  Ton  suppose  M:=3f^  ces  formules  deviendront  ^ 

r.cos.hGK=—i^,coB.H'G'K\ 
F". cos.h'G'K'  =i—v.co9. HGKi 

d'où  Ton  peut  conclure  que  dans  le  choc  de  deux 
corps  parÊûtement  élastiques  et  égaux  en  masse  y 
les  centres  de  gravité  des  mobiles  échangent  leurs 
vitesses  parallèles  à  la  normale  au  point  de  contact, 
en  supposant  toutefois  que  cette  normale  passe  par 
les  deux  centres;  de  manière  qu'après  le  choc, 
chaque  centre  se  trouve  avoir,  suivant  cette  nor- 
male, la  vitesse  que  l'autre  avait  auparavant  suivant 
la  même  droite  :  les  deux  centres  conservent  en 
'outre  leurs  vitesses  parallèles  au  plaa  tangent. . 

Il 
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U  est  aisé  de  Yerifier  que  ces  formules  coïncident 

Avec  celles  du  v^/ç:t^,  d^ns  le  cas  où  les  deux  centres 

&  et  G'  se  meuvent  sur  la  normale  KfiK\  dans  le 

même  sens  ou  en  sens  contraires* 

•  •        • 

459.  Si  le  corps  AT  est  en  repos  avant  le  choc^ 
on  fera  (^^=0;  ce  qui  réduit  les  fornmles  à 

r.cos.hGK  = WTIBF — — ' 

r\co^.hGK= j^^—p ; 

et  si  ^  de  plus^  la  masse  itT.est  extrêmement  grande 
par  rapport  à  la  masse  M^  de  sorte  qu^on  puisse  -, 
sans  erreur  sensible  ,  négliger  M  par  rapport  à  AT^ 
la  vitesse  de  M  après  le  choc  sera  insensible  9  ou  ^ 
autrement  dit  ^  ce  corps  pourra  être  regardé  comme 
fixe.  Or  )  en  négligeant  ifcf  dans  la  première  formule, 
elle  devient 

lors  donc  qu^nn  corps  parfaitement  élastique  vient 
choquer  un  obstacle  fixe^  et  que  la  normale  au  point 
de  contact  passe  par  le  centre  de  gravité  du  mobile^ 
le  choc  imprime  à  ce  centre  ^  suivant  cette  droite  , 
une  vitesse  égale  et  contraire  à  celle  qu'il  avait  àu-^ 
'  paravant  ;  il  ne  change  ni  la  vitesse  parallèle  au 
plan  tangent,  ni  le  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  point. 

U  est  aisé  d'en  .conclure  que  le  centre  de  gravilé 
est  réfléchi ,  en  faisant  avec  la  normale  l'angle  de 
a.  16 
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réfiexioti  égwl  k  l'angle  d'incidence.  Eb  effel^  «op^ 
posons  que  ce  centre  ae  ment  avant  le  choc,  soirânt 
la  droite  gG  (fig.  ^),  du  point  g  vers  le  point  G  j 
prenons  sur  le  prolongeaient  de  cette  ligne,  uM 
partie  Gffj  pour  représenter  la  vitesse  du  mo- 
bile; soit  toujours  fiGK ,  la  normale  au  point  de 
contact;  dans  le  plan  des  d'eux  droites  gGH  ei 
IjlGK  j  menons  les  perpendiculaires  Ha  et  Gb^  et  la 
parallèle  Hb^  à  la  droite  fiGK ,  de  manière  que  le 
quadrilatère  bGoH  soit  un  rectangle  :  les  côtés  Ga 
et  Gb  seroiit  les  composantes  de  la  vitesse  GH,  avant 
le  choc;  par  conséquent^   d'aprèace  qu'on  vient 
de  prouver ,  celles  de  là  vitesse  après  le  choc  seront 
Gb  y  que  le  dioc  n'a  pas  changée ,  et  Gc ,  que  je 
prends  égale  et  contraire  à  Ga.  Si  donc  on  achève 
le  rectangle  hGch ,  sa  diagonale  Gh  représentera , 
en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse  après  le 
choc.  Or,  on  voit  parcetteconstniction,querangle 
de  réflexion  KGh  est  égal  k  l'angle  d'incidence  JS^ 6g-; 
on  voit  aussi  que  les  vitesses  G4t  et  GHy  après  et 
avant  (e  choc  ,  sont  de  même  grandeur. 

44o.  Afin  de  montrer  Tinfluence  du  choc  sur  I0 
mouvement  de  rotation,  prenons  maintenant  un 
exemple  simple,  dans  lequel  la  normale  au  point 
de  contact  des  deux  mobiles,  qu'on  peut  regarder 
comme  la  direction  du  choc,  ne  passe  pas  par  leurâ 
centres  de  gravité. 

Supposons  qu'avant  le  choc  l'axe  de  rotation  du 
corps  Mj  coïncide  avec  l'un  des  axes  principaux  qui 
•e  coupent  à  son  centre  de  gravité^  par  exemple,  ave<i 
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Taxe  Cz,(fig-  36)>  ou  avec  son  prolongement;  on 
aura  alors  (a*  45 1)  hszo,  ms=zo^  hzszzhcê.  Supposons 
ausnque  la  normale  au  point  de  contact  soit  comprise 
dans  le  plan  des  axes  Gx^  et  Gjr^  ;  l'ordonnée  y  d^ 
point  de  contact^  parallèle  à  l'axe  Gz^ ,  sera  nulle 
ainsi  que  le  cosinus  c  de  l'angle  que  fait  cette  nor- 
male avec  ce  troisième  axe;  mais  en  faisant  /=z:o 
m=o^  >'=o,  ^=0,  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions (A),  on  trouve  ;?=6,  9=0;  d'où  Ton  con- 
clut que  l'axe  de  rotadoh  coïncidera  encore  après 
le  choc ,  avec  la  droite  Gz^.  Jjc  cEoc  changera  dgnc 
seulement  la  vitesse  de  rotation^  sans  changer  là 
direction  de  Taxe;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
nous  avons  déjà  vu  dans  le  n*  4o4«  U  ^^  serait  de. 
méme^  si  les  deux  mobiles  étaient  parfaitement 
élastiques  j  car  les  deux  dernières  équations  Çd)  , 
qui  se  rapportent  à  ce  cas  j  se  réduisent  aussi  y  dans 
notre  hypothèse^  à  P=:o,  Ç=:o. 

Prenons  pour  le  corps  Bf,  une  sphère  homogène; 
la  direction  du  choc  passera  nécessairenient  par  soii 
centre  de  gravité  ;  on  aura  donc ,  conmie  dans  le . 
n'456, 

et  Téqualion  (c)  se  réduira  à 
J'élimine  les  quantités 

u{ax+èyy   et    tt'(ajp'-hiy+î'«') 

entre  celle-ci  et  les  deux  équations  (/)  et  (f)  du  n^, 
cité^  dans  lesquelles  je  fais  cs^Oj  il  vient 

16. . 
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Menons  par  le  point  de  contact  /it^  denx  droites 
jiff  et  fiS^y  parallèles  aux  directions  des  vitesses 
p  et  /;  appelons  J^  et  J^'  les  angles  KfJiH  et  KijlH\ 
compris  entre  ces  droites  et  la  partie  fiK  de  la  nor- 
male au  point  de  contact  ;  en  observant  que  IT/aK 
est  supplément  de  H'jjJCy  nous  aurons 

« 

substituant  en  outre ^  dans  l'équation  précédente,  à 
la  place  de  r,  sa  valeur  tirée  de  la  quatrième  équa^ 
lion  (A),  on  trouve 

^^ _  CMM'\y' . cos.^—  1/ . C08 .  »  +  7t  (gg  —  aby} 
^  —  CM+  CM'  +  MMXCa—ctby  " 

Cette  valeur  de  N  devra  être  essentiellement  posi- 
tive, ainsi  que  nous  Favons  déjà  remarqué.  Les 
quantités  C,  M,  M'.,  v  ^  i/  qu'elle  contient,  sont 
toujours  positives;  les  cosinus /i,  &,  cos.J^,  cos.^,  et 
les  coordonnées  et,  Q^  peuvent  être  positifs  ou  néga- 
tifs; leurs  signes  sont  donnés ,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier ,  en  même  tems  que  leurs  valeurs.  Quant  à  la 
quantité  n,  elle  est  égale  ,  abstraction  faite  du  signe  , 
à  la  vitesse  angulaire  m^  que  nous  regarderons 
toujours  comme  positive;  mais,  pour  savoir  le  signe 
qu'on  doit  donner  à  riy  je  considère  un  point  O,  pris 
sur  l'axe  Gx^^  et  tel  que  ar^==  GO=:-(- 1  :  d'après  les 
notations  du  n*  4^1  ^  et  à  cause  que  2^:=o,  x^-^s  r 
la  quantité  n  exprime  la  vitesse  de  ce  point  dmu 
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au  ynouvement  de  rotation ,  et  décomposée  suWani 
Taxe  Gj^y  car  c'est  à  n  que  se  réduit  alors  Texpression 
nx^  —  Iz^  ;  il  s'ensuit  donc  que  n  sera  positive , 
quand  Taxe  Gx^y  en  tournant  autour  du  point  G, 
s'avancera  vers  l'axe  Crjr^y  ou  quand  le  mouvement 
de  rotation  se  fera  dans  le  sens  Oo  y  et  négatii^e  ^ 
dans  le  cas  contraire.  Par  la  même  raison  y  la  quaur 
tité  /*  sera  positive  ou  négative  ^  selon  que  le  mou- 
vement de  rotation^  après  le  choc,  se  fera  dana 
le  sens  Oo  y  ou  dans  le  sens  Oo\ 

44 1*  Au  moyen  de  cette  valeur  de  Ny  et  en  la 
substituant  dans  les  formules  précédemment  trou- 
vées y  on  déterminera  immédiatement  la  vitesse  da 
rotation  du  corpsr  M  après  le  choc  y  et  les  vitesses 
des  centres  de  gravité  de  ilf  et  de  AT  y  suivant  les 
normales  JT/tjiSr^ 

Je  me  dispenserai  d'écrire  les  expressions  de  ces 
dernières  vitesses  :  on  les  déduira  sans  £fficuîté  des 
équations  (/*)  et  (/")  du  n*  456,  si  les  deux  mobiles 
sont  dénués  d'élasticité  ;  et  s'ils  sont  élastiques  y  on 
les  obtiendra  par  un  calcul  semblable^à  celui  àv^ 
n*  438. 


% 


La  quatrième  équation  (i).  donae^  aprèa  L'élimi*^ 
nation  de  Ny 

{CM+  Cnr^n  4»  MMXfi/^.  coi .  J^  —  ».  COS. l)(èLb —Ca) 
'^       T  CM-^ClW'j'MMXCa  —  eLby  ~'^ 

comme  oa  ^p  s=sa,  9  ssO'^  <^^tte  quantité  r  est  la. 
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Titesse  de  rotatiôa  qui  a  lieu  après  le  choc  ^  et  que 
nous  avons  désignée  par  9  (n*  43i)-  Le  corps  il/ tour- 
nera donc  autour  de  l'axe  Gz^.  avec,  cette  vitesse» 
daus  le  sens.  Oa  ou  dans  le  sens  Oo' y  selon  que  la 
valeur  de  r  sera  positive  ou  négative. 

Lorsque  les  deux  mobiles  seront  parfaitement 
élastiques  \  on  substituera  la  valeur  de  N  dans  la 
quatrième  équation  (d) ,  et  l'on  en  tirera  là  valeur 
de  i{,  qui  sera  la  vitesse  de  rotation  après  le  choe. 

44^-  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  les  deux  mo- 
biles ^M  et  iH^  eiiti^rebofent  libreis  ;  mais  s'ils  sont 
retenus  par  un  ou  deux  points  fixes  y  la  détermina* 
fion  de  leurs  mouvemens  après  le  choc^  dépendra 
toujours  des  mêmes  principes,  et  ne  différera  que 
par  le  nombre  des  équations  qu'<m  atara  à  consi- 
dérer. Par  exemple  y  si  le  corps  M  est  retenu  par 
un  point  fixe  G  (  fig«  :i3)y  les  trois  premières  équa- 
^ons  {a)  du  vP  J!^\  ne  seront  plus  nécessaires  a 
Téquilibre  de  la  force  iV,.  et. des  quantités  de  mou- 
vement perdues  daq^.  le  choc  par  les  molécules  de 
îjii  ce  point  fixe  ne  sera  pas  toujours ,  comme  dans 
le  cas  précédent,  le  centre  .de  gravité  de  Af;  on 
n'aura  donc  plifc  Jxjdmz=iOy  fjrjim^=:Oy  fzjim=>o% 
mais  le  point  G  étant  fixe,  on  aura  (^=0  ,  ii=o; 
d'ailleurs ,  on  pourra  toujours  prendre  pour  les 
droites  Gx^y  Gj^y  Gz^y  les  trois  axes  principaux  de 
M  y  qui  se  coupent  au  point  £r;  on  aura  donc 
fxj-jim±=^Oy  fx;ijim:=iOy  fzj'jimz=io;  et  d'après 
cela,  les  trois  dernières  équations  (a)  se  réduiront  à 
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JV(Ca  — :fté)  +  C  (r  ^  a) = 0^ 
N(*c —ya)  +  £.lq-.m)=Q  ^ 

coomie  daps  le  n*  cité.  Ea  y  joignait  lés  six  équa^ 
tious  relatiy^au  corps  if,  que  )é  coatinue  de  sup- 
poser iibre^  eM'éq^atio^  (c),  daii$  liiquelle  on  fera 
i«=o  ^  on  4»ura  le  nombre  d'équntioKiâ.  oéceséairef 
pourdéteraiiner  le  monveinieat  ^  Vnn  et  de  l'aïutre 
inobile^  après  le  çboc«  Si  les  deux  corps  étaient 
élastiques  ,  ou  aurait  les  trois  dernières  é<|Qatio«9 
(d) ,  pour  détenniiier  les  yaleiu-s  de  P,  Q,  R^  qui 
remplaceraient^  dans  ce  eas^  les.qita^tés/y^y,  r. 
.  SileoorpsJIfeatretea^pariftnaue&Ee iQ^, qu^oune 
sapposwâplQsunaxeprincipai)  la  quatrième  éqoa^ 
tion  (^)  sera  sei^e  nécessaire,  pour  l'équililire  de  la 
force  iV  et  des  quantités  de  mouvement  perdues  par^ 
les  molécules  de  M.  Gomme  Taxe  âe  rotation  coïa-« 
cide  alors  avec  Taxe  Gz,,  avant  et  après  le  choc,  on  » 
|s=o,  mscso,  fias30>^=o,  ainsi  que  f^ssso, Ksszo;. 
Véquation  d^équililnre  sfî  réduit  donc.à 

JF(Ci»-««»>4.C(i^  — i»>=o; 

C  étant  toujèurs  le  moment  dlnèrtie  de  Sf^  par  rap-^ 
|>ort  à  Taxe  Gz^.  On  joindra  à  cette  équation,  celles, 
qui  se  rapportent  an  mouvement  de  AT,  et  réquation 
(c) ^/dans laquelle  on  fera /=o,  wis=a,  /?=o,  y=ae 
ctutrzo.  Qbând  les  deux  mobiles  seront  élastiques  ^^ 
i>n  aura  Téquation 

au  lieu  de  U  précéd^ntei.. 
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44s.  Le  problème  du  choc  de  deux  corps  étant 
un  de  ceux  qui  trouvent  le  plus  souvent  une  appli- 
cation utile  dans  la  pratique ,  on  ne   trouvera  pas 
trop  longs  les  détails  dans  lesquels  je  suis  entré  à  ce 
sujet.  Les  formules  et  les  principes  exposés  dans 
ce  paragraphe  ^  donneront  la  solution  complète  du 
problème  ^  dans  tous  les  cas  qu'il  peut  présenter  ;  et 
cette  solution  est  aussi  simple  cpi'il  est  possible,  puis- 
qu'elle se  réduit  y  dans  chaque  cas,  à  résoudre  un 
nombre  d'équations  du  premier  degré  égal-k  celui  des 
inconnu.es  qu'on  a  à  déterminer.  Il  est  rare  qu'on 
ait  à  considérer  le  choc  de  plus  de  deux  corps  à-la-* 
fois  ;  le  choc  simultanée  d'un  nombre  quelconque 
de  corps,  qui  va  nous  occuper  dans  le  paragraphe 
suivant,  n'est  donc  qu'une  question  de  pure  curio- 
sité, remarquable  par  l'uniformité  de  l'analyse  dont 
nous  ferons  usagé,  et  par  la  généralité  des  résul- 
tats. Mais  afin  de  ne  pas  compliquer  cette  question , 
nous  supposerons  que  les  mobiles  sont  des  sphères 
homogènes  qui  pourront  être  de  différèns  rayons 
et  de  différentes  matières.  Si  Ces  corps  ont  un  mou- 
vement de  rotation  autour  de  leurs  centres  ^  il  ne  sera 
point  altéré  par  le  choc  ,  et  nous  serons  dispensés 
d'y  avoir  égard.   Nous  supposerons  donc  aussi  que 
tous  les  points  d'une  même  sphère  se  meuvent,  ;^vant 
et  après  le  choc ,  avec  la  même  vhesse  et  dans  U 
même  direction  que  son  centre;  mais  cette  vitesse; 
et  cette  direction  varieront  d'une  sphère  a  une  autre, 
et  chaque  mobile  aura^  dans  l'espace,  une  direction 
ai  une  vitesse  particulières. 
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S*  in.  Choc  simultanée  (Tun  nombre  quelconque  de 
corps  sphériques  et  homogènes. 

444-  ^  question  que  nous  nous  proposons  dé 
résoudre  y  consiste  à  déterminer  lés  vitesses  et  les 
directions  de  ces  corps  après  le  choc  y  connaissant 
leurs  vitesses  et  leurs  directions ,  ayant  le  choc  ^  lés 
directions  des  droilesqui  joignent  leurs  centres  deux 
à  deux  ^  à  Tinstant  du  choc^'  et  enfin  leurs  masses. 

Supposons  d'abord  les  mobiles  sans  élasticité  ; 
soient  m  y  ni  y  m'y  etc.^  leurs  masses;  p^  i/y  v'y  etc.  y 
leurs,  vitesses  avant  le  choc  ;  Uy  il  y  u''^  etc.  y  leurs 
vitesses  après  le  choc;  c,  c'y  c'y  etc. ,  les  centres  de 
ees  corps  sphériques.  Pour  fixer  les  directions  de 
ces  vitesses^  menons  arbitrairement  par  un  point 
quelconque  O  (fig.  217)^  trois  axes  rectangulaires 
Oxy  OjTy  Oz;  désignons  par  a  y  h,  Cy\e%  trois  angles 
que  fait  la  direction  de  la  vitesse  v  y  avec  des  parai** 
ièles  k  ces  axes;  par  i^y  Vy  c'\  a\  Vy  c'i  etc.  y  les  angles 
analogues  qui  se  rapportent  aux  directions  des  vitesses 
v\  if  y  etc.  j  et  par  «t,  6,  yi  «',  €',  y';  «%  C%  y';  etc.  > 
les  angles  cpii  déterminent  de  la  même  manière^  les 
directions  des  vitesses  u  y  u',  it%  etc.  :  tous  ces  angles 
étant  comptés  comme  il  a  été  dit  au  commencement 
de  ce  Traité  (n*  5),  et  les  vitesses  Py  i/y  9' y  etc.  ; 
Uy  u'yu'y  ctc.  y  étaut  toutcs  des  quantités  positives/ 
Quant  aux  directions  des  ligaes  ce' y  cc'^  etc.  y  qui 
joignent  les  centres  deux  à  deui^^  nous  n'emploie- 
rons pas  de  nouvelles  lettres  pour  les  désigner: 
cx^  cjTy  es  ^  étant  trois  droites  menées  par  le  point  Cy 
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parallèlement  aux  axes  Ox^  O/y  Ozy  la  direction  de 
la  ligne  ce' y  on  de  la  force  qui  agit  suivant  cette 
droite,  du  point  e  vers  le  point  t\  sera  fixée  par  les^ 
trois  angles  c'cXy  c'cy^  dcZy  aigus  ou  obtus,  que  cette 
Hgue  iâit  avec  les  parallèles;  de  même  c'xy  c'y  y  c'zy 
étant  des  parallèles  aux  mêmes  axes,  menées  par  le 
point  e\  la  direction  de  la  droite  c'cy  ou  de  la  fwce  qui 
iigit  suivant  cette  ligne ,  de  o^  vers  c,  sera  déterminée 
par  les  trois  angles  cdxy  ce' y  y  cdzy  qui  sont  8up« 
plémens  des  trois  premiers;  et  ainsi  de  suite  pour 
toutes  les  autres  lignes*  Noua  distinguons,  comme 
on  voit,  la  ligne  ed  de  la  ligne  c'cy  afin  de  ne  paSL 
confondre  la 'force  qui  agit  de  c  vers  d'y  avec  la 
force  contraire. qui  agit  de  i^  vers  e. 
'  Gek  posé ,  l'équilibre  doit  avoir  lieu  dans  le  ^s^ 
Jtème ,  en  conservant  à  tous  les  points  des  masses 
m  y  ni  y  m*,  etc. ,  leurs  vitesses  c,  /,  sfy  etc.,  et  leur 
imprimant',  en  outré,  des  vitesses  égales  et  contraires^ 
&  £1,  i/,  i/,  etc;  (n*  535);  ce  qui  revient  à  àppliquet 
mix  centres  c ,  c'y  c*,  etc. ,  de  ces  sphères,  des  forces^ 
wfWj  wtJ  yVifv^  y  etc. ,  dirigées  dans  le  sens  des  vîtesse& 
V  y  /,  /,'  etc. ,  et  des  forces  «a,  mV,  mV,  etc. ,  di- 
rigées en  sens  contraire  des  vitesses  u,  i/,  i/^ètc.  Or, 
pour  que  cet  équilibre  général  subsiste  ,  il  faut  qu'il 
^it  lieu  séparément  dans  chaque  sphère,  en  ayant 
égard  aux  deux  forces  qui  sont  appliquée^  à  son 
centre  ,  et  aux  quantités  de  mouvement  qui  lui  sont 
imprimées  à  Finstânt  dn  choc,  par  les  sphères  qui 
la  touchent;  et  comme  ces  quantités  de  mouvement 
sont  dirigées  suivant  les  rayons  de  la  sphère  touchée^ 
qui  aboutissent  aux  points  de  contact,  il  s'enstuk 
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que  les  directions  de  toutes  les  forces  qui  doivent 
se  faire  équilibre  sur  une  même  sphère  ^  viennent 
concourir  à  son  centre  ;  par  conséquent  il  suffit  que 
les  trois  sommes  de  leurs  composantes  parallèles 
^ux  axes  Ox ,  Ojr,  Oz  j  soient  égales  à  zéro  (n*  22).' 
'  Supposons  donc  qu'à  l'instant  du  choc ,  la  sphère 
m  y  dont  le  centre  est  c,  est  touchée  par  les  sphère* 
/»',  m%  etc.,  dont  les  centres  sont  c\  c^,  etc.  ;  soit 
(c,  c'),  la  quantité  de  mouvement  que  m  reçoit  de 
/»',  et  qui  est  dirigée  suivant  la  ligne  dc^  de  c'  vers 
o  \  (cy  c')  celle  que  m  reçoit  de  »',  et  qui  est  ^dirigée 
suivant  la  ligne  c'cy  de  c"  vers  e;  et  ainsi  de  suite  2 
en  décomposant  ces  forces,  ainsi  que  les  forces 
77IP  et  mu^  suivant  les  axes  Oos^  Ojy  Ozy  et  égalant 
ensuite  à  sàro  la  somme  des  composantes,  suivant 
chaque  axe,  on  trouvera,  d'après  les notaiions  con*-^ 
venue»,  . 


mt/.cos.a  —  mu. 005. «  ■+•  (c,c'  ).co8. cc'j; 

+  (c,  c*  ) .  CO8 .  ce"  j:+ etc.  =  o , 
mv.co8.fr— -n»u.co8.C-f-  (c,c').co8.cc^ 

-H  (c, c"). COS. ccy  '{•'  etc.  =  o, 
mv.coe.c  — mu.coa.y  +  (c,c  ).co8. ce 2 

4-  (c,c'').co8.cc''*  -f-etc.  =r b. 

On  trouve  de  même  ^  pour  l'équilibre  de  m>, 

m'/.co8.a'— mV.co8.A'4"  C^'»^  ).co8.c'car 

+  (€',€"  ).co8.cVx  -l-etc.  =  o, 
mV.cos.y— mV.cos.C  +  (c'>c  ).cos.c'cjr 

if»V.cp«.c'— mV.co8.j''+(c',c  ).c<M.c'cx 

+  (('«<''  )<C08.o'«"2  4>  etc.  ss  o; 


<«)■ 


(»»') 
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pour  réquilibre  de  m% 

+(c'',c').co«.cVx+etc.  =o, 
mV.coa.ft'— i»V,co8.C*  +(<;*,  c  ).co8.c'cy 

-Kc''y).co8.cVjf+etc.  =0/^'*  ^ 
m^v".  coa^c'— m''u''.co8.>'+(c" ,  c  )  .co8.c''c& 

•  4-(c'',c').co8.cVa+etc.  =  0; 

et  ainsi  de  suite. 

Dans  ces  équations ,  nous  représentons^  en  gé- 
néral^ par  la  notation  (c^'^^  ^'"^)>  1^  quantité  de  mOtt«* 
Tement  que  la  sphère  dont  le  eentre  est  ^""^  imprime 
a  celle  dont  le  centre  est  i^'^  k  Tinstant  du  choc 
quantité  de  mouvement  qui  est  dirigée  suivant  la 
droite  c^"^c^"^,  de  c^*^  vers  c^*\  La  notation  (c^'^\  c^'^) 
représente  la  quantité  de  mouvement  que  la  seconde 
sphère  rend  à  la  première  y  en  sens  contraire  de 
celle  qu'elle  en  a  reçue.  Ces  deux  forces  n'existent 
pas  y  ou  doivent  être  supposées  nulles ,  lorsque  les 
centres  c^"^  et  c^"^  appartiennent  à  des  sphères  qui^ne 
se  touchent  pas  à  Tinstant  du  choc  ;  de  sorte  que  le 
nonibrç  de  ces  notations  ,  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions précédentes  y  est  égal  au  double  des  contacts 
de  toutes  les  sphères  entre  elles. 

En  joignant  à  ces  équations,  celles-ci  : 

«OS*.«-f-CO«*.C-l-C08*.>=:l  ,  C08*.«'-|-C08*.C'-f-C08*.y=l  ,  CtC. , 

on  en  aura  un  nombre  quadruple  de  celui  des  masses 
m  y  rrly  nfy  etc.^  et  par  conséquent  égaia  celui  des 
inconnues  u^a^C^y}  «^>*'>^^>'î«%  *%  16%^' je  te. 
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qu'il  s'agit  de  déterminer;  mais  comme  ces  équations 
renferment  en  outre  les  inconnues  (c,  c'),  {c  ^  c'), 
etc.y  il  nous  reste  encore  à  trouver  d'autres  équations^ 
en  nombre  égal  à  celui  de  ces  dernières  inconnues. 

445.  Pour  cela^  j'observe  d'abord  que  l'on  a  gé- 
néralement 

En  effet,  au  lieu  de  considérer  isolément  chaque 
sphère ,  comme  nous  venons  de  le  faire  ^  consi-« 
dérons  à-la- fois  deux  de  celles  qui  se  touchent  à 
l'instant  du  choc,  par  exemple,  les  deux  sphères 
m  et  m'y  dont  les  centres  sont  c  et  c\  L'équilibré 
doit  exister  dans  ce  système  de  deux  sphères,  ei^ 
ayant  égard  aux  forces  nw^  mu ,  m/,  /m/,  appliquées 
à  leurs  centres,  et  auxquantites.de  mouvement  qui 
leur  sont  imprimées  par  toutes  les  autres  sphères 
dont  nous  Saisons  abstraction  pour  un  moment;  mais 
alors  la  sphère  m  ef  t  soumise  à  l'action  des  forces 
ms^y  mu,  (c,  c)y  (c,  c')y  etc. ,  dont  les  directions 
sont  données  et  passent  toutes  par  son  centre ,  et 
dont  la  résultante ,  en  vertu  des  équations  (m) ,  est 
égale  et  contraire  à  la  force  (cyc')  (n^aa);  de 
même,  en  vertu  des  équations  (jn) ,  la  résultante 
des  forces  mV,  mV,  (c\c')j  (c\  c'"),  etc.,  qui 
agissent  sur  la  sphère  m'y  est  égale  et  contraire  à  la 
force  (c'y  c);  or,  pour  l'équilibre^  il  est  nécessaire 
que  ces  deux  résultantes  soient  égales  et  directe- 
ment opposées;  donc  il  faut  que  les  deux  forces 
(cy  c')  et  (c'y  c)  le  soient  aussi  :  elles  sont  déjà  di«- 
r^ctcment  opposées,  puisqu'elles  agissent  suivant  U 
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qae  chaque  corps  reçoit  de  tous  ceux  qui  le  tonchent; 
et  celles  qu*il  leur  restitue ,  auront  les  mêmes  direc' 
tîoas  que  dans  la  supposition  d'une  élasticité  nulle  ^ 
mais  elles  seront  doubles  en  grandeur,  de  ce  qu*elles 
seroient  dans  cette  hypothèse.  En  décomposantjdonc 
parallèlement  aux  trois  axes  Ox,  Ojr^  Ozy  les  vitesses 
qui  sont  imprimées  à  la  sphère  m  y  par  toutes  celles 
qui  la  touchent  à  l'instant  du  choc ,  et  faisant  les 
sommes  des  composantes  suivant  chaque  axe  y  ces 
sommes  seront  doubles  y  dans  le  cas  d'une  élasti- 
cité par^atite,  de  ce  qu'elles  seraient  dans  le  cas 
d'une  élasticité  nulle ,  toutes  les  données  étant 
d'ailleurs  les  mêmes  dans  les  deux  cas  ;  de  plus  y  il 
eai  évident  que  la  somme  relative  à  chaque  axe  est 
^ale  à  la  différence  des  vitesses  du  mobile ,  suivant 
cet  axe^  avant  et  après  le  choc;  or,  en  conservant 
les  notations  précédentes,  les  différences  de  ces 
vitesses,  dans  le  cas  de  l'élasticité  nulle,  sont 
Il  .COS.  Cl — f^.cos.tf,  suivant  l'axe  Ox\  u.cos.C-^^ 
p . COS.&,  suivant  l'axe  Ojr;  u.cos.  y — (^.cos.  Cy  sui- 
vant l'axe  Oz;  donc,  dans  le  cas  de  l'élasticité  par- 
&ite ,  ces  mêmes  différences  seront 

a(u.co8.fl(— -l'.cos.a)^  a(u.co8.C— -y.cos.ft),  a(ii.cof.^^— t^.coi.c). 

Si  on  les  ajoute  aux  composantes,  u .  cos.a,  y .  cos.  &, 
t^.cos.  c,  de  la  vitesse  de  m  avant  le  choc,  on  aura, 
en  réduisant, 

fltt.cos.a  —  v.cos.a,  su.cos.C— - v.cos.& ,   2U.co8.>'  —  i'.cos.c , 

pour  les  composantes  de  sa  vitesse  après  le  choc  ; 
d'où  il  sera  aisé  de  conclure  la  grandeur  et  la  direc- 
tion de  cette  vitesse  dans  l'espace. 


I 
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En  acceutaantune  fois,  deux  fois,  etc. ,  les  lettres 
•>,  a,  t,  CjUy  Aj  Qyy^on  aura  les  composantes  paral-^ 
lèles  aux  mêmes  axes  Ox,  Oy,  Oz^  des  vitesses  de  /?/, 
m'y  etc.,  après  le  choc, lesquelles  composantes  Seront 

au' .  cos .  OL —  /.cos .  a',  au^ ,  cob.C— / .  cos.è',  au' .  cos .  ^'— y' .  cos.c'' 
ûu'.cos.A* — ^i^^.cos.a",  au^.cos.C — ^''.cos.A",  au^cos.T^" — ^''^oi-c", 
etc. 

Lors  done  que  les  vitesses  u,  u\  iiy  etc.,  aj>rès  le 
choc,  et  les  angles  «,  ^ ,>,«',  ^',  >,  etc.,  dont 
leurs  directions  dépendent,  auront  été  déterminées 
dans  l'hypothèse  d'une  élasticité  nulle,  on  pourra 
aussi  assigner  les  vitesses  et  les  directions  de  tous 
les  mobiles  après  le  choc,  dans  Thjpo thèse  dune 
élasticité  parfaite  ;  par  conséquent  la  solution  du 
problème  de  la  communication  du  mouvement  ^ 
entre  des  corps  sphériques  et  homogènes,  entière^ 
meut  dénués  d'élasticité,  ou  parfaitement  élastiques^ 
se  réduit  à  résoudre,  dans  chaque  cas  particulier^ 
les  équations  des  n°'  444  ^^  44^-  On  peut  observer 
que  ces  équations  sont  seulement  du  premier  degré 
par  rapport  aux  inconnues  (c,  c*)y  (c,  c'),etc.  ,etaux 
produits  u .  cos.  a,  u  .  cos.  f ,  u  •  cos.  y  y  u\  cos.  cl\ 
II.  COS.  €'y  u.cos.  y  y  etc. ,  qui  seront  les  vitesses  des 
mobiles  après  le  choc.  Déplus,  ces  équations  sont  en 
même  nombre  que  toutes  ces  quantités  ;  de  manière 
que  le  calcul  de  leurs  valeurs  sera  toujours  aussi 
simple  qu'on  peut  le  désirer. 

Voici  maintenant  plusieurs  conséquences  géné-« 
raies  qui  se  déduisent  de  ces  équations,  avec  une 
grande  facilité.  -       « 

17.. 
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449.  D^ns  le  eai  des  corps  non  élastiques  ^  les 
quantités  da  mourement  ffWy  mV^  ^'^^'f  ^t^»>  ^  dé- 
truiront dans  le  clioc ,  et  les  corps  resteront  en 
repos  ,  toutes  les  fois  que  les  vitesses  Uy  1/^  u^^  etc.  ^ 
après  le  choc  ,  seront  nulles;  or^  si  Ton  fait  f^=o^ 
i/=:o,  w'==o,  etc.,  les  équations  du  n**  44^  der 
viennent  identiques,  et  les  angles  a,  Cyy^oL'yC^ 
y  y  etc. ,  disparaissent  en  même  tems  que  ces  vitesses, 
dans  les  équations  (m),  (ni) y  (m^) ,  etc.,  du  n*  444 i 
éliminant  donc  entre  ces  dernières  équations,  les 
quantités  (c,  c')y  (Oyc')y  etc.,  il  restera  des  équa- 
tions de  condition  entre  les  quantités  données  irn^, 
ni  s/ y  wV,  etc.  ;  «,  *,  ^;  rt^,  *',  ^';  etc. ,  qui  devront 
être  satis&ites  pour  que  l'équilibre  des  quantités  de 
mouvement  nwy  rfiv^y  mV,  etc.,  ait  Heu.  Les  équa^ 
tions  d'é€[uil3)re  seront  donc  en  nond>re  égal  à  troi» 
fois  cebaî  des  corps,  moins  le  nombre  de  leurs  con^ 
tacts  ;  d^où  Ton  voit  que  le  nombre  des  corps  res^ 
tant  le  même,  celui  des  conditions  d^équilîhre  ser^ 
Sautant  plus  grand,  qu*tl  y  aura  moins  de  points  de 
contact  entre  les  corps,  k  l'instant  du  choc.  L'équi- 
libre serait  impossible,  comme  on  le  verra  bientôt  • 
si  les  mobiles  étaient  élastiques. 

450.  Si  Ton  fait  la  somme  des  premières  équations 
de  tous  les  groupes  (m) y  (m'),  {m') y  etc. ,  on  trouve, 
en  ayant  égard  à  la  remarque  du  n"*  44^  y  ^^  toutet 
les  inconnues  (c,  c') ,  (c,  c'),  etc, ,  disparaissent , 
et  que  cette  sommie  se  réduit  à 

mv.co6.a  +  mV.o(>s.a'«f'  etc. 

•—  mu^cos.flt— -  mV.co9.at'  —  etc.  =  o.        (1). 
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On  trouve  de  même  pour  les  sommes  des  secondes 
et  des  troisièmes  équations  de  ces  groupes  , 

mv ,  cos .  i  +  m'i/.  cos .  b'  +  etc. 

—  mii.c08.C->— inV.coe.C'-»-etc.s:Oy         (») 
mv.  008 .  c+  m'v' .  cos .  c'  +  etc. 

—  mu.  cos.y  —  mV  .cos.y  —  etc.  =0.  (S) 

Or,  on  peut  conclure  de  ces  trois  équations,  que  la 
vitesse  du  centre  de  gravité  de  tous  les  corps  m^ 
m\  m'y  etc. ,  est  la  même  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, avant  et  après  le  choc. 

En  effet,  sôit  G  ce  point;  désignons  knn  instant 
quelconque,  par  x^,  j^,  z^,  ses  coordonnées  paral- 
lèle» aux  alKea  Oj^,  Oy,  Oz;  par  Jc^jr^  z,  tfdles  dt» 
centrci  de  m;  par  x^^y,  z\  cellesdn  centre  de  m%  etc.  ; 
et  enfin  par  Jtf^,  la  somme  des  masses  m^  nij  m!, etc.  ; 
nous  aurons,  d  après  les  propriétés  connues  du  centre 
de  gravité, 

My^  Tzimy-^  m'y  +  m'y"  +  etc. , 
Mz^  =  7n«  4-  »»'*'  +  y^V  +  €tc.  ; 

d  OÙ  Ton  tire ,  en  différentiant  par  rapport  an  tema 
dont  l'élément  sera  représenté  par  dty  et  divisant  par 
cet  élément, 

--.  rf«,  dz  ,      ,  dz'  -  dz"    ,     ^ 
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Ces   équations    donneront   les   trois   composantes 

-^,  -4^',  -4',  de  la  vitesse  du  point  6  à  un  instant 

cpielconque  ^  en  y  substituant  à  la  place  de  ^  ^  ^, 

dz    djd    dy'    dz  «  <■  a 

dt*  "dT*  S"*  'di  '  ^^^'^  '^*  composantes  des, vitesses 

de  m^m'yeU:.^  au  même  instant.  Or^  ona^  avant 
le  choc, 

dx  dy  ,  dz 

■-7-=:v.co«.a,       •^  =  V;,co3.D,       -^  =  i;,cos.c; 

dxf         ,  f 

-T— =  V  .CQs.a  ,  etc.  ; 

• 

dfs^nant  donc  par  Vy  V^  V^  les  trois  compo- 
santes parallèles  aux  axes  Oxy  Oy^  Ozy  de  la  vitesse 
de  ce  point  G  avant  le  choc,  on  aura  aussi 

MF"  =  mv,co5.a  +  mV.coa.a'  -f-  m*i/''.coa.a'-t-  etc. , 
My=zmv,co5.b  -t-  mV.008.6'  -f-  m'V.co8,6*  +  etc. , 
Af^*=mv.co8.c  +  'nV,co8.c'4-»»''v'',cos.c*'+  etc. 

Soient  encore  U,  U\  U'y  les  composantes  parallèle^ 
aux  mêmes  axes,  de  la  vitesse  de  G  après  le  choc. 
Si  les  corps  m  y  n/y  m'y  etc.,  ne  sont  point  élaslî^ 
ques^  on  a 

dx  dy  ^         dz  ' 

r^Tszu.cos.e^,       -j-=:u.C09.C,      -^=^?i,co8^j^; 

dx'        f  ,      ^ 

--,— i=u  .co8.«t ,  etc.  ^ 

d'où  Ton  eoiiclut 
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MU  =  mu.  coi.  *  -I-  mV.  coa.  «'  +  mV.  cos .  a"  -|-  etc. , 
JlfU'=mu.co8.ffH-7ii^u'.co8.C'+'»"tt*.coa.C'+  etc., 
Jlfî/*=  mu.coi.y-l-mV.coB.y4-mV.co8.^*'+etc.; 

et  par  conséquent,  en  vertu  des  équations  (i),' 
(a),  (5), 

donc  y  dans  le  cas  des  corps  non  élastiques  y  la  t!-» 
tesse  du  centre  de  gravité  est  la  même,  parallèle*-^ 
ment  aux  trois  axes ,  avant  et  après  le  choc. 

Si  les  mobiles  sont  parfaitement  élastiques,  o& 
aura,  après  le  choc  (n*  44^)> 

-^=au.co8.fle— v.cof.a. 


^  =  au .  C08 .  C  —  V.  C08  •  h , 


-4-  ==  au'.coa.C^— i/.co8.y, 

•^  =s  aa'.co8,>^'—  v'.coaV, 
etc. 

Substituant   ces  valeurs  dans  celles  de   ilf  •  -^r  ^ 

3f .  ^,  Jif  .^'  ^  pour  avoir  les  quantités  MU^MÏT^ 

MTPy  on  trouve  eUtcore,  en  ayant  égard  aux  équa-*^ 
fions  (i),  (a),  (5}^ 


t 
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J|/ t/'^K  mv ,  cos .  i5^  Ht  iiiV ,  çoi .  6' 4r  •!€.  T^p  Jlf /^', 

dpnç  aussi  ^  dans  If  çbpç  dçs  corpç  elasti<{ues  j^  la 
Vitesse  du  centre  de  gravité  n  est  altérée^  ni  eia  |^an^ 
deur^  ni  em  di^ectfon.^ 

.45.1;.  $oi^  ji^Mpte^^t  <^  Vaiigle  compria  «ntve  U 
dif eqlM^iL  do  l^t  yjtfif s^  îiyo  eX  co)l^  d^  la  Tit^^se  Ui 
de  sorti»  q»'oip;  ^t  («^  76) 

désignons  aussi  par  w  la  vitesse^  de  m  après  le  cVbc^' 
dans  le  cas  des  corps  élastiques;  pous  aurons 
(n*448)  '  . 

iy*  =  (au.co8.«e-^ikeoi».«ry^(9u*co».C«— V.COS.&)* 

+  (au.co8.^*— v.cos.c)*;' 

on  bien,  en  réduisant     ~    ' 

En  appelant  d^  .W^ni^.  !^:  Va^gW  convpris  entre  les 
directions  des  vitesses  i^',  et  i/,  et  w'  }a  vitesse  de  11% 
après  le  choc  y^  49M.rk3rpo.t]M$Q  4'wi^  élasticité  par-* 
£iite;  /'l'angle  compris  entre  les  directions  des  vi- 
tesses u'  et  (^%  et  fv'  la  vitesse  de  m%  après  le  choc, 
dans  laipiévie  bjf^o^èse,;}  et  ainsi  dq^  mita  ;  qo  9ura^ 
seniblablement 

r  ■ 

* 

ete. 
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Or,  si  Ton  ajoute  ensl^inble  toutes  les  équations 
{mi) 9  {m') y  Çrrf),  etc.,  après  avoir  multiplie  la  pre- 
mière des  équations  (m),  par  z^.cos.a,  la  seconde 
par  u.cos.  ^,  la  troisième  par  u,  cos.^;  U  pre- 
mière des  équations  (m')  y  par  u\  cos.  cn'^  la  seconde 
par  u\co8.  €\  la  troisième  par  z/.cos.  y';  et  ainsi 
des  autres  :  on  trouve,  en  Élisant  attention  a  la  re- 
marque du  n*  445 ,  et  aux  équations  du  n*  446  , 
que  les  quantités  (  ^,  ^'  ) ,  (  c? ,  c'')  ,  etc. ,  se  détrui«nlr 
dans  cette  somme ,  et  qu'il  reste  seulement 

+  m*»V.co§.^*— mV»+efc.=o;  (4) 

en  multipliant  tous  les  termes  de  celte  équation,  par 
4>  changeant  lei^rs  signes,  et  ajoutant  la  quantité 
/wV*+/?iV'*-+-/»V*  -4-  etc. ,  aux  deux  membres,  on  a 


mw*  +  mV*4.mV»+etc.=x:mi/*  +  mV'^+  mV"*+etc.  ; 

éqoatidii  qui  mous  apprend  que  dans  le  choc 
simultanée  d*un  non^bre  quelconque  de  corps  par- 
faitement élastiques,  la  somme  des  forces  vives 
de  tous  È6S  cofps  n'épreuvé  aucime  altération  ;  car 
on  voit  ici  que  cette  somme  est  la  même  avant  et 
après  le  choc.  Si  toutes  les  vitesses  tv,  iv',  tv',  etc. , 
pouvaient  être  nulles  à-la- fois  ,  il  faudrait,  pour  sa-* 
tisfaire  à  cette  équation,  que  les  vitesses  t^,  c^',  p",  etc. , 
le  fussent  aussi  ^  puisqu'une  somme  de  quantités 
positives  ne  peut  être  égale  à  zéro ,  sans  que  toutes 
ces  quantités  ne  soient  nulles.  C'est  pour  cette  ..rai- 
son que  Féquilibre  est  impossible  dans  le  choc 
des  corps  élastiques/ 
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4^2.  A  l'égard  des  corps  non  élastiques,  le  choc 
produit  toujours  une  perte  de  forces  vives;  pour 
le  prouver,  et  pour  déterminer  en  même  tems  la 
somme  des  forces  vives  perdues^,  je  mets  d'abord 
Féquation  (4)  sous  cette  autre  forme  , 

jnv*H-  TïiV*  +  m  V*  +  etc.  —  mu*  —  m'u'»  —  nvV* — etc. 
=;  m(y* — ^aui/.cos./-+-u'')-+-m'(i''* — auV.coâ.  J'+u'*)+etc. 

Ensuite  je  représente  par  ;?,  p^j  p'^  etc. ,  les  vitesses 
perdues  dans  le  choc  par  les  masses  m^  ni^  m%etc.  ; 
de  sorte  que ,  par  exemple ,  p  soit  la  résultante  de 
la  vitesse  (>,  prise  dans  sa  direction,  et  de  la  vitesse 
Uy  prise  en  sens  contraire  de  la  sienne;  résultante 
qui  est  égale  au  troisième  côté  d'un  triangle  dont 
les  deux  autres  côtés  sont  u  et  p,  et  comprennent 
entre  eux  l'angle  cT  (n*  312).  De  cette  manière^ 
j'aurai 

v* — âui/.cos./+tt*  — p»,  V* — attV.co8.J^-f«'»=p'»,  etc.; 
ce  qui  change  l'équation  précédente  en  celle-ci  : 

mi^  +  mV*-4-  etc.  -^mv^'^  m'vl*-'^  etc.  =  ncp*-f~  w^V*  "+"  ^^* 

Or ,  son  premier  membre  est  l'excès  de  la  somme 
des  forces  vives  avant  le  choc ,  sur  la  somme  des 
forces  vives  après  le  choc;  son  second  membre  est 
une  quantité  essentiellement  positive;  donc  la  seconde 
somme  sera  toujours  plus  petite  que  la  première  ; 

et  l'on  voit  que  leur  différence  est  égale  à  la  somme 
des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues,  confor-* 
mément  au  théorème  énoncé  dans  le  n""  4^5^ 
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CHAPITRE  Vm. 

PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES   DU  MOUVEMENT 
D'UN  SYSTÈME  DE  CORPS. 

§.  1".  Principes  de  la  conservation  du  mouvetneni  du 
centre  de  gravité  et  des  aires. 

453.  il  o  u  s  avons  remarqué  dans  la  Statique 
(n*  i55),  que  les  sîx  équations  d'équilibre  d'un  corps 
solide  ^  entièrement  libre  et  soumis  à  1  action  de 
forces  données^  sont  communes  à  tous  les  systèmes 
de.points  en  équilibre,  qui  ne  renferment  aucun  point 
fixe  y  et  dans  lesquels  les  points  d'application  des 
forces  peuvent  être  liés  entre  eux  de  telle  manière 
que  l'on  voudra.  S'il  s'agit  d'un  système  qui  ren- 
ferme un  point  fixe  y  il  n'y  a  plus  que  trois  de  ces 
six  équations  qui  aient  lieu,  savoir,  les  trois  équa- 
tions relatives  à  l'équilibre  d'un  corps  solide ,  retenu 
par  un  point  fixe;  une  seule  de  ces  équations  sub- 
siste quand  deux  points  du  système  sont  supposés 
fixes  ,  et  c'est  l'équation  relative  à  l'équilibre  d'un 
corps  solide  retenu  par  un  axe  fixe  ;  enfin ,  il  n'en 
subsiste  aucune  ,  lorsque  le  système  renferme  trois 
ou  un  plus  grand  nombre  de  points  fixes.  En  com- 
binant ces  remarques  avec  le  principe  général  de 
dynamique  (n*'533),nous  allons  former  des  équations 
f^ui  appartiendront  au  mouvement  de  tout  système 
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de  points  matériels^  renfermant  moins  de  troispoints 
fixes  ^  et  qui  nous  feront  connaitre  les  propriétés  gé^ 
nérales  de  ce  mouvement. 

454.  Soient^  comme  dansTénoncé  de  ce  principe^ 
myïn'y  m%  etc.  ^  les  masses  des  points  matériels^  et/?, 
p',  p'y  etc. ,  les  ylfeâses  perdue^  par  ces  points ,  à 
une  époque  quelconque  du  mouvement,  en  vertu 
de  leur  liaison  réciproque;  Téquilibre  existera  dans 
le  système^  si  Ton  applique  aux  points  m,  m%m%  etc., 
le  forces  mp,  nij/y  trfp'y  etc.  ^  dans  les  directions 
des  vitesses  p^  p\p'y  etc.;  ainsi^  en  ne  supposant 
aucun  point  fiite,  les  six  équations  générales  de 
réquîlibre  doivent  âvoîr  Keu  entre  ces  forces  ,  les 
angles  qui  déterminent  leur  directions  et  les  coor^ 
données  de  leurs  points  d'applicatioii. 

Pour  former  ces  équations^  menons  par  un  point 
0(fig.  :i8);  choisi  arbitrairement^  trois  axes  fixes 
et  rectangulaires  Ox^  Ojy  Oz;  désignons  par  a:  yj^^z^ 
les  coordonnées  de  iti  ,  parallèles  à  ces  axes  ;  pat 
CL,  Cy  y^les  angles  que  fait  la  direction  de  la  vitesse 
p,  ou  de  la  force  mpj  avec  ces  mêmes  axes;  de  sorte 
quern^ .  cos.  ct^  nip .  cos.  C  y  mp  •  cos.  y^  soient  les  trois 
composantes  de  cette  force^  suivant  ces  axes.  Afin 
d'abréger  les  expressions  et  de  n'avoir  jamais  que  le 
point  m  à  considérer,  convenons  que  la  caractéris- 
tique 1y  placée  devant  une  quantité  quelconque 
qui  se  rapporte  au  point /7iy  indiquera,  comme  dans 
le  n*"  543>  Ifl  somme  des  quantités  analogues,  qui  se 
rapportent  à  tous  les  points  m,  ni  y  m\  etc. ,  du  sys-  ' 
tèn>e;  doù  il  suit,  par  exemple,  que  les  expressions 
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!2mp .  COS.  a  y  ^mp .  cos.  € ,  ^mp .  cos .  y ,  représente^ 
Tont  les  sommes  des  composantes  parallèles  aux 
axes  Oxj  Ojr,  Oz,  des  forces  m;?,  rrlp\  /»*/?%  etc.  , 
appliquées  à  tous  ces  points;  et  d'où  il  résulte  aussi 
que  les  six  équations  d'équilibre  demandées  (xf  60) 
auront  cette  forme  : 

27?ip(x.C08.C— ^.OOS.ft)  =  o, 

Xmp  (s.  COS.  «-—a:.  COS.  }^)  =0, 
2mp(^.cos.3^— a.cos.f  )  =30. 

Dans  le  cas  d'un  point  fixe  y  ks  trois  premières  de 
ces  équations  n'ont  pas  lieu^  et  les  trois  dernières 
Subsistent  seules  y  en  plaçant  l'origine  des  coordoor 
nées  en  ce  point  (n^  62);  dans  le  cas  de  deux  points 
fixes  y  on  prendra  la  droite  qui  joint  ces  points  pour 
l'un  des  axes  des  coordonnées^  par  exemple^  pour 
l'axe  Oor^  et  alors  ta  sixième  équation  devra  être  seule 
conservée  Çjû!"  63)* 

455*  Maintenant;^  supposons  que  l'on  réduise  4 
trois  forces  constamment  parallèles  aux  axes  des 
coordonnées^  toutes  les  forces  accélératrices  don- 
nées y  qui  sollicitent  le  point  m,  pendant  le  mouve- 
ment du  système  ;  soient  Xy  Y,  Z  y  les  intensités 
de  ces  forces^  on  trouvera^  comme  dans  le  n*  598, 

"-^.  ^^-%  ^-^- 

pour  les  composantes  parallèles  aux  ax^s^  de  la 
vitesse  perdue  par  le  point  m ,  à  la  fin  du  tems  quel- 
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conque  t  ;  de  sorte  que  ces  quantités  sont  ^  à  cet  ins-^ 
tant^  les  valeurs  de  p.cos.cLj  p. cas.  ^,  p.cos.y. 
Je  substitue  donc  ces  valeurs  dans  les  trois  pre-- 
mières  des  équations  précédentes ,  Ce  qui  donne 

et  en  substituant  les  méjnes  valeurs  dans  les  trois 
dernières  équations^  il  vient 

2m  (xdy  ^yd^x)  =  tm  ^xV—yX) .  dt\     J 

2m  (zd^x  —  xd'z  )  =  2m  (xA"  —  xZ) .  A«,      >         (a) 

2m  (^yd^z  —  zdy  )  =2m  (yZ—  zY)  .dt\     ) 

.  Celles-ci  sont  les  équations  du  mouvement  de  rota-* 
tion  d'un  système  de  forme  invariable  autour  du 
point  Oy  supposé  fixe;  et  par  des  transformations 
de  coordonnées  y  on  peut  les  ramènera  la  forme  que 
nous  leur  avons  donnée  dans  le  n*.  383. 

456.  Les  seconds  membres  des  équations  (i)  et 
(2)  seront  nuls  toutes  les  fois  que  les  forces  motri- 
ces données^  qui  agissent  sut  les  corps  du  système^ 
seront  telles  qu'elles  se  feraient  équilibre  dans  l'hy* 
pothèse  où  le  système  serait  de  forme  invariable; 
car  alors  on  aurait  pour  l'équilibre  de  ces  forces, 
les  six  équations 

2mX  =  o,      2mK=o,      l,mZc=0\ 
:?m(jcF— yJr)  =  o,  2m(»X— xZ)=s:o,  2m(yZ— ty)=o; 

OTy  la  supposition  que  les  distances  respectives  de 
tous  les  points  du  système  deviennent  invariables , 
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ne  change  ni  les  coordonnées  de  ces  points ,  ni  les 
forces  qui  les  sollicitent;  donc  ces  équations,  qui 
ne  renferment  que  ces  coordonnées  et  ces  forcer , 
subsistent  encore  ^  lorsque  les  points  du  système 
sont  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque. 

Si  une  partie  seulement  des  forces  données   se 
détruisent  quand  les  distances  des  points  du  sys^ 
ième  deviennent  invariables ,  les  seconds  membres 
de  nos  équations  ne  seront  plus  nuls  y  mais  ils  seront 
les  mêmes  que  si  cette  partie  des  forces  n'existait 
pas;  de  soi*te  qu'on  en  pourra  faire  abstraction  en 
formant  leurs  valeurs.  On  n'aura  donc  point  égard , 
dans  cette   formation,  à   l'attraction  mutuelle  des 
corps  du  système ,  pourvu  que  l'on  suppose ,  ce  qui 
a  effectivement  lieu  dans  la  nature,  l'action  égale 
à  la  réaction   entre  deux   points  matériels   égaux 
en  masse.  En  effet,  en   partageant   tous  les  corps 
en  molécules  de  masses  égales,  l'action  d'une  de 
ces  molécules  sur  une  autre,  sera  une  force  égale 
et  contraire  k  la  réaction  de  la  seconde  molécule 
sur  la  première,  et  ces  deux  forces  se  détruiront 
quand  la  distance  des  deux  molécules  sera  supposée 
invariable;  donc  les  distances  de  toutes  les  molé- 
cules devenant  invariables ,  le  système  entier  de-* 
meurera  en  équilibre,  en  vertu  de  l'attraction  mu- 
tuelle de  ses  parties,  et  par  conséquent  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  et  (2)  seront  nuls^  en 
ne  considérant  que  cette  attraction.  C'est  d  ailleurs 
ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier,  en  substituant  dans  ces 
seconds  membres,  les  composantes  des  forces  dues 
h  cette  attraction  mutuelle ,  à  la  place  de  X,  JT,  Z. 


^ 
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457.  Si  Ton  déaigoe  par  ^^  Jy^^  ^^s  cordonnees  du 
centre  de  grayité  du  aystème  eoti^or  des  masses 
m  y  ni  y  /7i%  elc*  ^  et  par  M^  la  somme  des  mastfes-^ 
on  aura 

ifrrrSTTu;»      ilfy=2my,      M^=^mz', 

et  en  éifferetttiant  deux  fois ,  par  rapport'  au  f emsv, 

par  conséquent  les  équations  (i)  deviennent 

Jlf.^=S/n^,     JU.-^=Xmy,    JU.^=zXnZ; 

d*où  rôn  conclut  que  le  centre  de  gramé  et  un  sys^ 
terne  de  corps  y  qui  ne  renferme  aucun  point  Jixe, 
se  meut  dans  V espace  comme  si  les  masses  de  tous  ces 
corps  jr  étaient  réunies  y  et  que  les  forces  motrices 
données  ,  qui  agissent  sur  ces  corps ,  fussent  appli^ 
quées  à  ce  centre  ,  parallèlement  à  leurs  directions 
et  Sans  changer  leurs  intensités. 

Loisqne  le  système  renferme  des  poicrts  qtri^  sans 
être  absolamenl  fixed,  sont  seulement  astreints  à  se 
mouvoir  aar  des  courbes  ou  siir  des  surfaces  don- 
nées^ on  doit  comprendre  au  nombre  des  forces 
qui  agissent  sur  ces  pointe^  les  résistances  que  ces 
courbes  ou  ces  surfaces  exercent^  et  qui  sont  égalée' 
et  contraires  aux  pressions  qu'elles  supportent;  après' 
quoi,  on  fera  abstraction  de  ces  courbés  et  Ton 
considérera  les  mobiles  commue  entièrement  libres. 

458.  Ce 
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^  Ci^luî  4ii  fi^''  ^9  fpi  n'fitait  relatif  qu'au  niouve- 
vmn^  4'iia  corpé  CiOiide  »  /q«i  d'iui  système  4e  forme 
invariable  et  qui  est  démontré  maintenant  pour  un 
système  de  points  matériels  ^  liés  entre  eux  d'upe 
manière  quelconque. 

n  en  résulte  que  le  mouvement  du  centre  dé 
gravité  sera  rectiligne  et  uniforme^  toutes  les  fois 
que  l'attraction  mutuelle  de^  corps  du  système  sera 
la  seule  force  accélçrafrice  qui  lies  sollicite  ^  puis- 
qu'alors  les  trois  sommes  XmJCy  'S.nyr,  ImZy  seront 
iMilles^  4Wpmii  b  jrAowrqiiik  du  u*  4^6.  Le  meuve- 
Xfkei^àjft  c^  <:ei»t9e  «e  fioausenr«r«  doiue  ioujpurs  la 
n^yême  ^  imlgré  ies  açtsuis  réciproques  des  points 
dv  ^yslÀmf ,  proy^nant^  pu  de  leur  liaison^  ou  d^ 
Icj^r  .^tti^cîiliboo  nM^tuelle ,  ou  bien  encM*e  ,  de  res** 
sorts  ^nt^^rpo^és  •^nin^  eux  let  tfj^mx  peut  assimiler 
à  des  forces  dç  ^épuUion:  do  lX)émç  qu'un  point 
matériel  ne  saurait  changer  le  mouvement  qu'ail  ^ 
reçu  9  sans  le  seeoui^  d'une  cause  étrangère  ^  de 
même  aussi  y  «n  système  de  corps^  qui  n'est  re- 
tenu par  aucun  point  fîxe^  ne  peut  altérer  le  mou- 
vemejiide  son  centre  de  gravité  ^  par  la  «eule  action 
des  parties  qui  le  composent.  Ce  résultat  important 
constitue  le  principe  de  mécanique,  auquel  on  a 
donné  le  nom  de  principe  général  de  lu  comen^ation 
du  mç^vfimei^,  du  cenite  de  ^nwiié. 

45g.  Oji  p^t  mssi  fl^'uM^Hi^r  que  u  pendant  la 
mouvement  du  systèmej  deux  ou  un  plus  grand 
^.  i3 


— >.j^ 
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nombre  des  corps  qui  le  composent ,  Tiennent  à  se 
rencontrer  et  à  se  choquer  réciproquement ,  cette 
percussion  ne  changera  pas  la  vitesse  du  centre  de 
gravité. 

Pour  le  faire  voir,  observons  que  les  composantes 

T^ ,  -^,  -j- ,  de  cette  vitesse  à  un  instant  quelconque^ 
sont  données  par  les  équations 

< 

,.di      ^     dx      j^dy      ^     dy      ^  dz      ^,     dz 

^•Â=^'"-Â'  ^••è^^'^i*  ^•3r=''"ar' 

qui  se  déduisent  desTaleurs  de  Mx ,  Mjr^  Mz,  en  les 
différentiant  par  rapport  au  tems.  Or,  à  cause  de  la 
liaison  des  corps  du  système ,  le  choc  simultanée 
dune  partie  des  mobiles,  changera,  en  général, 
les  vitesses  de  tous  les  corps;  soient  donc  a^h ,  c, 
les  composarites  de  la  vitesse  de  /ti,  ou  les  valeurs  de 

m^  ^*  3r'  ™°*^^**®"^cï^t  avant  le  choc;  et  ^, 

B ,  Cy  les  valeurs  de  ces  composantes,  immédiate- 
ment après  le  choc  :  on  aura,  avant  le  choc^ 

M.-j-^=^ma,     M.'^='tmb,    M.-^zzz^mc, 
et  après  le  choc^ 

L'équilibre  doit  exister  dans  le  système,  entre  lea 
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^aintités  de  mouvement  perdue^  par  tous  les  mo-^ 
biles  à  rinstaut  du  choc  ;  les  composantes  de  ces 
forces  sont  ma^^mA ,  mb-^^mBy  mc-^mC^  et  eu 
faisant  les'sommes  de  ces  composantes^  pour  tous  les 
points  du  système,  on  aS/na — ^mAy  ^mb  —  2/wJ?^ 
'S^mc^^^mC;  lesquelles  sommes  doivent  être  nulles 
dans  le  cas  de  Féquilibre,  puisque  le  système  na 
renferme  aucun  point  fixe  :  on  aura  donc 

d'où  l'on  voit  que  les  valeurs  de  ^,  ^,  ^, sont  les 

mêmes  avant  et  après  le  choc  ;  et  d'où  Ton  conclut 
que  la  vitesse  du  centre  de  gravité  reste  aussi  la 
même,  en  grandeui"  et  eti  direction* 

460.  Examinons  maintenant  les  éqtiations  (2)  du 
u*  4^5.  Leurs  seconds  membres  sont  les  différea- 
tielles  des  quantités  Sm(jc^— ^^),  1ni(zdx — ocdz)^ 
'Sm(xdz-^zd/);  OTy xdjr^^d jc  esile  double  de  Faire 
décrite  autour  d^vt  point  O,  pendant  l'instant  de  y  par 
le  rayon  vectetir  de  la  projection  de  m  sur  le  plan  des 
Xy  /(n*  2^j)  i  donc  TL.in{xdf—jdx)  est  le  double  delà 
somme  des  aires  décrites  autour  du  même  point  O^ 
pendant  cet  instant,  parles  rayons  vecteurs  des  pro^ 
jections  sur  le  plan  des  Xyjr,  de  tous  les  points  /ti,  m' 
m'y  etc. ,  du  système,  lesquelles  aires  sont  multipliées 
respectivement  par  les  masses  de  ces  points  maté- 
riels; par  conséquent  si  Ton  désigne  par  7. A, la  somme 
des  aires  décrites  par  Ces  mêmes  rayons,  pendant  un 
tems  quelconque  tf  miiltipliées  par  les  masses  res-« 

18.. 
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{>eciiyeSy  la  quantité  A  sera  tme  -bmcikoa  éetjéffà^\ 
«éro  pour  la  valeur  <  s=  o ,  et  qui  aura  pour  êiiÊi*' 
rentielle,  la^onuûte  Sm(xdjr  ^^  jiix)  f  de  Mrto  qùt 

Sm  (xdy  — ydx)  =  dh. 

En  désignant  de  mène  par  \.K  let  -^.X^  les^ommes 
analogues  à -^.A^  et  qui  se  rapportent  iiaxfiro^lîoiii 
de  mj  m'y  m%  etc.,  sur  les  plans  des  œ^  «,  et  des^> 
z^  on  aura  aussi  X'  =  o^  X'  =  Oy  quand  <  =  o,  el 
pour  une  valeur  quelconque  de  /, 

Xmizdx  —  xdz)=dh\      "Smiyiz-^zdy)  zrsd^" -, 

d'où  l'on  tiiie  ^  en  différeiitiant  une  steowie  fois^ 

2m(  2<2'x  —  xd^)  =s  cPa', 
Sm  (ychi  —  «i»y  )  Œ  *a' ; 

£6  qui  tfaatige  les  équalionâ  (â)  en  celles-ci  : 

Â^9it=:tmix¥^yX).dt^,    \ 

Lors  donc  qae  Tàtttactiôn  mutuelle  de^  points  m, 
m'y  nPy  etc. ,  sera  la  seule  force  accélératrice  qui 
letrr  soit  appliquée  ^  on  aura  (n*  2{$6) 

on  Inen,  en  întéjgrtdt  ^ 

dKsztit,       dh'zszcdt,       à}J'=rc''dt\ 

Q,y  c'y  c'  étttt  des  oonrtttHJei  arbitraires  ç  istégnnt 
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}e  n'ajoute  pas  de  çons^oktes  iiFl^UvfyMTQf  diiQ».  e«tl4 
seconde  intégration  |^  parce  q^'q^,  ^QÎt  ayoir  Xa:0  ^ 
A'=o,  A'=?=o,  <|muid<=:o,  Ces  trois  deriuères 
éqQatipns  rcinfermentle  tb^orème  rem%rqiiMil>le  j  dont 
voici  renoncé  : 

Dans  le  ïïnou^emeni  d'un  sjrslème  de  points  maté-^ 
rielsj  liés  enire  eux  aune  mamèrt  quelconque j  soumis 
à  leur  atêraetîon  muJtuelle  ,  qui  ne  sont  sollicités  par 
aucune  autr^  fore^  aeeélératrice,  et  parmi  lesquels  it 
ne  se  troui^e  aucun  poiné^xe^  les  sommes  des  aires 
décrites  autour  d'un  peint  quelconque  O^  que  nousf 
aidons  désignées  par  i  •  ^  3  î  •  ^'>  t  •  ^"3  ^ont  propor*' 
Honnelles  ^^ai  tems  employé  à  les  décrire. 

C'est  dans  ce  théorème  que  consiste  le  principe 
général  de  la  conservation  des  aires. 

461.  Le  point  O  peut  être  choisi  arbitrairement , 
ainai  que  les  directions  des  plans  de  projection  , 
menés  par  ce  point  :  le  théorèmp  est  vrai  pour  tous 
les  points  de  l'espace^  et  ppur  toys  les  plaas  qu'on 
peut  mener  par  chaque  point.  M^is  quand  il  existe 
un  point  fixe  dans  le  système  ^  les  équations  (^} 
n'ont  lieu  qu'en  prenant  ce  point  pour  Korigina 
des  coordonnées  x,jr,  z  (n*  4^4)i  ^t  pw  consé- 
quent le  principe  des  aires  n!est  yr^i  qu'en  prenant 
ce  même  point  pour  eentre  des  aires  :  la  directioi> 
4es  pbi)s  àe  protection  passant  par  ce  point,  est 
tncam  arhltcaâce^  Enfin  ^  ^  ^  système  renferme* 
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deux  points  fixes  ^  une  seule  des  trois  équations  (a) 
subsiste^  et  ce  sera  la  première^  si  Ton  prend  la 
droite^  qui  joint  ces  deux  points,  pour  Taxe  des  2; 
donc  alors  on  aura  seulement  Téquation  X=zct  :le 
principe  des  aires  n'aura  plus  lieu^  qu'en  plaçant  le 
centre  des  aires  sur  cette  droite,  et  en  prenant  le 
plan  de  projection,  perpendiculaire  à  cette  même 
droite. 

Dans  le  cas  d'un  point  fixe,  chacun  des  points 
matériels  m,  m^j  #?/,  etc.,  peut  être  sollicité  par  une 
force  constamment  dirigée  vers  ce  point  :  le  prin- 
cipe des  air^s  aura  toujours  lieu  par  rapport  a  ce 
point  fixe.  En  effet,  ce  point  étant  lorigine  des  coor-. 
données^  les  composantes  X,  ^^^y  de  la  force  qui 
^it  sur  m,  seront  entre  elles  comme  les  coordon- 
nées x,^,  a  de  ce  inobile,  c'est-^à-dire ,  que  l'on 
itufa 

d'où  Ton  tjrq 

et  comme  il  en  sera  de  niênie  pou^  tous  les  autres 
mobiles^  il  s'ensuit  que  les  seconds  membres  des 
équations  (5)^  seront  nuls;  on  aura  donc  J'Arzo  ^ 
rf*X'=0  ,  rf^X'zzsp,  et  X:=ct,  A'=^c'/,  X'^c'tj, 
comme  si  la  force  dirigée  vers  le  point  fixe ,  n'exis^ 
^t  pas.  Nous  étions  déjà  parvenu  à  ce  résultat , 
par  rapport  au  mouvement  d'un  seul  point  ipaté-* 
riel,  autour  d'un  poinf  fixé  (n*  aa^j, 

46a«  L'^ice  décrite  pendant  un  Instant,  par  le 

Vf^^QO  yeclçwT  â«  1»  projeçtiqù  4*w  nic^U«  sur  un 
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plan  quelconque,  est  ëvidemment  la  projection  de 
l'aire  décrite  dans  l'espace^  pendant  le  même  ins- 
tant,  par  le  rayon  yecteur  du  mobile;  pendant  un 
tems  fîni^  Taire  décrite  sur  le  plan  est  la  sommé 
des  projections  des  aires  planes  et  infiniment  pe- 
tites, décrites  dans  l'espace  :  ^A.,  ^X^j  ^X'^  sont  donc 
les  sommes  des  projections  sur  les  plans  des'coor- 
donnée^  ^^  J'y  ^y  des  aires  décrites  autour  du  poidt 
Oy  pendant  le  tems/,  par  les  rayons  vecteurs  de 
m,  m'y  m'y  etc.  y  multipliées  respectivement  par  les 
masses  de  ces  mobiles;  par  conséquent  il.  existe 
un  plan  passant  par  le  point  O,  pour  lequel  la  somme 
de  ces  projections  est  un  maximum;  et  si  l'on  dér 
signe  par  ^.Ly  cette  plus  grande  somme,  et  par 
îy  Hy  Py  Ics  auglcs  quc  fait  la  perpendiculaire  élevée 
sur  ce  plan  par  le  point  O  ^  avec  les  axes  des  z ,  des 
Y  y  et  des  Xy  on  aura  (n"  84  )• 

L^  =  K^  +  h!^  +  K^*} 
L.C08.Z=X,         Z,.C08.f  =  Â',         i. 008.^  =  ^*7 

En  substituant  dans  ces  équations,  à  la  place 
de  X  ,  V,  X',  leurs  valeurs  et  y  dty  cUy  on  en  déduit 


eot./  =3 


^/^+c'«+c'«' 


008.  r  =  — 7 


/c»+c'"+c;''** 


cos.r  = 


les  angles  ly  Xy  /%  sont  donc  constans;  ce  qui  nous 
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Si  nous  désignons  par  M^  la  somme  des  masses  de 
tous  les  corps  ^  et  toujours  par  x^y^z^  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  du^  système  ^  now 
.aurons 

d'où  nous  conclorons 

et  nous  aurons  semblablement 

c=<,+«(.,f-,.f). 

On  aura  donc  Cz=lc^  C=c',  C^^^c'y  et  les 
plans  invariables  relatifs  aux  points  O  et  (7  seront 
parallèles  entre  eux,  toutes  les  fois  que  les  troir 
équations 

^  dx  ày  dz  dx  dy       ^  dz 

^•Tt— '•i=°'  *-s— > -3}=°'  >-^-^-ar=°' 

seront  satisfaites  par  les  coordonnées  ajÇyy^  dxx 
point  Cy. 

Dans  le  mouvement  que  nous  considérons ,  te 
centre  de  gravité  du  système  se  meut  uniformément 

et  en  ligne  droite  (  n"*  4^  )  ;  ^^^  composantes  x*  >  ^  ^ 
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-r-  y  de  sa  vitesse  sont  constantes^  et  il  est  aisé  d'en 

conclure  que  ces  trois  équations  seront  satisfaites 
lorsque  le  point  O  et  le  point  O'  se  trouveront  sur 
une  parallèle  à  la  droite  décrite  par  le  centre  de 
gravité.  Donc  les  plans  invariables  relatifs  à  tou$ 
les  points  d'une  même  parallèle  à  cette  droite,  sont 
parallèles  entre  eux  ^  et  la  direction  du  pian  inva-* 
riable  ne  change  qu'en  passant  d'une  parallèle  à  une 
autre.  Donc  aussi  le  plan  invariable^  relatif  au  centre 
de  gravité,  conserve  toujours  la  même  direction, 
malgré  le  déplacement  de  ce  centre  :  il  est  emporté 
avec  le  centre  de  gravité^  dans  le  mouvement  du 
système  ;  mais  pendant  ce  mouvement,  il  reste  cons« 
tamment  parallèle  à  lui-même. 

465.  Ce  plan  invariable  jouit  aussi  de  la  pro*^ 
priété  importante  de  pouvoir  se  déterminer,  k 
chaque  instant,  au  moyen  des  vitesses  relatives  des 
points  du  système  autour  du  centre  de  gravité  et 
sans  connaître  leurs  vitesses  absolues  dans  l'espace. 
En  effet,  supposons  que  O' soit  le  centre  de  gravité  à 

un  instant  quelconque  ,  de  sorte  que  a=jc,  S=/, 

yz=zz,  et 

BOUS  avons 

Xm(pp  ^  jc).-^  =  (iTTix  —  il/a;) . -^  =  o  , 
2m(jr -;^).^  =  (2/ny  -  ilfj^).  "3^  =  o; 
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retranchaat  ces  quantités  nulles^  de  la  valeur  de  C^ 
elle  devient 

«t  Ton  trouvera  de  même 

> 

C  ^^[C-  i,.($_f)-(x_i).(J-f)]. 

c- =.  i»[(,_;)4-^)_  (.- .-,.(|-f )]. 

On  voit  donc  que  les  valeurs  de  Cy  C^  C%  et  p#r 
conséquent  la  direction  du  pl»ti  invariable^  n^  dé-» 

pendent  que  des  vitesses  relatives  -j  —  -g- ,  ^ — 2^/ 

27  —  ^.  et  des  cordonnëes  x-^^Xy  jr^^j^z-^z, 
dont  Torigine  est  au  centre  de  gravité. 

466.  Soit  que  le  système  tourne  autour  d*un  point 
fixe^y  soit  qu  il  se  meuve  librement  dans  Tespace^  la 
position  du  plan  invariable 3  relatif  au  point  fixe, 
dans  le  premier  cas  ^  ou  à  un  point  quelconque , 
dans  le  second  cas,  ne  sera  pas  changée,  si  deux 
ou  un  plus  grand  nombre  de  corps  du  système 
viennent  à  se  choquer  mutuellement.  Cela  revient 
à  dire  t[ue  les  valeurs  de  c,  c'y  c'  sont  identique*- 
ment  les  mêmes  avant  et  après  le  choc  ;  or,  cette 
identité  résulte  de  ce  que  Téquilibre  des  quantités 
de  mouvement  perdues  dans  le  choc ,  exige  qu'on 
ait  les  trois  équations 
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2m[*(a  — ^)— d?(c—  C)]  =o. 


kfai  font  partie  ées  six  équations  généràied  de  Tëquî- 
libre  (n'»  6ô) ,  et  dans  lesqneOes  on  a  conservé  les 
déaOftHnfttîons  d*i  n»  459.  On  en  déduit,  en  eflfei, 

2m  (x6  — jra)  =  2fn(ar^  — >^)  , 
2jn  (««  •— arc)  =  2m  (fiy^— xC) , 
2ro  (^c  — ai  }=  7m(^yC—  zB)^ 

d'allés  les  expressions  générales  de  c,  tfj  c^,  données 
dans  le  n*  463 ,  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions sont  les  Talenrs  de  ces  quantités  îmmédiate- 
înent  avant  le  choc ,  et  les  seconds  membres  sont 
leurs  valeurs  y  immédiatement  après  ;  donc  ces 
v^uîs  sont  les  mêmes  avant  et  après  le  cfaoc. 

On  voit  aussi  ^  par  là^  que  les  sommes  des  aires 
désignées  par  X,  X',  X"',  et  cpiî  sont  égales  à  et,  c't 
c^t,  ne  sont  point  altérées  par  le  cboc  mutuel  des 
corps  du  s^tème  ;  de  manière  que  ces  aires  seront 
toujours  proportionnelles  au  tems  employé  à  les 
décrire ,  quoique  dans  cet  intervalle  de  tems^  les 
titesses  des  mobiles  aient  éprouvé  un  ou  plusieurs 
changemens  brusques ,  produits  par  le  choc  mutuel 
de  ces  corps.  Mais  le  dboc  d'un  corps  étranger  au 
système  changera >  en  général,  les  valeurs  de  ces 
sàres,  et  par  conséqurat^  la  direction  du  jplau 
inYaiia3)lè. 
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§*  II.  Conservation  des  forces  utiles  ;  principe  de  la 

moindre  action* 

467.  Les  principes  généraux  de  la  conservadoii 
des  aires  et  du  mouyement  du  centre  de  gravité,  ne 
vont  autre  chose,  comme  on  a  pu  le  voir^  que  la  tra« 
duction  des  six  équations  du  mouvement  d*un  sys- 
tème de  forme  invariable,  étendues  à  un  système 
^(uelconque  ;  mais  le  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives,  qui  va  maintenant  nous  occuper^ 
Xi'est  point  compris  dans  les  six  équations  du  n*455; 
et  pour  le  démontrer  dans  toute  sa  généralité,  il 
est  nécessaire  de  recourir  au  principe  des  vitesses 
virtuelles,  énoncé  dans  la  Statique  (n*  i63).  Appli* 
quons  donc  ce  principe  aux  quantités  de  mouve- 
ment perdues  mp^  nip\  m'p'y  etc.  (»•  4^4)  ^  qui 
doivent  se  faire  équilibre. 

Pour  cela,  supposons  qu'on  imprime  arbitraire- 
ment au  système  des  points  m,  m\  m%  etc. ,  un  des 
mouvemens  qu'il  peut  prendre,  et  que  par  suite  de 
ce  mouvement ,  tous  ces  points  soient  transportés 
dans  des  positions  infiniment  voisines  de  leurs  posi-- 
tions  actuelles.  Soient  nia  nouvelle  position  du  point 
m  y  et  /x,  ijTy  «Ta,  les  projections  sur  les  axes  Ox, 
Qj^  Ozy  de  la  droite  infiniment  petite  nm  ,  décrite 
par  ce  point  m ,  et  que  nous  avons  appelée  sa  vi- 
tesse virtuelle  (n"*  i65).  En  substituant  à  la  force 
mpy  appliquée  à  ce  point.  Ses  trois  compo^nteS 
mp.cos.a,  mp.cos.6y  mp.cos.yy  le  produit  de  cette 
force ^  par  la  vitesse  virtuelle  du  point  m,   sera^ 
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diaprés  le  n*  168^  ëga]  à 

7np.C08.«./x  +  mp.cos.C.t^y  +  mp.cos.y.fz; 

faisant  donc  la  somme  des  produits  semblables^ 
pour  tous  les  points  du  système^  et  indiquant  ton?» 
jours  cette  somme  par  la  caractéris^que  2 ,  Téqua* 
lion  générale  des  vitesses  virtuelles  aura  cette  forme  : 

2(mp.cos.«t»Xx  +  7np.cos.C./y  +  mp.cos.3^.^z)=:o.     (i) 

Cette  équation  a  également  lieu ,  lorsque  les 
mobiles  m,  m\  /n%  etc.  ,  éprouvent^  par  une  cause 
quelconque^  un  changement  brusque  dans  leurs 
vitesses,  c'est-à-dire,  lorsque  leurs  vitesses  perdues 
p  y  p'y  p'y  etc. ,  sont  supposées  des  quantités  finies  ; 
et  quand  la  loi  de  continuité  n'est  point  interrompue 
dans  le  mouvement  de  ces  corps ^  pu,  ce  qui  re- 
vient au  même,  quand  les  vitesses  perdues  ;?,  p^, 
p'y  etc. ,  sont  infiniment  petites.  Elle  subsiste  pour 
tous  les  'déplacemens  que  Ton  peut  faire  subir  au 
système,  sans  violer  les  conditions  qui  lient  les  corps 
entre  eux^  et  qui  en  astreignent  une  partie  à  se  ioou«- 
voir  sur  des  surfaces  ou  sur  des  courbes  données. 
Dans  chaque  cas,  cette  équation  générale  donnera 
autant  d'équations  particulières ,  qu'il  y  aura  de  ces 
mouvemens  possibles,  et  l'ensemble  de  ces  équa- 
tions servira  à  déterminer  le  mouvement  du  sys- 
tème. Nous  pourrions  facilement  en  déduire  les  six 
équations  générales  du  mouvement  d'un  système 
de  forme  invariable;  mais  nous  ne  nous  arrêterons 
point  à  cette  recherche,  et  nous  continuerons  de 
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considérer  ua  système  quelcooqu^B  de  points  ma- 
tériels. 

468.  Les  coordonnées  de  m,  à  un  instant  <{ael- 
eonque^  étant  x^y^  z\  celles  dç  ni  y  au  ménie  ins- 
tant ,  étant  od,f^  z';  etc.  ^  on  pent  supposer  les  con- 
ditions du  système^  exprimées  par  des  équations 
données  entre  ces  coordonnées.  Quelqueifois  ces 
équations  couliei^drQiil  aussi  la  Fariable  l ,  qui  refMré- 
sente  le  tems;  ce  cas  arrivera,  par  exemple^  quand 
BU  des  mobiles  devra  se  trouver  constamment  sur 
qhb  smr£BLC€j  qui  est  dHe^-mème  en  mouvement , 
suivant  ane  lot  donnée;  car  alors  on  aura  une  équa- 
tion entre  (m  <rooiMloRnées  du  mobile  et  la  variable 
ty  qui  6era  féqvatton  de  cette  surface^  à  un  instant 
qaeionaqiie.  Représentons  donc  y  pour  |)lus  de  gé- 
néralité y  par 

^(^  ^»  y,  a^  ^',  y,  «',  etc.)  =»  <?^     ^      (P) 

une  àe$  équali^MS  de  oondiliom  dn  ay^eme. 

•  Pour  que  le  mouvement  ai^itraîrp  qu^on  lui  im- 
prime k  rkistatit  où  f  on  x:onsidère  l'équilibre  des 
forces  mp,nff/y  nfffy  etc.  ^  soit  permis^  il  faut  que  les 
coordonnées  des  mobiles  dans  la  nouvelle  position 
du  système  y  satisfassent  encore  à  cette  équation  ; 
or,  c^s  coordonnées  sont  x+J^^yy-^J^y  z-^^z^ 
relativement  à  m  ;  celles  de  ni  y  seront  x^  -f-  J'jc'y 
yH-jy',a'-f-<f5^,  si  nous  désignons  par  i'x'y  ^f^ 
S^Zy  les  projections  de  sa  vitesse  virtuelle  sur  les 
axes  Oxy  Ojy  Oz;  et  de  même^  pour  tous  lesautres 
poiii^  :  -donc  l'équation  précédente    devra    être 

satisfaite 
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•atis&ite,  enysubstiluanlx+J^x,^+jy^  ,+jv 

Ja  place  de  j^f,  z'j  etc.;  par  conséquent  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  F  doit  être  égale  à  zéro 
celte  différentielle  étant  prise  en  regardant  t  comme 
«ue  constante  et  en  indiquant  les  variations  de. 
coordonnées  x,j,  z;  x',y,  ^.  etc. ,  par  la  caracté- 
nsuque  tT;  c'est-à-dire ,  qu'on  doit  avoir 

^P  t,     ,  dF  ^        dF  dP 

S"^^  +  ^-J>+3^.^*  +  ^./x'  +  etc.=o. 

Mais  les  coordonnées  des  mobiles  sont  des  fonctions 
du  tems,  qui  satisfont  à  l'équation  (a),  pour  toutes 

lesva^e«rsdecettevariable;ladifférentielle  complète 
deb  fonction  j;  par  rapport  à  ^  et  en  regardante  r 

z,  ^,  etc.,  comïne  des  fonctions  de  cettevariable 
est  donc  égale  à  zéro;  de  manière  qu'on  a  toujour^ 

le  terme  Tdt  étant  la  différentielle  de  F,  prise  par 
rapport  au  tems  que  cette  fonction  renferme  expli- 
citement. En  comparant  eette  équation  à  ceUe  oui 
la  précède,  on  voit  qu'on  satisfera  i  celle-ci.  toutes 
ks  fois  que  le  terme  Tdt  sera  nul,  en  prenant 
J^x=idx,  jy=rfr,  cr«=<fe,  J'a/zs.dx/,  etc. 

Ainsi,  lorsqu'aucune  des  équations'de  condition  du 
système  ne  renferme  le  tems  «ipUcitement,  on  peut 
supposer  les  vitesses  virtuelles  des  mobiles,  suivant 
les  axes  de  leurs  coordonnées,  égales  aux  diffè'ren 
Uelles  de  ces  coordonnées,  qui  ,ont  les  espace. 

«9 
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parcourus  pv  )eurs  projections  sur  çe6  axes  y  pen* 
dant  l'instant  dt  ;  hypothèse  q^i  revient  k  imprimer 
a^  systèjjDe,  le  mouvepieut  qu'il  a  réellefoent  k 
l'îostant  où  on  l^  considère;  et  qui  ne  sera  plus 
pennise,  dès  qu'une  des  ëquatione  de  condition 
Ç09tiendrg  le.  tenais  d'une  manière  explîcile. 

469.  Dans  cette  supposition  ^  l'équalioxi  (1)  devient 

1(mp,cos.it.dx'^'mp,coêX,dy -^mp. COS. y. dz):=o.      (3) 

En  y  substituant  les  valeurs  de  p.cos.Ay  p.cos.C, 
p. COS. y ^  données  daai9iç  xi^4^9  sav.w; 

j9.cos.41  =s:  Xd$ ^, 

p.  cos.f  =  Krft  — -^ , 
p.  C08.  j^  =  Z&— -^, 

il  vient  y  après  avoir  divisé  par  <f2  y 

■ 

'AfNpelMtf  i^  la  vitesse  de  m ,  à  un  instant  quelcon- 
que^ nous  aurons 

et  par  conséquente 

équçitlw  qui  e'intégfrara  ûnittedialemefit ,  qciand  ht 


LIV.  m.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE,  t^i 
Mcond  membrje  $erâ  la  diierentielk  compJèlâ  «L'iune 
Ib  actioa  des  coordonnées  des  HH^Hles,  Ciuisidérées 
comme  des  vaiiaJUes  wd^Mdwte^.  £ipi  ^ii(]po«A9t 
dkuic 

Xm(Xdx  +  rdy  +  Zdz)  t=  d.<f{x ,  y,  ».  a/,  /,  «;  etc.)  , 

et  intégrant,  on  aura 

imf'  =C+a.9(^x,y,  z,  3f,y,  z',  etc.)i  (4) 

C  étant  une  constante  arbitraire  que  Ton  dAermî- 
nera  d  après  la  valeur  de  2/wi^%  dan«  urte  position 
déterminée  du  sjrslème. 

Or^  QOus  savons  déjà  que  la  formule 

est  une  âfféreotietti^  cMi{4^  ^  lors^e  les  mbbikb 
sont  solHcfltés  paor  des  fetces  dirigées  vers  de6 
centres  fîices ,  «t  dont  les  «ntensilés  sont  des  fone^ 
lions  de  leurs*  dlislaners  a  ces  centres  ;  cor  lioi^ 
XdX'-\^Ydjr'\'Zdz  est  une  différentielle  complète^ 
pour  chaque  mobile  isolément  (n*  215).  La  même 
formule  est  encore  une  différentielle  complète  > 
en  ayant  égard  à  l'attraction  mutuell<e  des  mobiles  \ 
pourvu  que  les  forces  accéléralrices  dues  à  cette 
attraction  AoietA  .ppQkpoitknMUeiS  aiuc  imu^ea  des 
corps  attirans^  et  exprimées  par  une  fonction,  quel- 
conque de  la  distance.  En  effet^  soity*  la  distance 
des  deux  pmnts  m  et  m^  du  s^fème;  .Pune  fone^ 
tiott  doimée  de /y  m*Flm  ^rce  nccélératrice  de  m  ^ 
provenant  de  f  atlrac«mi  de  ni  i  mF  h  force  àceé^ 


•   a 
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lératrice.de  m'i  proyenant  de  rattraction  de  m  :1a 
force  rr/ F  étant  dirigée  suivant  la  ligne  qui  joint  les 
points  m  et  m^^de  m  vers  m^j  il  est  aisé  devoir  que  ses 
composantes  parallèles  aux  axes  Oxy  O/y  Oz,  seront 

Hj'^.flzif,       niFX^=^,      i^Fi^% 

f  f  i 

donc  en  ne  considérant  que  cette  force  ^  on  aura 

De  même  ^  en  désignant  par  X'y  Y' y  Z'y  les  compo- 
santes parallèles  aux  mêmes  axes,  des  forces  accé* 
lératrices  qui  agissent  sur  ni  y  on  aura  y  relativement 
à  la  force  mF, 

x'^+r'.y+z'^=^.KW).^+(^).4,.+(.-.').^a 

Multipliant  la  première  de  ces  quantités  par  m  y 
la  seconde  par  rrly  et  ]es  ajoutant  ensuite  y  on  voit 
que  l'attraction  mutuelle  de  m  et  m'^ .  introduit  dans 
la  formule  ^mHJLdx^  Ydj-^Zdi^y  le  terme    ^ 

'Mais  on  a 

et  en  difiérentiant  complètement,  il  vient 

le  terme  précédent  devient  donc  •— ^  mm'Fdfy  quan- 
tité qui  est  la  différentielle  d'une  fonction  de  f^ 
puisque  i^n'.^st  fouction  que  de  cette  distance* 
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Ainsi  y  rëqaation  (4)  a  lieu  dans  le  mouTement 
de  tout  système  do  corps  soumis  à  leur  attraction 
mutuelle  et  à  d'autres  attractions  dirigées  vers  des 
centres  fixes;  les  points  du  système  peuvent  être 
lies  entre  eux  et  à  des  points  fixes  ^  de  telle  manière 
qu'on  voudra  ;  tous  ces  mobiles  y  ou  seulement  une 
partie^  peuvent  être  assujétis  à  se  mouvoir  sur  des 
courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes  et  données  l  dans 
un  pareil  système  y  la  somme  des  forces  vives  Xmt^^ 
à  un  instant  quelconque^  sera  donné  par  l'équation 
(4)  y  quand  on  connaîtra  la  valeur  de  cette  somme  ^ 
à  un  instant  déterminé  y  et  les  coordonnées  des 
mobiles  dans  ces  deux  positions  du  système.  L'ac-* 
croissement  oula  diminution  de  la  somme  des  forces 
vives  j  en  passant  d'une  position  à  l'autre^  ne  dé-^ 
pendra  nullement  des  courbes  décrites  par  les  mo- 
biles ;  cet  accroissement  sera  nul  j  et  la  somme  des 
forces  vives  redeviendra  la  même  y  toutes  les  fois 
que  le  système  reviendra  à  la  même  position  ;    enfin 
cette  somme  se  conservera  constamment  la  même^ 
lorsque  les  mobiles  ne  seront  sollicités  par  aucuna 
force  accélératrice* 

On  voit  par  là  y  comment  le  théorème  relatif  an 
carré  de  la  vitesse  y  que  nous  avions  trouvé  (n*  3oo) 
en  considérant  le  mouvement  d'un  point  matériel 
isolé^  s'étend  au  mouvement' d'un  système  de  corps; 
Ce  théorème 9  qu'on  a  souvent  l'occasion  de  citer  ^ 
est  connu  sous  le  nom  de  principe  général  de  làcon^ 
seFvation  des  forées  vii^es» 

470.  Ce  que  nous  venons  de  dire^  par  rapporta 
l'attraction  mutuelle  des  points  du  système^  s'ap-». 
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plique  également  à  Ictir  ^'j^tilsmn ,  piroduite  par 
l'action  de  ressorts  interposés  entre  eux ,  eh  obser- 
vant que  la  force  cFun  ressort  contracté  entre  deui: 
points  mobiles^  où  entre  un  point  mobSFe  et  un 
point  fixe^  ne  peut  être  qu'une  certaine  fonction  de 
là  distance  de  ce^  points.  Le  principe  des  forces 
vhres  subsiste  donc  encore  dans  le  cas  de  ces  forces 
'de  ressort;  d'où  tïous  pouvons  concfure  que  là 
somme  àes  forces  vives  n'est  point  altérée^  dans  le 
choc  des  corps  élastiques  ^  entre  eux  ou  contre  dés 
cft>stacles  fîités  ;  proposition  que  ùous  avons  déjà  véri- 
fiée y  à  l'égard  du  choc  miituel  des  corps  spheriques 
et  homogènes  (n*  45 1)- 

Ëh  c^et^  on  peut  considérer  un  système  de  corps 
élastiques  qui  se  choquent  simultanément ,  les  uns 
contre  les  autres^  ou  contre  des  obstacles  fixes ^ 
comme  formant  ttn  assemblage  de  points  matériels  j, 
entre  lesquels  sont  interposés  des  ressorts  imma- 
fénefs  y  qui  se  contractent  lorsque  les  corps  se 
Compriment.  La  sonime  des  forces  vives  de  tous 
les  points  du  système  >  est  donc  variable  pendant 
la  durée  du  phénomène  du  choc  ^  quelque  courte 
qa^Oïk  la  supposé;  pour  en  «roir  lar  valeur  k  un 
insléitt  quelconque  f  wsa  mojtn  de  l'équation  (4)  $ 
St  Êiudrait  connaître  la  loi  des  forces  de  ressorts  | 
mis  si  Vélastiché  est  parfaite^  et  que  les  ocArps 
reprennent  exactenieM  leur  figure  priuative^  il  smI 
en  théorème  précédent  que  la  soMime  des  forées 
vives  se  retrouvera^  à  la  fin  du  choc,  la  même  qu'elle 
était  au  commencement;  donô  cette  son>me  a  la 
même  valeur  immédiatement  avant  et  immédiate* 
ment  après  le  choc. 
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47 1 .  Le  principe  des  totàeé  vives  a'â  pai  lieu , 
quand  les  mobiles  se  meuvent  dans  un  milieu  ré- 
sistant ,  ou  quand  i|s  éprouvent  un  frotlemeHl 
contre  des  obstacles  fixes  ;  car  alors  la  fermuLor 
SmÇXdx-^ydjT'^Zdz)  ne  satisÊtit  plus  aux  condi- 
tions d'intégrabiHté;  et  d'ailleurs  il  est  facile  de  s'sih 
surer  que  si  les  mobiles  ne  sont  pas  sollicités  pat 
d^autres  forces  que  ces  résistances^  la  somme  d^ 
leurs  forces  vives  diminue  graduellement  et  finit  par 
s*anéantir.  Ce  principe  exigé  aussi  que  le  mouve- 
ment du  systèine  soit  somnis  à  h  loî  de  côncînuifé  ; 
chaque  changement  btusipid  i)nî  MttieM  daM  iH 
vitesses  des  mobiles^  produit  une  diminution  dans 
la  somme  des  forces  vives  du  système;  et  cette 
somme  peut  être  réduite  à  zéro^  par  an6  suite  de 
semblables  ctimmolions.  C'est  pourquoi^  Itirsqu'on 
a  a  construire  une  ndaehifte  dont  l'objet  est  d'en- 
tretenir le  mouvement  d'un  système,  on  doit  sur- 
tout éviter  les  frottemens  et  les  chocs  des  corps 
non  élastiques  du  ^stème  y  entre  eux  ou  contre  des 
obstacles  fixes. 

Nous  aVons  predéderbiiient  évalué  U  perte  éé» 
fofcee  vives  daoe  le  cbee  des  corps  durs  (n^^Q)f 
niais  on  pe«ll parvenir  au  i»ême  résultat,  d'tmé 
manière  plu5  simple  et  plus  géhérale,  ati  moyen 
de  l'équation  (3).  Pour  cela,  soit^  comme  dans  I^ 
n*  459,  «^  b,  c^  les  oomposantts  parallèles  aux  axes 
Ox,  Ôf^  Oz^  de  la  vltesëe  de  ni  y  avaM  le  ohoû; 
A^B^Cy  les  composantes  de  sa  vhesse  après  )é 
choc  :  les  cômposantee  de  la  vhesse  perdue  par  ee 
j^oii^  matériel  itrimta-r-i^;  ^«-•jff^  e—^Cy  et  psit 
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conséquent^  à  l'instant  de  ce  changement  brusopiey 
on  a 

p.cos.«  =  a —  A ^    p.co«.Ct=  t  — /?,     p.cos.^  =  c  —  C. 

Immédiatement  après  le  choc,  les  projections  de 
m  sur  les  axes,  parcourront  les  espaces  Adt^  Bdtj 
Cdty  pendant  Tînstant  dt\  les  valeurs  des  diflFéren- 
tiellés  dxydjy  dz  ,  qui  entrent  dans  1  équation  (3), 
sont  donc 

dx-=Adt,       dy^=:Bdt,       dz=zCdt. 

En  .disant  les  substitutions  convenables,  et  divisant 
par  dtj  réquàtion  (3)  devient 

l.mZ(a  —  A),A  +  (b  —  B).B  +  ^c—C}.C2  =  Qi 

^t  si  Ton  suppose 

«•+**  +  c»=  V*,      A^  +  B*  ^  C*=^% 

ia^Ar  +  ib^B)-+(c^Cy  =  u-/* 

il  sera  aisé  de  lui  donner  cette  autre  forme  : 

Or,  p  et  f^soni  les  vitesses  de  m  avant  et  après  le 
choc,  u  est  sa  vitesse  perdue  dans  le  choc;  cette 
dernière  équation  signifie  donc  que  la  somme  des 
forces  vives  de  tou$  les  points  du  système  avant  le 
choc ,  est  égale  à  la  somme  des  forces  vives  due$ 
aux  vitesses  perdues  par  tous  ces  points. 

Lorsque  le  système  est  composé  de  points  ma^ 

.  tériels  libres^  et  de  «points  qui  se  meuvent  sur  des 

courbes  ou  sur  des  surfaces  données  ^assujéties  à  la 

loi  de  continuité^  la  vitesse  perdue  à  chaque  instant 

par  ch^cuu  de  ces  poiat3jr  eu  vertu  de  sa  liaison 
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avec  tous  les  autres^  est  une  quantité  infiniment 
petite;  la  somme  des  forces  vives  perdues  au  même 
instant^  par  le  système  entier  y  n'est  donc  qu'une 
quantité  infiniment  petite  du  second  ordre  :  répé- 
tée une  infinité  de  fois  y  pendant  un  tems  fini  j  il 
n'en 'résulte,  qu'une  perte  infiniment  petite  de  forces 
vives  ;  et  voilà  pourquoi  la  somme  des  forces  vives 
se  conserve  constamment  la  même  y  dans  un  pareil 
système^  si  toutefois  les  mobiles  ne  sont  soUicités 
par  aucune  force  accélératrice. 

/^j2.  L'équation  (4)  nous  montre  que  2/72P*est  un 
maximum  ou  un  minimum j  en  même  tems  que  la 
fonction  désignée  par  ^  y  c'est  -  à  -  dire  y  quand  la 
difierentielle  de  cette  fonction  est  égale  à  zéro  y  ou 
quand  on  a 

21»  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  o.  (5> 

Or,  cette  équation  a  lieu  toutes  les  fois  que  le 
système  se  trouve  dans  une  position  où  il  resterait 
en  équilibre^  en  vertu  des  forces  accélératrices  qui 
le  sollicitent,  si  on  l'y  plaçait  directement  sans  lui 
imprimer  aucune  vitesse.  En  efiet ,  dans  une  seni-> 
blable  position,  on  a,  d'après  le  principe  des  vitesses 
virtuelles, 

2m  (Xïx  +  y^y  +  Z/'z)  =  o  ;         (G) 

J^Xy  jy,  ^Zy  étant  les  variations  des  coordonnées 
XyjTy  Zy  du  point  quelconque  m  y  provenant  d'un 
déplacement  arbitraire,  compatible  avec  les  con- 
ditions du  système  ;  de  plus  j  on  vient  de  voir  que^ 
relativement  au  système  que  nous  considérons ,  il 
est  permis  de  prendre  ^x^ss^dxy  ^j^=^djy  <f  js=:^ ; 
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tfoppdsiliati  ^fai  chmige  l'ë^ation  (6)  dans  Véif&a^ 
tkm  (5)  :  donc  le  premier  membre  «be  cette  écfiia^ 
tion  (5)  est  buI  y  et  la  somme  des  loroès  TÎveS  Haw^ 
atteint  son  màjtirman  ou  son  fninifnum^  toute»  les  foie 
^ue  le  système  Tient  h  passer  ^  pendant  stm  moiiYè«« 
ment^  par  uile  «les  positions  d'équilibre» 

Ainsi  y  par  exemple^  lorsqn'nn  cylindre  à  base 
elliptique^  pesant  et  honiliù|;«e>  revle  sm*  im  plan 
boristolal  y  fat  somfiiie  des  forces  vires  de  tons  ses 
points  est  la  plus  grande  ori  la  plus  petite ,  «puaid 
Tun  des  quatre  sommets  de  sa  base  atteint  le  plan 
horizontal  ;  car  c^est  alors  que  le  cylindre  resterait 
en  équilibre  j  si  ses  points  n^avaient  aucune  vitesse. 
En  général ,  dans  le  mouvement  dW  système  de 
corps  pesanSy  liés  entre  eux  d'une  manière  quel- 
conque^ les  positions  d'équilibre  correspondent  aux 
instans  où  le  centre  de  gravité  est  le  p\xx%  haut  ou 
le  plus  bas  qu'il  est  possible  (n*"  176);  donc  la 
somme  des  forces  vives  est  toujours  >  ou  un  maxi^ 
mum  oa  un  minimum  ^  quiand  le  centre  cesse  de 
monter  et  commencé  à  descendre  >  et  q«aii4il  cesse 
de  descendre  et  commente  à  monter.  On  peut  même 
ajouter  que  le  minimum  a  lieu  dans  le  premier  cas  ^ 
elle  maximum  dans  le  second.  En  effets  si  l'on  prend 
l'axe  des  z,  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur;  que  l'on  désigne  par  g  y  cette  force 
èoiistante^  par  Jlf  ^  la  sottime  des  masses  de  tdus 
les  points  matériels  du  système^  par  z^,  la  valeur 
de  z  qui  répond  k  leur  èentre  de  gravité ,  il  esf  aisé 
de  voit  que  l'équatîoù  (4),  deviendra,  rektivCttitts» 
i  ce  Système, 
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où  l'oB  voit  clairament  que  2iîw/*  atteindra  sou 
maximum  ou  soa  thinimuiH  ^  eu  méitae  tems  que  i  * 

^yS.  Supposons  niaiiitenaxit  que  Id  sjsxhine  étint 
sollicite  par  des  forces  odeélëràtriced  ddnnijes^  oh  le 
place  dans  une  de  ses  positions  d'ëquiKbise  t  la  Valette 
de  la  fonction  fy  qui  ré|xiiid  ^.ùette  position^  tetât 
toujours  un  maximum  ou  un  minirMm  ^  pat  r^pporH 
à  tontes  le^  positions  voisines  qu'on  pouij^it  faîM 
prendre  aa  sjrstèlne^  %xïm  violer  lea  conditions  de^ 
la  liiiisoa  de  ses  parties.  En  efiet^  la  variation  d& 
cette  fonction^  en  passant  d'une  position  h  nue  Mire  ^ 
infiniment  voisine  de  la  première^  est  généralement 
exprimée  par  le  premier  membre  d*  l'équàtiôn  (6)  \ 
OTy  si  la  première  pOsilion  est  Une  position  d'équi- 
libre y  ce  premier  membre  sera  nul  pour  Xùks  \e^ 
déplacemens  compatibles  avec  les  conditioUs  da 
sjrslèine  ;  ce  qui  est  le  caractère  commun  an  maxi-- 
mum  et  au  minimum  de  lat  fonction  p.  HéciprciqQe*^ 
ment,  on  voit  aussi  que  ce  n'est  que  dans  les  posi- 
tions d'équilibre,  que  la  valeur  de  la  fonction  (p  peut 
être,  ou  plus  grande,  ou  plus  f)etîle  que  dans  toutes 
les  positions  voisines  du  système.  Mais  je  dis  dé 
plus,  que  l'équilibre  sera  stable,  o«  senlemeqt  ins- 
tantanée^ dans  Une  position  donhoée,  selon  que  1» 
fonction  cp  y  sera  un  maximum  ou  un  minimum. 

Relrftîvetttetrt  aux  sya(tèmesf  de  Corps  (yeéans,  Céttef 
nouvelle  proposition  revîeut  k  dire  que  l'équilibre 
esjt  stable  ddùs  les  position^  où.  le  centre  de  gravité 
du  système  est  le  plus  bas,  et  que  l'équilibre  n'est 
pas  stable ,  dans  îe^  posîtioTts  où  ce  centre  est  le 
J)lu5  hattt^  ainsi  que  nOuS  l'avons  déjà  vérifié  dans  le 
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n"^  1789  sur  plusieurs  exemples   pour  lesquels  ki 

différence  des  deux  états  d*équilibre  était  évidente» 

474*  Pour  démontrer 9  dune  manière  générale^ 
la  stabilité  de  l'équilibre  dans  le  cas  du  maximum 
de  la  fonction  <Py  imaginons  que  l'on  trouble  l'équi- 
libre^ en  imprimant  des  vitesses  très-petites  à  tous 
les  points  du  système  ;  soit  y  après  un  tems  t  quel- 
conque,  u  la  vitesse  du  point  m^i/  celle  de  m'y  ete.^ 
et  ^mu^y  la  somme  des  forces  vives  de  tous  ces  points; 
soit  aussi ^  au  même  instant^  w+Z'^  *+9>  c+r^ 
les  coordonnées  de  /ti,  les  constantes  ayb^  c  étant 
les  coordonnées  de/»,  dans  la  position  d'équilibre; 
a'H-/?',  V-^^fy  ^+/^,  les  coordonnées  de  /»',  les  cons- 
tantes a  y  V ,  c\  étant  les  coordonnées  de  m'  dans 
la  position  d'équilibre;  et  ainsi  de  suite  pour  tous 
les  autres  points.  En  substituant  ces  coordonnées 
à  la  place  de  a:,  j^^  z;  ^' ^fy  ^7  etc.,  dans  la  fonc- 
tion ^y  nous  aurons,  d'après  le  principe  des  forces 
vives  ^ 

Sfnu*  =  C  +  ^(a+p,  &+^>   c  +  r,  a'+/>',  etc.). 

Je  développe  la  fonction  ^ ,  suivant  les  dimensions 
croissantes  des  variables  p  ^(f ,  ^9  p\  ^^c.  ;  le  pre- 
mier terme  de  ce  développement  est  ^(aybyCyajàic^ 
et  il  se  réunit  à  la  constante  arbitraire  C;  la  somme, 
des  termes  de  première  dimension  est  nulle  y  puis- 
que ^{uy  b^  Cy  a' y  ctc.)  cst  un  maximum;  on  dé- 
montre aussi,  dans  le  calcul  difTcrentiel ^  que  la 
somme  des  termes  de  seconde  dimension  peut  se 
mettre^  lors  du  maximum  y  sous  la  fornu:  d'une 
somme  de  carrés^  pris  avec  Iç  signe  — ^  et  qui  sont 


LIV.  m.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.    Soi 

en  même  nombre  que  les  variables  indépendantes 
du  problème  :  si  donc  nous  désignons  ces  carrés 
par5%\s/,  s/y  etc.,  de  sorte  que  5,  s, y  s^,  etc., 
isoîent  des  fonctions  linéaires  àe  p,  q,  rjp\  etc.  , 
qui  deviennent  nulles  en  même  tems  que  ces  va* 
riables  ,  et  si  nous  représentons  par  i?,  lé  reste  du 
développement  de  la  fonction  (fj  comprenant  les 
termes  de  dimension  supérieure  à  la  seconde ,  nous 
aurons 

2mu»  =  C  —  (^  +  j/  +  sj"  +  etc.)  +^fl, 

La  constante  C  est  égale  à  la  somme  des  forces 
vives  dues  aux  vitesses  très-petites  que  l'on  a  im- 
primées aux  mobiles;  cette  constante  est  donc  une 
quantité  positive  et  très-petite,  que  Ton  peut  même 
supposer  aussirpetite  que  Ton  voudra ,  en  diminuant 
convenablement  ces  vitesses.  Les  variables;;,  y,  r, 
p'y  etc. ,  qui  sont  nulles  dans  la  position  d'équilibre, 
commencent  d'abord  par  être  très-petites,  quand  le 
système  commence  à  s'écarter  de  cette  position  j 
tant  que  ces  variables  sont  très-petites,  les  quan- 
tités s,s^yS^y  etc.,  le  sont  aussi;  et  réciproque- 
ment, à  des  valeurs   très -petites  de  5,  5^,  s^^  etc.  , 
correspondent  toujours  des  valeurs  très-petites  de 
Py  ^j  ^y  P'f  etc.;  d'ailleurs  ,  on  sait  que  pour  de 
semblables    valeurs ,    chaque    terme    de    seconde 
dimension  est  plus    grand ,  abstraction    faite    du 
signe ^  que  R,  qui  ne  renferme  que  des  termes  de 
dimension  supérieure;  par  conséquent^    tant  que 
tous  les  carrés  5',  s*,  5^',  etc. ,  sont  encore  très- 
petits  ,  chacun  d'eux  surpassé  la  valeur  de  /?• 

Cela  posé,  nous  sommes  en  droit  de  conclure 
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<]ue  les  quantités  s,  s^,s^y  etc.  ^  demeureront  toujours 

très-petites  y    et    qu'aucune  d'elles  ne  deviendra 

égale  k  V^;  ^^^  ^^  1^  P^"^  grande  de  ces  quantités^ 
s  par  exemple  ^  pouvait  devenir  égal^  à  y^  C^  oa 
aurait  en  wiêngiç  tenas  */>  J3^  V<^#  ^^--^  •* 

résultat  absurde  ^  puisque  cette  valeur  de  Smu' serait 
négative. «Donc  aussi  les  variables  py(jy  ^yp\  etc.  ^ 
resteront  constamment  très -petites^  et  le  système 
JM  fltra  ^'o^iUer  autour  de  sa  position  d'éqmibbre. 

.  47^r  Ijorsque  la  fonction  ^  est  un  minimum,  la 
sonune  des  termes  de  seconde  dinaiension  ^  dan^ 
son  diéveloppement^  est  essentiellement  négative; 
inéquation  des  forces  vives  peut  alors  être  satisfîdte  j 
sanaque  les  variables /^^  HyT9p\  etc.^  soient assu- 
jétjes  à  rester  toujours  très-petites;  mais  cela  ne 
suffit  pas  pour  prouver  que  ces  quantités  n'ont  pas 
de  limites.  Ce  n'est  qu'en  déterminant  leurs  valeurs, 
en  fonction  du  tems  y  qu'on  parvient  à  prouver 
qu'elles  croissent  indéfiniment,  quelque  petites  que 
soient  les  vitesses  initiales  des  mobiles  :  d'où  l'on 
conclut  que  l'état  d'équilibre,  qui  répond  au  mini^ 
mum  de  ia  fonction  ^^  n'est  pas  un  équilibre  S4:able.  (^} 
Si  la  fonction  ^  est  un  maximum  ou  un  minimum  y 
selon  que  l'équilibre  est  stable  ou  non  stable ,  il 
suit  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"*  47^>  ^^  ^^  soipme 
des  forces  vives  d'un  système  de  corps  en  mouver 
ment^  est  la  plus  grande j.  quand  le  systwie  passe 


(*)  Voye2,8urce  pointjla  3^fcca?wfl«ea/îfl^/i?r/e,  pag.  aSy. 
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fur  «ne  po6Îdoa  «^équilibre  sksiÀe  ,  el  ia  plus 
petite  9.  quand  il  passe  par  eue  posUioa  ^l'équilibre 
non  stable. 

476.  La  ihéoriç  dps  petites  o$çîIlalîon3  d  qn  sys- 
tème de  corjp?  ^utpur  d'^ne  position  d'équillbrç 
stable ,  est  une  des  plus  intiére^santes  de  la  méç^^ 
nique  ^  k  cause  de  ses  nombreuses  applications  à  des 
questiow  de  physique.  Les  Tariables  qui  dëtisr- 
minent  les  Keux  des  mob^es  à  chaque  instant ,  dé« 
pendent  d'équations  différentielles  linéaires  ^  qui 
sont  susceptibles  d'one  sojkilion  générale  f  maie 
quoique  cette  solution  donnée  par  M.  Létgntnge  ^ 
soit  aussi  simple  qu'on  peut  le  désirer,  elle  e^iga 
encore  trop  de  développemens  pour  trouver  place 
ici;  et  noas sommes  forcés  de ren^royer  à  la  cinquième 
section  de  la  Mécanique  analytique  (  9*  partie  ) , 
où  elle  est  complètement  exposée.  Nous  nous  codh 
tenterons  de  fiiire  connaib^e  d'une  nninière  générale 
et  sans  le  démontrer ,  le  principe  de  la  eo-^exUteneû 
des  petites  osdUations  ^  que  l'eu  doit  à  Daniel 
BemouUiy  et  auquel  il  a  ^té  €x>«iiuit  par  induction. 

Les  petites  oscillations  d'un  système  de  corps  dé« 
pendent  de  la  cause  qui  a  troublé  son  équilibre  ; 
deux  causes  différentes  produisent  des  osciHations 
différentes  :  or  ^  d'après  le  principe  de  Darael  Ber« 
noullî^  si  ces  deux  causes  concourent  ensemble  k 
troubler  Téquilibre  du  système ,  tes  deux  e^èces 
d'oscîQations  qu'elles  auraient  produites  y  en  agis«* 
sAit  séparément^  ont  lieu  à-la-fois  et  sans  se  nmre; 
et  il  en  est  de  xnême  pour  un  plus  grand  nombre 
die  causes  simultanées.  La  co-existence  des  petites 
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o  scillatîons  est  surtout  remarquable  dans  les  ondet 
qui  sont  produites  à  la  sur&ce  de  l'eau ,  en  plusieurs 
points  à-la-fois ,  et  qui  se  superposent  sans  s'alté- 
rer mutuellement.  Les  sons  qui  se  croisent  en  tous 
sens ,  dans  une  masse  d'air,  sans  se  modifier  en 
aucune  manière ,  offrent  encore  une  application  du 
principe  que  nous  citons. 

477.  Nous  terminerons  cet  expose  des  proprié- 
tés générales  du  mouvement,  en  faisant  voir  que 
le  principe  de  la  moindre  action  qui  s'observe  dans 
le  mouvement  d'un  point  matériel  (n*  5o4),  a  éga- 
lement lieu  dans  le  mouvement  d'un  système  de 
corps.    Ce  théorème    général   s'énonce    de    cette 

manière  : 

Dans  le  mouvement  d'un  système  de  corps,  pour 
lequel  le  principe  des  forces  vives  a  lieu,  si  Ton 
âtit  le  produit  de  la  vitesse  de  chaque  mobile ,  par 
«a  masse  et  par  l'élément  de  sa  trajectoire^  que 
l'on  prenne  la  somme  de  tous  ces  produits ,  pour 
tous  les  mobiles,  et  que  l'on  intègre  ensuite  cette 
somme  ,  depuis  une  position  donnée  du  système , 
jusqu'à  une  position  aussi  donnée  :  la  valeur  de  cette 
intégrale  sera  un  minimum. 

Ainsi,  m  étant  la  masse  d'un  des  points  maté** 
riels  qui  composent  le  système,  u  sa  vitesse^  Jk 
rélément  de  sa  direction ,  il  s'agit  de  prouver  que 
rintégrale  de  Sm^^^is,  prise  entre  des  limites  données^ 
est  un  minimum  ,  ou  que  sa  variation  est  nulle.  Or^ 
on  a  • 

mais 
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mais  dt  étant  l'élément  du  tems  ^  on  a  aussi  ds=i^dt  j 
donc 

i'v.ds=ivi'v^dt:= — .^.v*.  et  ^m.Sv.ds=:z — .S/ïi.tT.v*. 

En  conservant  les  dénominations  du  n**  4^  >  l'équa- 
tion (4)  donne 

de  plus  y  si  Ton  substitue  dans  Téquation  (i)  du 
n*  4^7^^  la  place  de /?.cos.a,  yt^.cos.^^^.cos.j^, 
leurs  valeurs  données  dans  le  n""  4^>  ^^  vient 

d'où  Ton  conclut 

On  a  aussi  (n*  3o4), 
par  conséquent 

En  réunissant  les  deux  parties  de  la  valeur  de 
2m .  J" .  vdsy  données  par  les  équations  (a)  et  {b)^  on 
trouve 

«t  en  intégrant ,  ce  qui  revient  à  supprimer  la^ca* 
2.  20 
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racterisUque  d,  devant  les  parenthèses ,  on  aura 

Ovy  cette  quantité  est  nulle  aux  deux  limites  de 
rintégrale  /•  ^mvds  ;  car  à  ces  limites  ^  les  positions 
de  tous  les  points  du  système  étant  données ,  les 
variations  de  leurs  coordonnées  doivent  être  nulles  ^ 
de  manière  que  les  valeurs  de  S'x ,  fy^  J'z ,  qui  s^ 
rapportent  ^  sont  égales  à  zéro ,  pour  Ions  ces  points. 

L'intégrale  f.^mvds,  est  la  même  chose  que 
2  .fnw^dti  mais  fms^dt ,  est  la  somme  des  forces 
vives  du  point  m  y  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement; 'É.fmv^dty  est  de  même  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  les  points  du  système  y  peu*- 
dant  le  même  tems  :  le  principe  de  la  moindre 
action  revient  donc  à  dire  que  la  somme  des  forces 
vives  du  système,  pendant  le  tems  qu'il  emploie  à 
passer  d'une  position  donnée ,  à  une  autre  position 
aussi  donnée,  est  un  minimum. 

Quand  les  mobiles  ne  sont  sollicités  par  aucune 
force  accélératrice ,  la  somme  des  forces  vives ,  à 
chaque  instant,  est  constante  ;  la  soname  des  forces 
vives,  pendant  un  tems  quelconcpie^  est  donc  pro- 
portionnelle à  ce  tems  4  d'où  il  suit  qu'alors  le 
système  parvient^  d'une  position  à  une  autre  j  dans 
le  tems  le  plus  court. 

FIN  DU  TROISIÉHK  LIVRE. 


LIVRE  QUATRIÈME. 

HYDROSTATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER.  . 

*  '  '  • 

NOTION*  GÉNÉRALES  SW  LES  FLUIDES. 

478.  U  N  fluide  est  un  aju^s  de  poiats  matériels 
qui  cèdent  au  moindre  effort  que  Ton  Sait  pour  les 
séparer  les  uns  des  autres.  Les  fluides  que  la  nature 
nous  présente,  approchent  plus  ou  moins  de  cet 
état  de  fluidité  parfaite  que  notre  définition  sup-» 
pose  :  Tadhérence  qui  existe  entre  les  ,  molécules 
de  plusieurs  de  ces  substances,  et  qui  produit  ce 
qu'on  appelle  la  viscosité  du  fluide^  s'oppose  à  la 
séparation  de  leurs  parties;  maïs  dans  la  .tbé<9ria 
que  nous  allons  exposer^  ^oas  ferçin^  ^steactiq»  do 
cette  adhérence  ,  et  nous  ne  consîd^eiroiis  qu^e  des 
fluides  parfaits. 

On  distinguedeux  espèces  de  fluides  :  les  uns  sont 
incompressibles  y  comme  Feau  et  tous  Ips  liquides;  ils 
peuvent  prendre  Une  infinité  défigures  différentes) 
mais  sous  toutes  ces  formes,  ils  conserveot  toujours 
le  même  volume.  Les  fluides  de  la  seconde  espèce 
«ompreoncnt  l'air,  les  gai  et  les  vapeurs;  ils  sont 


ao. . 
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compressibles  et  dojaës  d'une  élasticité  parfaite }  de 
sorte  qu'ils,  peuvent  changer  à-la-fois  de  forme  et 
de  volume  y  par  la  compression^  et  revenir  exacte- 
ment à  leur  figure  primitive ,  dès  que  cette  com- 
pression a  cessé.  Les  vapeurs  diffèrent  de  l'air  et 
des  gaz  permanens,  en  ce  qu'elles  perdent  leur 
forme  de  fluides  élastiques,  et  se  réduisent  en 
liquides,  lorsqu'on  les  comprime  à  un  certain 
degré,  ou- quand  on  diminue  leur  température; 
tandis  que  l'air  et  les  gaz  ont  toujours  conservé  cette 
forme,  quelles  que  soient  la  compression  et  la  tem- 
pérature ,  auxquelles  on  les  a  soumis  jusqu'à  présent» 

479*  La  propriété  caractéristique  et  fondamen- 
tale des  fluides^  celle  qui  les  distingue  des  solides  , 
et  qui  servira  de  base  à  la  théorie  de  leur  équilibre 
et  de  leur  mouvement,  est  la  faculté  qu'ils  ont  de 
transmettre  également ,  en  tout  sens ,  les  pressions 
que  Ton  exerce  à  leur  surface.  Nous  admettrons 
cette  propriété ,  comme  un  fait  constaté  par  l'expé- 
rience et  avoué  de  tous  les  physiciens^;  c'est  au  reste 
la  seule  hypothèse  sur  laquelle  est  fondée  VHjt'^ 
drostalùfue y  ou  la  partie  de  la  mécanique  qui  traite 
de  l'équilibre  des  fluides. 

Pour  développer  cette  hypothèse,  et  nous  en 
former  une.  idée  précise,  considérons  d  abord  les 
fluides  incompressibles  ;  représentons-nous  un  vase 
J5jB(fîg.  29),  prismatique  droit,  posé  sur  un  plan 
horizontal  fixe  ^  et  rempli,  jusqu'à  une  certaine  hau'» 
teur  BCy  d'un  liquide  tel  que  l'eau ,  par  exempU; 
supposons  que  Ton  recouvre. cette  eau  ^  par  mpis-*^ 
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ton  homontal  CD  ^  qui  ferme  le  vase  exactement  ; 
afin  de  ne  pas  compliquer  l'état  de  la  question , 
faisons  abstraction  de  la  pesanteur  de  l'eau  ^  de  sorte 
que  ce  fluide  «'exerce^  par  lui-même^  aucune  pres^ 
sion  sur  les  parois  du  vase;  enfin ^  posons  sur  le  picK 
ton  un  poids  donné  P^  qui  sera^  si  Ton  veut^  le 
poids  même  du  piston.  Il  est  évident  que  la  base 
horizontale  du  prisme  ^  se  trouve  pressée  de  la 
même  manière  que  si  le  poids  P  était  posé  immé* 
4iatement  sur  cette  base^  et  qu'il  fût  distribué  uni-^ 
formément  sur  toute  son  étendue  :  tous  ses  points 
éprouveront  des  pressions  verticales^  égales  entre- 
elle^;  la  pression  qui  en  résultera  pour  une  portion 
quelconque  a  de  cette  base^  sera  proportionnelle 
a  a;  elle  équivaudra  à  une  force  verticale ,  appli-- 
quée  au  centre  de  gravité  de  Taire  a^  et  égale  à 

-T^A  étant  l'aire  de  la  base  entière.  Or^  le  prin-- 

cipe  de  X égalité  de  pression  en  tout  sens ,  consiste 
en  ce  que  la  pression  que  le  poids  P  exerce  à  la. 
partie  supérieure  de  l'eau,  se  transmet  par  Tinter- 
médiaire  du  fluide^  non* seulement  sur  la  base  du 
vase^  mais  encore  sur  toutes  les  autres  parois  :  tous, 
les  points  du  vase  sont  également  pressés  ^  dans 
des  directions  perpendiculaires  aux  parois  ;  et 
une  aire  a^  prise  sur  une   des  ikces  latérales  da 

prisme  ^  éprouve  la  même  pre^ion  -^  ^  que  si  elle 
faisait  partie  de  la  base  hotizontale.- 

Généralement^  supposons  que  le  vase  ait  la  forme 
d'un  polyèdre  quelconque  (fig*3o)^  qu'il  soit  fermé 
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4a  kmtes  parts^  et  exactement  rempli  d'un  liquide 
saiiA  pesanteur  ;  détachouisla  &ce  CD  dn  polyèdire^ 
et  remplaçons  -  la  par  un  piston  ;  appKquonS  à  ce 
piston  une  force  donnée  P,  perpendiculaire  à  la 
snrÊMre  du  liquide  adjacent.  Lie  fluide  ne  sera  pas 
mis  en  mouvement  par  cette  force  ^  et  d'après  notre 
principe^  la  pression  qu'elle  exerce  sur  la  surÊice 
^jacente  y  se  transmettra^  par  l'ititermédiaire  dv 
liquide  ^  sur  toutes  les  feces  du  polyèdre.  Tous  les 
points  du  Tase^  en  y  comprenant  les  points  de  la 
sur&ce  tlu  piston  y  seront  également  pressés  ^  de 
dedans  en  dehors^  dans  des  directions  perpendicu-' 
laires  aux  parois  ;  si  Ton  considère  une  aire  a  prise 
sur  une  de  ces  parois  ou  sur  la  sur£ice  du  piston  y 
sa  pressioii  sera  un^  force  perpendiculaire  à  son 
plan ^  appliquée  à  son  centre  de  gravité,  et  égala 

à  -^  9  ^  étant  Taire  entière  dn  piston. 

Ce  résultat^  s*étend  sans  peiiie  au  cas  où  une 
partie  tles  parois  du  Vase  sont  des  surfaces  courbés  y 
continues  ou  discontinues  :  il  suffit  alors  de  décom- 
poser ces  surfaces  en  élémens  infiniment  petits^ 
que  Ton  regardera  comjfne  les  faces  planes  d'un 
polyèdre  d'une  infinité  de  Êicés  ;  et  si  l'on  désigne 

par  û^  Faire  d'un  de  ces  élémens^  on  aura  -j  ^  pour. 

la  pression  qu'il  éprouve  ;  A  étant  toujours  l'aire 
du  piston ,  et  P  la  force  perpendiculaire  qui  y  est 
appliquée.  En  appelant  p  la  pression  constante  qu^ 
supporterait  une  aire  pkne,  égale  à  l'unité  de  sur- 

fdce ,  il  est  évident  quW  %ura  -^psopi   donc   pc$^ 
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sera  la  pression  sur  l'élément  m  y  et  fa^  la  pre^ 
aion  sur  l'aire  égale  \  a. 

480.  Quand  le  liquide  contenu  dans  le  vase  ^  est 
pesant^  il  transmet  les  pressions  que  l'on  exerce 
a  sa  surface,  de  la  même  manière  que  quand  il 
est  dénué  de  pesanteur;  mais  il  exerce  en  outre  sur 
les  parois  du  vase,'  une  pression  due  à  son  poids ,, 
et  variable  d'un  point  à  un  autre  de  ces  parois.  U 
en  est  de  même  à  l'égard  d'une  masse  fluide  en 
équilibre,  dont  les  molécules  sont  sollicitées  par 
des  forces  accélératrices  données  ,  et  qui  est  con-r 
tenu  dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts.   Si  left 
parois  de  ce  vase  sont  nécessaires  à  Téquilibre,  en- 
sorte  qu'on  ne  puisse   pas  y  faire  une  ouverture 
sans  que  le  liquide  ne  s^échappe  aussit&t ,  il  en  fiiul; 
conclure  que  ces  parois  éprouvent,  en  chaque  point, 
une  pression  particulière,   dirigée  de  dedans  ea 
dehors,  suivant  la  normale  à  la  sur&ce  du  vase  ;  car 
ce  n'est  que  suivant  celte  normale ,  qu'une  sur&oe 
peut  éprouver  une  pression  ^  et  la  détruire  par  sa 
résistance.  ' 

La  grandeur  de  cette  pression  en  chaque  point  ^ 
nous  est  inconnue;  elle  dépend  des  forces  accélé* 
ratrices  données  et  de  la  position  du  point  ;  noua 
apprendrons  dans  la  suite  à  la  déterminer  ;  mais  il 
est  bon  de  dire  d'avance  comment  on  mesure  cette^ 
pression  variable.  Comme  elle  change,  en  général^ 
d'un  point  à  un  autre ,  on  ne  peut  la  supposer  ri- 
goureusement constante^  que  dans  une  étendue^ 
infiniment  petite  ;  or^  pour  mesurer  la.  pressiaift^ 
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qu'un  élément  détermiûé  de  la  surface  éprourc  J 
on  conçoit  une  aire  plane  y  que  Ton  prend  pour 
unité  y  et  qui  9oit  pressée  dans  toute  son  étendue  y 
comme  cet  élément  :  p  étant  la  pression  totale  que 
cette  aire  supporte^  et  œ  Fétendue  infiniment  petite 
de  l'élément^  le  produit  pcê  exprime  la  pression 
de  cet  élément.  La  quantité/?  est  ce  que  nous  appel- 
lerons la  pression  en  chaque  point  du  vase^  rap-- 
portée  à  Tunité  de  surface  ;  quand  on  est  parvenu  à 
la  déterminer  en  fonction  des  coordonnées  de  ce 
point ,  on  a  la  pression  pcû  sur  un  élément  quel- 
conque; d'où  Ton  conclut^  par  les  règles  du  calcul 
intégral^  la  pression  sur  une  portion  plane  de  la 
surface  du  vase.  On  trouve  aussi  le  point  d'applica- 
tion de  cette  force^  au  moyen  de  la  théorie  connue 
des  momens  des  forces  parallèles. 

Gela  posé^  imaginons  que  l'on  enlève  une  portion 
plane  de  la  surface  du  vase^  qu'on  la  remplace  par 
un  piston  de  même  étendue  j  et  qu  on  applique  à 
ce  piston    une    force  égale  et  contraire  à  la  pres- 
sion que  le  vase  éprouvait  en  cet  endroit.  11  est 
évidept*  que  l'équilibre  subsistera   comme  aupara- 
ravant  ;  il  ne  sera  pas  encore   troublé ,  si ,  à  cette 
première  force,  on  ajoute  une  foi'ce  quelconque  P  ; 
car  les  forces  appliquées  aux  molécules  étant  en  équi- 
libre, tout  doit  se  passer,  relativement  a  la  force  Pf 
comme  si  ces  forces  n^existaient  pas  ;  doue ,  d'après 
le  principe  exposé  dans  le  n"  précédent,  la  force iP 
ne  mettra  pas  le  fluide  en  mouvement,  et  la  pres- 
sion qu'elle  exerce  sur  la  surface  du  fluide  adjacent 
*  jm  piston,  sera  ^transmise  par  le  fluide,  également 
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en  tous  sens;  par  conséquent  la  pression  p y  rap- 
portée à  l'unité  de  surface^  se  trouvera  augmentée^ 

en  chaque  point  du  vase  y  d'une  quantité  constante 

p 
et  égale  à  •^;  ^  étant  Té  tendue  de  la  surface  plane 

du  fluide  y  en  contact  avec  le  piston. 

Il  est  important  de  bien  distinguer^  comme  nous 
Je  faisons  ici^  les  deux  sortes  de  pressions  que  sup- 
portent les  parois  d'un  vase  qui  contient  un  fluide 
en  équilibre  :  l'une  est  due  aux  forces  motrices  des 
molécules  du  fluide^  et  varie  djun  point  à  un  autre 
du  vase;  l'autre ^  constante  pour  tous  ces  points^ 
provient  des  pressions  que  Ton  exerce  directement 
à  la  surface  y  et  qui  sont  transmises  sur  toutes  les 
parois,  par  Tintermédiaire  du  fluide.  Ces  deux  pres- 
sions s  ajoutent  en  chaque  point  ^  pour  former  la 
pression  totale. 

481.  D'après  le  principe  de  l'égalité  de  pression 
en  tout  sens  9  un  fluide  incompressible,  contenu 
dans  un  vase  de  position  fixe  y  doit  être  regardé 
comme  nue  véritable  machine;  car  une  machine  est, 
en  général,  un  appareil  au  moyen  duquel  une  force 
agit  sur  des  points  qui  sont  hors  de  sa  direction  ,  et 
produit  sur  ces  points  un  plus  grand  ou  un  plus  petit 
cfiet  que  si  elle  y  était  immédiatement  appliquée; 
or,  c'est  le  cas  d'une  force  appliquée  à  la  surface 
du  liquide,  au  moyen  d'un  piston,  puisqu'elle  agit , 
par  l'intermédiaire  de  ce  fluide^  sur  tous  les  points 
du  vase ,  et  qu'elle  exerce ,  sur  chaque  portion 
plane  des  parois  j  une  pression  égale  à  son  inten- 
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site  multipliée  par  le  rapport  de  Taire  de  la  paroi  à 
Taire  du  pistou. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  s'observe  dans 
rëquilibre  de  cette  machine^  comme  dans  celui  de 
toutes  les  autres  machines  connues.  Pour  lé  prou** 
ver  ^  prenons  un  vase  de  position  fixe  et  de  £3rme 
^elconque  (fîg.  3i),  qui  ait  plusieurs  ouvertures 
en  e^  e^j  e'^  etc.;  à  chacune  de  ces  ouvertures,  ajus- 
tons un  cylindre  prolongé  indéfiniment  hors  du  vase  ; 
emplissons  ce  vase  d'un  liquide  tel  que  l'eau,  dont 
nous  ne  considérerons  pas  la  pesanteur;  supposons 
que  cette  eau  s^élève  dans  tous  les  cylindres ,  jus- 
qu'à une  certaine  hauteur,  et  qu'elle  soit  terminée  , 
dans  chaque  cylindre,  par  une  surface  plane,  per- 
pendiculaire à  la  longueur   du   cylindre;   enfin ^ 
posons  sur  ces  surfaces,  des  pistons  CDj  CUy 
Cfl/y  etc.,  qui  les  recouvrent  exactement ,  et  qui 
puissent  glisser  sans  frottement  dans  les  cylindres. 
Soient  A  y  A'j  A*  y  etc.  ^  les  bases  de  ces  pistons  > 
qui  sont  aussi  les  bases  des  cylindres  ;  appliquons 
à  ces  pistons ,  des  forces  données  P,  P'y  i^,  etc.  ; 
la  première,  au  piston  dont  la  base  est  A  y  la  se- 
conde ,  au  piston  dont  la  base  est  A' y  etc.  ;  et  sup- 
posons que  ces  forces  qui  réagissent  les  unes  sur 
les  autres ,  par  l'intermédiaire  de  l'eaii ,  se  fassent 
équilibre.    Dans  cet  état,  la  pression  rapportée  à 
l'unité  de  sur&ce  doit  être  la  même  sur  toutes  les 
parois  du  vase ,  en  y  comprenant  les  bases  des  pis- 
tons (n^  479)  >  ^^  désignant  donc  sa  valeur  par  /?, 
on  ^ura  pA y  pA\pA^y  etc.  y  pour  toutes  les  pres-^ 
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sions  dirigées  de  dedans  en  dehors^  qne  supportent 
les  buses  des  pistons;  mais  ces  pressions  doivent 
évidemment  être  égales  et  contrairëis  anx  forces  Pp 
P^y  P'y  etc.  ;  donc  on  a  ces  équations  : 

P^jép,      P'^jfp,      P"  =  ^'p,  etc. 

Ir'une  d'elles  servira  à  déterminer  l'inconnue  p  ; 
éliminant  ensuite  cette  quantité  ^  on  aura  les  équa-^ 
tions  d'équilibre  du  système^  qui  seront  en  nombre 
égal  à  celui  des  pistons  moins  un. 

Maintenant^  imaginons^  conformément aFénonc^ 
du  principe  des  vitesses  virtuelles^  que  l'on  déplace 
le  système^  de  manière  qu'une  partie  des  pistons 
s'abaisse  ,  et  que  Tautre  partie  s'élève  dans  les 
cylindres  :  par  exemple ,  le  piston  CD  est  trans- 
porté en  cdy  et  le  piston  CT/X,  en  c^(f.  Comme  l'eau 
qui  remplit  le  vase  est  incompressible  et  doit  tou-' 
jours  conserver  le  même  volume^  il  est  évident  que 
la  somme  des  quantités  d'eau  qui  s'élève  doit  tou-^ 
jours  être  égale  à  la  somme  des  quantités  d'eau  qui 
s'abaisse;  d'ailleurs^  le  volume  d'eau  qui  s'élève  ou 
qui  s'abaisse  ,  dans  chaque  cylindre  ^  est  égal  à  sa 
base  y  multipliée  par  l'espace  que  le  piston  a  par-^ 
couru;  donc  si  l'on  désigne  cet  espace  par  une  quan- 
tité positive^  quand  le  piston  s'est  abaissé^  et  par 
une  quantité  négative ^  dans  le  cas  contraire^  et  que 
l'on  représente  par  h,  h\  h%  etc.  ^  les  espaces  par- 
courus par  les  pistons  dont  les  bases  sont  respecti-^ 
vement  jày  A  y  A' y  etc. ,  on  aura  l'équation  de  con- 
dition 

Ah  +  AV^A'V  +  etc.  =  o. 
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Multipliant  cette  eqùatiau  par;?^  et  reniplaçatit  les 
pressions  pJ ,  pA'y  pA'^  etc. ,  par  les  forces  P,  R, 
P^j  etc. ,  il  vient 

or^  il  est  facile  de  reconnaître  dans  ce  résultat, 
le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  énoncé  en  sta- 
tique (n*  iG3). 

482.  Le  principe  de  Tégalité  de  pression  en  tout 
sens,  convient  aux  fluides  élastiques,  comme  aux 
fluides  incompressibles;  mais  relativement  aux  pre- 
miers ,  il  n'est  pas  nécessaire  que  des  forces  mo- 
trices agissent  sur  leurs  molécules ,  ou  que  l'on 
exerce  des  pressions  sur  leur  surface  ,  pour  qu'ils 
pressent  eux-mêmes  les  parois  des  vases  qui  les 
contiennent  :  il  suffit  pour  cela  de  leur  élasticité , 
en  vertu  de  laquelle  ces  fluides  font  continuelle- 
ment efibrt  pour  se  dilater  et  pour  occuper  un  plus 
grand  volume.  Ainsi,  qu'une  masse  d'air  ou  d'un 
gaz  quelconque  ,  soit  contenue  dans  un  vase  fermé 
de  toutes  parts  ^  et  qu'on  fasse  abstraction  de  ia 
pesanteur  du  fluide  ^  les  parois  du  vase  éprouveront 
des  pressions  égales  en  tous  leurs  points,  et  diri- 
gées de  dedans  en  dehors,  suivant  les  normales  a 
ces  parois.  La  pression  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face sera  la  même  dans  toute  rétendue  du  vase  ; 
pour  la  déterminer^  on  fera. une  ouverture  dans  un 
endroit  du  vase ,  pris  au  hasard  ;  on  y  appliquera 
un  piston,  et  à  ce  piston,  4a  force  nécessaire  pour 
le  maintenir  en  équilibre  :  cette  force  sera  égale 
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et  contraire  à  là  pression  qne  le  piston  éprouve;  ea 
ta  divisant  par  Taire  de  la  base  du  piston^  on  aura 
la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface;  et  Ton 
trouvera  toujours  le  même  quotient  y  quel  que  soit 
Tendroit  du  vase  où  Toa  a  appliqué  le  piston.  Si  ^ 
par  exemple,  le  vase  représenté  par  la  figure  3i, 
est  rempli  d'un  fluide  élastique ,  les  forces  ^  qu'il 
faudra  appliquer  aux  difFérens  pistons  CD,  CI/j 
CD' y  etc. ,  pour  les  empêcher  de  glisser  dans  l^s 
cylindres,  seront  proportionnelles  aux  bases  jijA\ 
jfy  etc. ,  de  ces  pistons ,  et  le  rapport  de  chaque 
force  à  sa  base ,  sera  le  même  pour  tous  les  pistons. 
Lorsque  Ton  aura  égard  à  la  pesanteur  du  fluide ^ 
ou  plus  généralement,  quand  ses  molécules  seront 
sollicitées  par  des  forces  accélératrices  données ,  la 
pression  variera  d'un  point  à  un  autre  du  vase^ 
suivant  une  ce;rtaine  loi  qu'il  s'agira  de  déterminer 
dans  la  suite. 

4^3.  La  pression  constante  qu'un  fluide  élastique 
exerce  contre  les  parois  du  vase  qui  le  renferme  y 
et  qui  n'est  pas  due  à  sa  pesanteur,  mais  seulement 
à  son  élasticité,  dépend  de  la  matière  du  fluide,  de 
sa  densité  et  de  sa  température.  On  appelle  aussi 
cette  pression,  la ybrce  élastique  du  fluide.  L'expé- 
rience a  prouvé  que  pour  un  même  fluide ,  pris  à 
une  même  température,  elle  est  proportionnelle  à 
la  densité  ;  de  n^anière  qu'en  désignant  la  pression 
par  ;9,  la  densité  par  p,  on  a,  dans  chaque  fluide^ 

k  étant  un  coeflicienC  qui  ne  dépend  plus  que  de 
la  matière  et  de  la  températ^^  du  fluide. 
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CHAPITRE  a 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  L'ÉQUIUBRE 

DES  FLUIDES. 

484*  JL  ouH  traiter  la  question  de  la  maoièra  U 
plus  geuérale^  considérons  une  masse  fluide^  ho- 
mogène ou  hétérogène^  compressible  ou  incompres- 
sible^ dont  toutes  les  molécules  sont  sollicitées  par 
des  forces  accélératrices  données  ^  et  proposons- 
nous  d'exprimer  par  des  équations,  les  conditions 
de  sou  équilibre. 

Soient  Xyj^  %,  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  quelconque  de  cette  masse,  parallèles  aux 
axes  Oxj  Oj^  Oz  (fig.  Sa).  Nous  supposerbns^  pour 
fixer  les  idées,  le  plan  des  Xj  y  y  horizontal  et  situé 
au-dessus  de  la  masse  fluide  ABCDy  et  Taxe  vertical 
Ozj  sitaé  au-dessous  de  ce  {Jan.  Désignons  par 
Xy  Y  y  Zj  les  sommes  des  composantes  parallèlefs 
aux  axes  des  x ,  des  jr  et  des  z ,  des  forces  accé- 
lératrices qui  agissent  sur  ce  point.  Partageons  la 

masse  fluide  en  une  infinité  d'élémens  infiniment 
petits,  par  des  plans  parallèles  à  ceux  des  coordon* 
nées,  et  infiniment  rapprochés  les  uns  des  autres; 
ces  élémens  seront  des  parallélépipèdes  rectangles, 
qui  auront  leurs  côtés  parallèles  aux  axes  et  égaux 
aux  difiërentielles  des  coordonnées  ;  les  deux  bases 
horizontales  de  celui  qui  correspond  aux  coordon^ 
nées  a:,j',  z^et  qui  est  «représenté  dans  la  figure^ 
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seront  égales  à  dxdy;  sa  hauteur  verticale  sera  égala 
kdz;  et  Fou  aura  le  produit  dxdjrdz,  pour  sou  vo- 
lume. La  densité  du  fluide  peut  être  regardée  comme 
constante  dans  toute  l'étendue  de  cet  élément;  en 
la  désignant  donc  par  f  >  et  par  dm,  la  masse  ^  on 
aura 

dm  ^s  f  .dxdyd»  i 

f  sera  une  quantité  constante^  dans  les  liquides,  ho- 
mogènes,  et  une  fonction  'de  Xyjr,  z,  dans  les  flui-* 
des  hétérogènes  et  dans  les  fluides  élastiques  homo- 
gènes, qui  ne  seront  pas  partout  égalemeot  compri* 
mes.  Dans  cette  même  étendue  de  l'élément  dm^  les 
forces  Xy  Y  y  Z  peuvent  aussi  être  regardées  comme 
constantes  ;  par  conséquent  les  produits  Xdniy  Y  dm  y 
Zdniy  sont  les  forces  motrices  de  dm  y  parallèles  aux 
axes  Oxy  Ojy  Oz. 

Cela  posé^f  observe  que  le  parallélépipède  docdjdz 
est  pressé  de  dehors  en  dedans^  sur  ses  six  faces  y 
par  le  fluide  environnant^  et  que  les  pressions  qu*il 
éprouve,  doivent  faire  équilibre  aux  trois  forces 
Xdmy  Ydniy  Zdm.  Désignons  donc  par  ;?  la  pression 
teirticale  rapportée  à  l'unité  de  surface ,  qui  s'exerce 
tor  la  base  supérieure  dxdj-  suivant  la  direction  cby 
de  manière  que  p  soit  la  pression  totale  que  sup- 
porterait une  aire  plane,  égale  à  l'unité  de  surface^ 
q«i  ^fkil  pressée  dans  tous  ses  points,  comme  l'aire 
kifiniment  petite  dxdjr  (n""  4^0).  Cette  pression  ver- 
ticale varie  avec  la  position  de  l'élément  que  l'on 
considère;  la  quantité  py  qui  en  représente  la  valeur^ 
et  qui  se  rapporte  à  un  élément  quelconque^  est 


•  1 
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doac  une  fonction  de  Xy^y  z\  alors  x  eXj  restant 

les  mêmes^  et  z  devenant  zr^dz^p  devient/?-}- 5^*  dz  , 

et  exprime  la  pression  verticale ,  rapportée  à  l'unité 
de  surface,  qui  a  lieu  sur  la  base  inférieure  dé  l'élé- 
ment  dxdjrdz;  d'où  il  suit  que  les  pressions  vertica- 
les et  contraires,  que  cet  élément  éprouve  sur  ses 
deux  bases  horizontales,  suivant  les  directions  cb  et 

c'b'y  sont  égales  à  pdxdy  et  6^  +  ^  •  àz\ .  dxdj  :  la 

première  tend  à  l'abaisser,  et  la  seconde,  à  l'élever; 
par  conséquent  il  faut,  pour  que  cet  élément  reste 
en  équilibre ,  que  l'excès  de  la  seconde  sur  la  pre- 
mièi^?,  soit  égal  à  la  force  verticale  Zdm\  ce  (^ui 
donne 

^.  dzdxdy  =  Zdm. 

On  trouvera  de  même  les  équations 

~,dydxdz  =  Ydm ,       -^  .dxdzdy  =  Xdm , 

qui  sont  nécessaires  pour  que  l'élément  ne  se  meuve, 
ni  dans  le  sens  des^,  ni  dans  celui  des  a:,  et  dans 
lesquelles  ^  et  r  représentent  les  pressions  rapportées 
à  l'uulté  de  surface,  qui  s'exercent  sur  les  faces 
parallèles  aux  plans  des  Xy  z  et  des  j^,  z,  les  plus 
voisines  de  ces  plans.  Substituant  dans  ces  équations, 
la  valeur  de  dm  y  et  supprimant  ensuite  le  facteur 
commun  dxdjdzy  il  vient 


'di-^^>    ç;-f^'   s=f^' 


Or 
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Or  y  si  les  éiemens  dans  lesquels  aou^  awins  par* 
tagé  ia  masse  Aaide  ^  €taie|i(  aolidess  au  lieu  d'èire 
fluides >  ensorte  «jue  cetbf  masse  fiCit  un  assemblafe 
de  parallélépipèdes  rectaiiglfs^  Sjt>Iides  et  juxtaposés^ 
il  n'y  aurait  aucune  relation  nécessaire  entr^  les  près* 
slous  que  chaeun  de  ces  parallélépipèdes  éprouverait 
Sur  ses  faces  «ou  parallèles  :  Télémeat  ducdyâi  pour- 
rait^ par  exemple  9  éprouver  une  pression  queleoU'- 
que  sur  ses  bases  horizontales  ^  et  n'eu  éprouver 
aucune  sur  ses  faces  verticales;  majs  ces  élémeu# 
ëtant  fluides^  comme  la  ma#se  eulière^  la  propriété 
fondamentale  des  fluides  leur  convient  aussi  bien 
qu  a  cette  masse;  et  en  vertu  de  cette  propt4été^  les 
trois  pressions /7,^,  r,  sont  égales  entre  eUes^ou  du 
moins  y  il  ne  peut  exister  entre  c^  pressions^  qu'une 
différence  infinicnept  petite. 

£n  effets  la  presfion  que  le  fluide  environnant 
exeroe  sur  une  des  feces  de  Téiément  dxdyJzy  so 
transmet  sur  les  autres  faces,  pfir  Tintermédlaire  du 
fluide  dont  Télémeat  est  composé  ;  cette  transmis- 
sion se  fait  de  la  manière  qu'on  u  exdliqu^  précé- 
demment^ et  dont  il  résulte  que  si  Ion  représente 
par  pdxdjy  la  pression  qai  a  lieu  sur  l'une  des  bases 
horizontales  ^  les  pressions  transmises  sur  les  £sices 
verticales  devront  être  représentées  en  même  tems^ 
par  pdxist  et  pdydt^  ;  donc ,  pour  avoir  la  pression 
«ntière  qdacàgy  t^éprouve  la  face  verticale,  parallèle 
aa  plan  des  Xy  x,  et  la  plus  voiame  de  ce  plan,  il 
iiut  encore  ajouter  an  terme  pdxdz^  la  pression  dœ 
aux  forces  motrices  Xém^  ¥dmy  i^i&i  de  f  41éneel; 

2.  21 


523  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

mais  quoique  nous  ne  sachions  pas  encore  calculer 
cette  dernière  pression^  il  est  néanmoins  évident 
qu'elle  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre , 
comme  la  masse  dm;  la  quantité  qdxdz  est  donc  égale  à 
pdxdz^  plus  un  terme  infiniment  petit  du  troisième 
ordre;  et  en  divisant  par  <ia:<&,  nous  voyons  que  ^ne 
diffère  de  p^  que  d'une  quantité  infiniment  petite; 
conclusion  qui  s'applique  également  aux  deux  quan- 
tités r  et  p. 

Si  les  trois  pressions  py  q^  r,  ne  peuvent  différer 
entre  elles  que  d'une  quantité  infiniment  petite ^  on 
doit  les  supposer  égales  dans  les  trois  dernières 
équations^  qui  deviennent  alors 

è='^-  !="-•  â='*-   « 

485.  Telles  sont  les  équations  générales  de  l'équi- 
libre des  fluides  que  nous  nous  proposions  de  trouver. 
Les  conditions  d'équilibre  qu'elles  expriment^  se  ré- 
duisent ^  dans  chaque  cas  particulier^  à  ce  qu'on 
puisse  trouver  pour  p^  une  fonction  de  x^^^  z^  qui 
satisfasse  à*-la*fois  à  ce«  trois  équations;  or^  si  on 
les  ajoute  après  avoir  multiplié  la  première  par  d&^ 
la  seconde  par  dj^  la  troisième  par  dx^  il  vient 

dp  =  f(XAr+rdy  +  Z££»);  (a) 

il  faudra  donc^  pour  que  la  valeur  de^  soit  possible^ 
que  «ette  formule  f{Xdx  -+-  Ydy  -+-  Zdz)  soit  une 
différentielle  complète  d'une  fonction  des  trois  va* 
riables  oo^j^z;  réciproquement  ^  quand  cette  con- 
dition sara  remplie^  ou  prendra  la  quantité  p  égale 
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&  llnlégrale  de  cette  formule^  et  l'oa  satisfera  de 
celte  manière  aux  équations  (i}r^ 

Cette  valeur  de  p  exprime  la  pression  rapportée  à 
l'unité  de  surface,  que  le  fluide  exerce  en  un  point 
quelconque^  dont  les  coordonnées  sont  ^,^,2,  et 
qui  peut  être  situé  dans  son  intérieur  ou  à  sa  surface  : 
si  donc  la  masse  fluide  ABCD  est  contenue  dans 
un  vase,  on  aura  la  pression  que  ce  vase  éprouve  en 
chacun  de  ses  points ,  en  mettant  dans  p ,  les  coor- 
données de  ce  point  à  la  place  de  Xy  jjZ^f  pression 
qui  sera  toujours  détruite,  pourvu  que  les  parois  du 
vase  soient  capables  d'une  résistance  indéfinie;  mais 
dans  les  endroits  où  le  vase  est  ouvert,  et  où  le 
fluide  est  entièrement  libre ,  rien  ne  peut  détruire 
Ja  pression  qu'il  exerce;  par  conséquent  il  faut  que 
ia  valeur  de  p  soit  nulle  d'elle-même^  pour  tous  les 
points  de  la  surface  libre  d'une  masse  fluide  en  équi- 
libre. 

Dans  les  fluides  élastiques ,  cette  condition  ne  peut 
jamais  être  remplie;  car  la  pression  étant  propor- 
tionnelle a  la  densité  (n**  4^3),  tant  que  la  densité 
n'est  pas  nulle,  la  pression  ne  l'est  pas  non  plus: 
un  fluide  élastique  ne  peut  donc  rester  en  équilibre^ 
à  moins  qu'il  ne  soit  contenu  dans  un  vase  fermé 
de  toutes  parts,  ou  bien,  à  moins  que  sa  masse ^ 
comme  celle  de  l'atmosphère,  par  exemple,  ne  s'é«- 
tende  indéfiniment  dans  l'espace ,  jusqu'à  ce  que  la 
densité  soit  tout*à-fait  insensible. 

486.  La  pression  p  devant  être  nulle  à  la  surface 
libre  d'un  fluide  incompressible  en  équilibre ,  il  s'en- 
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suit  qtie  l'équation  difTërentielle  d«  cette  sur&ce  est 

dp:=iOy  ou  9  à  csme  de  Téquation  (s)  y 

Xdx+Ydy  +  Zdz  =  o.  (3) 

Ce  serait  encore  l'equatioii  différentielle  de  cette 
surface 9  si  le  fluide  y  éprouvait  une  pression  cons* 
tante  :  si ,  par  exemple,  latmosphère  pressait  égale- 
ment sur  toute  son  étendue. 

On  conclut  facilement  de  cette  équation ,  que  la 
résultante  des  forces  accélératrices  X^  T'y  Zy  qui 
agissent  sur  chaque  point  du  fluide  situé  à  sa  surface^ 
doit  être  perpendiculaire  à  cette  sur&ce.  En  effets 
soit  m  un  point  de  cette  surâice^  qui  répond  aux 
coordonnées  quelconques  a:  y  jyZ;  supposons  que 
tmi  est  la  normale  en  ce  point,  et  désignons  par  €  y 
dy  6%  les  angles  compris  entre  cette  droite  et  les 
axes  des  ;r,des^  etdesjs;  si  l'on  ohserve  queréqua* 
tion  différentielle  précédente  peut  être  mise  sous 
cette  forme: 

on  aura  par  les  formules  connues  ^ 

COS.tfrs^»  C0«.«2»=^,  C0S.6    se— , 

en  faisant^  ponr  abréger,  Jî  ==  V^H^*4-^;  or, 
<Ges.  cosinus  sont  aussi  ceux  des  angles  compris  entre 
les  mêmes  axes  et  la  direction  de  la  résulUnte  des 
forces  Xy  Y  y  Z;  donc  cette  direction  coïncide  avec 

la  normale* 

Au  reste,  cette  condition  ^'équilibre^  exprimée 
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par  réquatioo  (3) ,  est  é videote  en  elle-même  ;  car 
m  la  téflultaate  des  fortes  qui  agissent  sur  une  mo- 
lécule ettërieiire  du  fluide^  n'était  pas  dirigée  suî-^ 
Taiit  la  normale^  elle  se  décomposerait  en;,  deuK^ 
Tnne  tangente^  et  l'antre  normale  à  sa  surface  y  el 
rien  n'empêcherait  la  force  tangente  de  faire  glisser 
H  molécule  sur  Cette  8Ur£ice  ;  par  conséquent  l'équi-^ 
fibre  ne  peut  pas  exister,  tant  que  la  snr&ce  du  fluide 
n  est  pas  perpendiculaire  en  tous  ses  points^  à  la  di« 
rection  de  cette  résultante.  On  coneott  aussi  que 
cette  force  doit  être  dirigée  de  deliors  ea  dedans  da 
fluide,  ou  suivant  la  partie  nm  delà  normale,  cooh 
prise  dans  son  intérieur;  tonditim  qui  n'est  point 
exprimée  par  l'équation  (3). 

4Ô7*  Supposons  maintenant  que  le  fluide  en  équi- 
libre  soit  homogène  et  incompressible.  La  d^usité  / 
est  alors  une  quantité  constante  ;  il  iani  donc  p 
d'après  l'équation  (2),  que  les  forces  données  X^ 
jr,Z,  soient  telles  que  la  formule  Xdx-^-Ydj-^-Zdz 
soit  une  différentielle  exacte  d^une  fonction  de  trois 
variables  indépendantes.  Si  cela  n'a  pas  lieu ,  Téqui** 
libre  sera  impossible  dans  la  masse  fluide,  quelque 
forme  qu'on  lui  donne ,  et  lors  même  qu'elle  serait 
contenue  dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts. 

Cette  condition  ésl remplie  relativement  aux  forceft^ 
d'attractioe^  dirigées  vers  des  centres  fixes ,  et  dont 
les  intensités  s^nt  des  fonctions  quelconques  dea 
distances  à  ces  centres  (a^  ^^) }  par  conséquent- 
l'équilibre  est  possible  dans  un  liquide  homogène 
dont  tous  les  points  sont  attirés  vers  uu  oji  ]^luaieuc^ 
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centres  fixes  ^  et  qui  sont  sonmis^  en  outre^  à  leur 
atlracUoD  réciproque;  mais  ponr  qu'il  ait  eflfecU- 
Tement  lieu,  il  est  nécessaire  que  la  surface  du 
fluide  spit  perpendiculaire  à  la  résultante  de  toutes 
ces  orces  d'attraction,  dans  tous  les  endroits  où 
c  fluide  n'est  point  appuyé  contre  les  parois  d'un 
vase  immuable  :  c'est  d'après  cette  condition  que 
Ton  déterminera ,  dans  chaque  cas  particulier ,  la 
figure  du  liquide  qui  convient  a  l'équilibre. 

Si  y  par  exexnpie ,  il  n'existe  qu'une  seule  force 
d'attraction  dirigée  vers  le  point  A",  la  figure  de  la 
masse  ABCDy  nécessaire  Ji  l'équilibre,  sera  une 
sphère  qui  aura  pour  centre  le  point  iT,  quelle  que 
soit  la  loi  de  cette  force.  • 

Lorsque  ce  centre  s'éloigne  a  Tinfini^  la  direc-- 
tion  de  la  force  devient  parallèle  à  elle-même  dans 
toute  l'étendue  de  la  masse  fluide,  et  alors  la  sur- 
face d'équilibre  est  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
direction.  Ce  cas  est  celui  de  la  pesanteur  :   un 
liquide  pesant  et  homogène,  contenu  dans  un  vase 
ouvert  à  sa  partie  supérieure ,  reste  donc  en  équi'* 
libre  quand  sa  surface  est  horizontale,  ou  perpen- 
diculaire à  la  direction  verticale  de  la  pesanteur  ; 
réciproquement ,  quand  ce  liquide  est  en  équilibre, 
on  peut  être  certain  que  sa  surface  est  parfaitement 
horizontale.   La  surface  d'un  fluide  stagnant,  d'une 
grande  étendue,  n'est  plus  une  surface  plane;  c'est 
une  portion  de  surface  sphérique,  dont  le  centre  esl 
celui  de  la  terre  ;  attendu  que  dans  ce  cas    la  pe- 
santeur ne  doit  plus  être  regardée  comme  une  force 
parallèle  à  elle-même ,  mais  bien  comme  une  force 
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dirisée  Constamment  vers  ce  centre  ,  du  m<Mns  en 
faisant  abstraction  de  la  force  centrifuge  et  de  1  a- 
platissement  du  sphéroïde  terrestre. 

488.  Les   forces  d'attraction  ou  de  répulsion.' 
dirigées  vers  des  centres  fixes ,  et  dont  les  inten-t 
sites  sont  des  fonctions  des  distances  à  leurs  centre» 
respectifs  ,  comprennent  toutes  les  forces  de  la 
nature  qui  peuvent  agir  sur  les  points  d'un  corps 
en    repos;    nous    regarderons    donc    la    formule 
Xcbc-^rdf-i-Zdz  comme  éUnt  toujours  une  dif- 
férentielle exacte  ;  et  nous  désignerons  par  ^  son 
intégrale,  de  manière  que  (p  soit  une  fonction  don- 
née de  XfjTfZf  et  qu'on  ait 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  d^. 

Egalant   cette    fonction  <p   à  une   constante  arbi- 
traire ,  on  aura  l'équation  d'une  infinité  de  surfaces, 
qui  ne  diflfèrent  entre  elles  que  par  les  valeurs  de 
cette  consunte.   L'équation  dififérentielle  d^=o, 
ou  Xdx-{-  r^-l-Ziz=o ,  sera  commune  à  toutes 
ces  surÊïces;  d'où  fl  suit  qu'elles  auront  toutes , 
comme  la  surfece  extérieure  de  la  masse  fluide,  la 
propriété  de   couper  à  angle  droit  en  chacun  de 
leurs  points,  la  direction  de  la  résultante  des  force» 
données  X,r,Z.  On  les  nomme,  par  cette  raison, 
des  swfaces  de  niveau.    Si  l'on  fait  croître ,  par 
degrés  insensibles,  la  constante  arbitraire  qui  entre 
dans  leur  équation  générale ,  on  aura  une  smte  in- 
finie de  ces  surfaces,  qui  partageront  la.  masse 
fluide  en  une  infinité  de  couches  d'une  épaisseur 
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ilfflni^nétlf  petite  y  doAt  ek«^tine  sera  comprise  entre 
At^kiL  Mir&cé9  Ad  niveM  ^  et  (}u'oa  appelle  des  i?<»i- 
cA^5  J^  niveau.  Dâtf é  lefl  fluides  pedans  ^  par  exemple  > 
les  couches  de  niveau  sont  horizontales;  elles  sont 
ephermue^  et  èoUcèiitriqtiéS  y  qtlaïid  toutes  les  molé- 
cules de  là  taàite  fldidé  tout  attifée£(  vëfs  uh  poiiit 
^xèy  et  ce  point  éit  le  ten\ï^  eôniïntiii  dé  ces 
côuèhe^ 

dette  diviéiôh  d'ilùe  thasse  flddé  ëti  couche  de 
niveau  ^  qui  côhvierit  ëgâleHiefit  atiit  fltiidéâ  indoiA-- 
pfè^ihles  et  aul  iliildeS  ëlà^tiqties,  VdnOùâ  fburttîi' 
iin  eiloncé  fort  sjftiplë  àéé  Conditions  d^équilihre 
de  ces  fluides* 

48g.  Au  moyen  de  la  valeur  de  ^  ^  l'équation  (2) 
prend  cette  forme  i 

Si  le  fluide  e^t  tôttjotiH  {utompt^Èàïhlé  ^  mh\%  h^té^ 
fôgène y  la  densité/ ^era  tàriaÛe;  mais  pour  qUè Id 
produit  f.dt^  èôit  uHe  différentielle  exacte^  il  est 
fiécéteairé  que  le  facteur  f  soit  ime  fonction  de  là 
Vârkble  ip  y  fonction  qui  peut  d'ailleufS  avoir  telle 
forme  qtie  Pôtl  voudra.  Gela  étant ^  là  presèi^n  p 
tbrz  flu&fci  tiile  fotrcliôti  de  9;  là  ptession  et  là 
délimité  seront  donc  constantes^  eh  même  teitis  que 
là  valeur  de  4) ,  et  par  conséquent  elles  seront  les 
fûdmes  pour  tons  les  points  d'Une  métiie  i^Ouche 
4e  tdveàti. 

Concluons  donc  qu'une  màsàe  fluide  hétéro^né 
fit  peut  demetirel*  eil  éqdlibre,  à  moins  que  chacune 

<le  se$  couches  de  niveau  ne  soit  homogène  dw* 


LIVRE  ÏV,  HYDROSTATIQUE.  Z^g 
toute  éùn  ëtéiHiue.  Cette  cottclitioû  sera  la  seule 
nécesèaire,  quand  le  fluîde  ëéfA  cônieiiu  dans  ua 
Vaèe  fermé  de  tontes  ^àr t^  {  6'il  (sdt  ùilvert  dans  une 
partie,  il  fândfa  ètiCûte  ^\ïe  lâ  Surface  extérieure 
âù  fluide  sèft  perpendiculaire  k  la  direction  de  la 
résultante  des  forces  qui  lui  sont  appliquée^.  La  loi 
de  la  densité  ,  en  passant  d'une  couche  à  une  autre  y 
dépendra  de  la  valeur  dé  f  en  fonction  de  '^  ;  et 
puisque  cette  valeur  est  arbitraire^  la  loi  de  la 
densité  le  sera  aussi*:  lorsque  la  valeur  de  /  sera 
donnée  y  oh  en  conclura  celle  de  p  j  en  înlégrànt 
la  formule  f*d^* 

Dans  le  cas  où  les  forées  appliquées  aùbt  molé- 
cules fluides  se  réduiront  à  une  seule  ^  dirigée  vers 
un  point  fîxe^  il  faudra ,  pour  Téquilibre  y  que  la 
masse  entière  soit  composée  de  différens  fluides  ho- 
mogènes^ superposes  en  couches  sphériques  et  con^ 
centrîqnes  autour  du  centre  d'action  de  la  force. 

On  voit  encore  que  si  Ton  a  plusieurs  liquides 
pesanSy  de  difierentes  densités,  contenus  dans  un 
vase  ouvert  à  sa  partie  supérieure  y  l'équilibre  aura 
lieu  y  quand  tous  les  liquides  seront  superposés  en 
couches  horizontales  ;  l'épaisseur  et  la  densité  de 
chaque  couche  seront  arbitraires  *:  si  l'on  a  deux 
liquide^  ^  par  eteïîiplè^  il  Suffira  pour  Téquilitt-e, 
que  leur  surface  dé  sépàratiotl  y  et  là  Surface  qui 
tirfminè  le  liquide  supérienr^  soietit  toutes  deux 
des  plans  horizontaux.  Les  conditions  d'équilibre 
seront  également  remplies  ^  soit  que  le  liquide  le 
plus  dense  occupe  le  fond  du  vase  ^  soit  qu'il  en 
occupe  la  partie  supérieure  ;  mais  si  l'on  a  égard  à 
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la  condition  de  stabilité  (n*  178),  il  faudra  que  ce 
soit  le  liquide  le  moins  dense  qui  surnage  ,  car  c'est 
alors  que  le  centre  de  gravité  du  système  entier 
sera  le  plus  bas  possible  :  dans  le  cas  contraire ,  ce 
centre  serait  le  plus  haut  possible^  et  l'équilibre 
ne  serait  pas  stable. 

490.  Considérons  eufîn  l'équilibre  d'un  fluide 
ébstique  dont  toutes  les  molécules  sont  sollicitées 
par  des  forces  d'attraction  quelconques.  En  élimi- 
nant la  densité  f^  entre  les  équations  p=:kfy  du 
n*  4^5  j  et  dp=f.d(Py  du  n*"  précédent,  il  vient 
fti^=p.d^;  d'où  l'on  tire 

d.log.p  =  j.d(p.  (4) 

Si  la  température  est  la  même  dans  toute  l'étendue 
de  la  masse  fluide,  et  que  cette  masse  soit  en  en-- 
tier  de  la  même  matière ,  la  quantité  k  sera  cons- 
tante; cette  équation  sera  alors  possible,  et  Ton  y 
satisfera  en  prenant 


Â 


log.p  =  T  +  log.-<^,       OU      p=zA.e  ; 


jé  étant  une  constante  arbitraire,  et  « ,  la  base  des 
logarithmes  dont  le  module  est  lunité.  Cette  valeur 

àepy  et  celle  de  /»  qui  est  égale  à  ^  ,  n'étant  fonc* 

tion,  lune  et  Tautre,  que  de  la  seule  variable  ^  , 
il  s^ensuit  que  la  pression  et  la  densité  seront  les 
mêmes  dans  toute  l'étendue  de  chaque  couché  de 
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niveau  ^  comme  dans  le  cas  des  liquides  hétéro- 
gènes; mais  les  densités  de  ces  diilérenles  couches 
ne  pourront  plus,  se  succéder  dans  un  ordre  arbi- 
traire :  la  loi  de  oes  densités  est  déterminée,  et  elle, 
est  donnée  par  l'équation 

f  — j— f.e. 

Le  fluide  étant  toujours  d'une  matière  homogène, 
si  la  température  n'est  pas  la  même  dans  toute  son 
étendue,  la  quantité  A: ne  sera  plus  une  constante;  et 
en  désignant  par  t  cette  température  variable ,  k 
sera  une  certaine  fonction  de  t.  Pour  que  Féqua- 
tion  (4)  soit  possible ,  il  faut  que  h  soit  une  fonc* 
tion  de  ^;  par  conséquent  /  sera  de  même  une  fonc-* 
tion  de  ^,  dont  la  forme  restera  entièrement  ar- 
bitraire ;  donc  ,  dans  le  cas  de  l'équilibre  ,  la 
température  doit  être  uniforme  dans  toute  Tétendue 
de  chaque  couche  de  niveau ,  de  même  que  la  pres- 
sion p  et  la  densité  /,  qui  seront  aussi  des  fonctions 
de  9»  La  variation  de  la  température ,  en  passant 
d'une  couche  a  une  autre,  peut  suivre  telle  loi  qu'on 
voudra;  mais  cette  loi  étant  déterminée,  la  loi  des 
densités  et  celle  des  pressions  sont  données  par  ces 
équations 

T  ji     J  T 

dont  la  première  est  l'iotcgrale  de  l'équation  (4)  , 

:>^  étant  la  constante  arbitraire. 

.  '  Lorsque  le  fluide  que  l'on  considère  est  composé 
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de  plusieurs  autfe^  fluides^  par  exemple,  de  plu-* 
sieurs  ^az  de  nature  différente,  les  eondidons  d'équi-» 
libre  peuVent  être  satisfaites  de  deux  manières  ^ 
<}uatid  ces  gà%  sont  parfaitement  mêlés  ensetnble  , 
de  sorte  qu'ils  forment  un  mélange  homogène  dan^ 
toutes  ses  parties  ;  et  quand  ils  sont ,  au  contraire  ^ 
disposés  en  couches  superposées  les  unes  aux  autres^ 
et  d*une  épaisseur  quelconque.  Dans  ce  second  cas, 
la  loi  des  densités  et  des  pressions,  dans  èhaque 
couche,  sera  exprimée  par  les  formules  précé^ 
dentés. 

491*  Quoique  nous  nous  soyons  seulement  pro- 
posé de  trouver  les  conditions  d'équilibre  d'une 
masse  fluide,  la  théorie  précédente  peut  encore  ser- 
TÎr  à  déterminer  celles  qui  doivent  être  remplies  , 
pour  que  cette  masse  conserve  une  forme  constante, 
pendant  qu'elle  tourne  autour  d'un  axe  donné,  avec 
une  vitesse  aussi  donnée.  En  effet  il  est  évident  que 
ce  mouvement  de  rotation  ne  fait  qu'imprimer  une 
force  centrifuge  aux  molécules  fluides  ;  il  ne  s'agira 
donc  que  de  joindre  cette  force  centrifuge  aux 
foirces  accélératrices  données ,  qui  agissent  sur  ces 
molécules ,  et  de  chercher  ensuite  ^  d'après  ce  qui 
précède,  les  conditions  d'équilibre  de  la  masse 
fluide ,  en  ayant  égard  à  toutes  ces  forces. 

Pour  plus  de  simplicité ,  prenons  Taxe  de  rota- 
tion, pour  l'axe  des  z;  soit  n  la  vitesse  angulaire  de 
rotation,  commune  à  tous  les  points  de  la  masse 
fluide;  r  la  distance  à  l'axe,  du  point  qui  répond 
aux  coordonnées  x^jr,  z,  ou  le  rayon  dU  cercle. 
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décrit  par  ce  point  :  la  vitesse  absolue  de  ce  ménie 
point  sera  égale  a  n^y  ^  -m  ione  çentrifîi^  sera 
exprimée  par  rn%  (  n"*  ^5^  ).  CeUe  force  étant 
dirigée  suivant  le  prolongement  du  r$iyon  r,  il  ^'en-- 
auit  que  sa  composante  suivant  Taxe  des  z  sera  nulle^ 
et  que  ses  composantes  parallèles  aux  axes  des  x  et 
des^^  seront  égales  à*  a:/i*et^;i*,  comme  nousTavons 
déjà  vu  dans  le  n*  366.  Donc  en  ayant  égard  à  la  force 
centrifuge^  la  formule  Xdx'+'  Vdjr+'ZdzySe  trou<« 
vera  augmentée  d'une  partie  n^xdx-^nyd^y  égale 
à  n^rdr;  cette  partie  n'empêchera  pas  la  formule  d'être 
une  différentielle  exacte  ;  ce  qui  vient  de  ce  que  la 
force  centrifage  peut  être  regardée  comme  une  force 
de  répulsion  ^  qui  a  son  centre  en  un  point  de  l'axe 
de  rotation^  et  dontfintensîté  est  une  fonction  de  la 
distance  r,  du  mobile  à  ce  centre.  En  conservant 
Xj  YjZy  pour  représenter  les  composantes  des 
forces  d^attraction  qui  agissent  sur  les  molécules 
du  fluide,'  nous  aurons 

^dx+  Ydy  +  Zdz  +  r^rdr  =  o,  (5) 

ponr  réquation  différentielle  des  ccmclies  de  niveau 
et  de  la  sur&ce  libre  du  fluide.  Omme  cette  équa- 
tion renferme  lu  i^llesse  h  y  il  en  resahe  que  cette 
vitesse  doit  être  oenttairte  ,  pour  que  le  fluide  puisse 
conserver  constamment  la  même  forme;  il  faut 
luissi  y  pour  cela  y  que  les  composantes  X,  VjZyVe 
dépendent  pa$  de  la  position  des  molécules  par  rap- 
port aux  plans  fixes  des  Xyj^yZ;  ce  qui  exige  que 
ces  forces  proviennent  de  l'attraction  mutuelle  de 
ces  molécules^  ou  d'attractions  dirigées  vers  des 
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points  de  Taxe  de  rotation  et  vers  d'autres  poirrts 
qui  auraient ,  autour  de  cet  axe  y  le  même  mouve* 
ment  que  la  masse  fluide. 

492.  Appliquons  y  par  exemple,  ce  résultat  y  au 
cas  d*une  mas$e  d'eau  contenue  dans  un  yase  ouvert 
à  sa  partie  supérieure,  et  tournant  autour  d'un  axe 
vertical. 

Comme  ce  fluide  est  incompressible  et  homo-- 
gène,  il  suf&ra,  pour  qu'il  conserve  une/orme  cons-* 
tante,  que  sa  surface  supérieure  soit  celle  qui  est 
déterminée  par  Téqualion  (5).  Soit  donc  g^  la  pe- 
santeur ;  si  nous  comptons  les  z  positives  dans  le 
sens  de  cette  force  ,  nous  aurons  Z=:gy  Xsszo^ 
1^=0;  par  conséquent  Féquation  de  la  surface 
du  fluide  devient 

Intégrant  et  observant  qu'on  a  r^^ix*'^^  il  vient 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Nous  voyons  donc 
que  le  fluide,  dans  ce  cas  particulier,  doit  avoir 
la  forme  d'un  paraboloïde  de  révolution ,  dont  Taxe 
est  celui  de  rotation.  On  déterminera  la  constante 
Cy  en  cherchant  le  volume  de  la  partie  de  ce  corps 
qui  est  comprise  dans  le  vase ,  et  l'égalant  au  volume 
de  la  quantité  d'eau  qui   doit  être  donné. 
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CHAPITRE  ni. 

DE  L'ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES  PESANS. 
§.  P'.  Calcul  de  la  pt^ession  due  à  ces  fluides. 

495.  Xje  calcul  des  pressions  que  ]es  fluides  pe- 
sans  exercent  sur  les  parois  des  yases  qui  les  con- 
tiennent^ se  déduit  facilement  de  la  théorie  qu  on 
vient  d'exposer^  et  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n'*48o; 
nous  allons  entrer  à  ce  sujet  dans  tous  les  détails 
que  son  importance  exige:  c'est ^  eu  effets  un  des 
points  de  cette  théorie  qui  présente  les  résultats  les 
plus  remarquables  ^  et  dont  on  a  fait  les  plus  nom- 
breuses applications. 

Pour  fixer  les  idées  y  supposons  que  Feau  est  le 
fluide  pesant  que  nous  considérons^et  qu'elle  est  (Con- 
tenue dans  un  vase  -^5C/?(fig.  33),de  forme  quel* 
conque^  ouvert  à  sa  partie  supérieure^  et  don  t  le  fond 
ou  la  base  AB  est  un  plan  horizontal^  posé  sur  uu  plan 
fixe.  L'eau  s'élève  jusqu'à  une  certaine  hauteur  dans 
ce  vase  ;  dans  l'état  d'équilibre  sa  surface  supérieur» 
A'Ry  qu'on  appelle  son  /i/t^eou,  est  plane  et  horizon- 
tale; je  prends  ce  plan  pour  celui  des  coordonnées 
a:  et^;  l'axe  des  z  est  alors  vertical;  je  le  suppose 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur ,  que  je  désigne 
par  ^.  De  cette  manière ,  les  composantes  ^et  I^ 
50Qt  nulles^  et  l'on  a  Zz=:^  ;  la  valeur  de  dp  du  n**  jSfiS^ 


536  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

se  réduit  donc  à  dp^=^fg.dz\  f  étant  la  densité  de 
Teau  ;  d'oà  Ton  tîre^  en  intégrant^ 

je  n'ajonte  pas  de  constante  arbitraire  y  parce  qae 
la  pression  p  doit  être  nulle  au  xiireau  de  l'eau  , 
où  Ton  a  z=o. 

Cette  valeur  de  la  pression  est  la  même  pour 
tous  les  points  qui  sont  à  Jâ  niéme  profondeur  au-* 
.  dessous  du  niveau  de  Feau  ;  elle  augmente  avec  cette 
profondeur  y  et  c'est  sur  le  fond  du  vase  qu'elle  est 
Ja  plus  grande.  Si  l'on  désigne  par  h  la  hauteur  dji 
niveau  v^'^  au-dessus  de  la  base  AB  du  vase;  par  h  y 
Taire  de  cette  base;  par  Py  la  [Mreastoii  totale  qu'elle 
supporte;  et  si  l'on  observe  que  tous  les  points  de 
cette  base  horizontale  sont  également  pressés  y  on 
Aurjt  d'abord  Pz=zbpy  puisque  p  est  la  pression  rap^ 
portée  à  l'unité  de  surface,  et  en  metlaiat  poiur/r  sa 
valeur  fghy  on  aura  ensuite 

Le  produit  bh  est  le  volume  d'un  cylindre  qui  a 
pour  base  celle  du  vase^  et  pour  hauteur  celle  du 
niveau  de  l'eau;  le  produit /'g'A&  est  le  poids  de  ce 
cylindre  rempli  d'çau  :  donc  la  pression  que  la  base 
éprouve  est  égale  au  poids  de  ce  volume  d'eau. 

La  pression  P  est,  comme  on  voit,  iadepeâdante 
^  la  figure  du  vase  :  l'aire  de  sa  base  et  la  hauteur 
^u  niveau  restant  les  mêmes,  si  Ja  figure  du  Tas? 
Tient  à  changer ,  cette  pression  conservera  la  même 
valeur.  Ainsi,  que  Ton  prenne  trois  Tases  (fîg.  34) f 

qui  . 


Livre  iv.  hydrostatique*     ss; 

l^ui  aient  des  bases  égales  posées  ^ur  un  métne 
plan  horiaiontal^  dont  l'un  s'élève  en  s'élargissant^ 
l'autre  en  se  rétrécissant^  et  le  troisième  soit  cy-> 
lindrique  et  vertical;  et  qu'on  les  remplisse  tous 
trois  d'un  mèine  fluide  pesant ,  jusqu'à  une  même 
hauteur;  leurs  bases  éprouveront  des  pressions 
égales,  quoique  les  quantités  d'eau  contenues  dans 
ces  vases  puissent  être  aussi  différentes  que  l'on 
voudra.  Ce  résultat  remarquable  est  pleinement  con-* 
firme  par  l'expérience. 

494<  Versons  maintenant  Sur  Teau  en  équilibre 
dans  le   vase  ABCD  ^   un  nouveau  jfluide,  dont 
la  densité  soit  f'y   qui  ait  sa    surface    supériedre 
A^B^y  horizontale  comtne  celle  d^reaû^etqui  s'élève 
dans  le  vaSe  a  une  hauteur  K  au-dessus  du  niveau 
A'ff  de  l'eau.  Ces  deux  fluides  demeureront  en 
équilibre  dans  le  vase  ;  le  nouveau  fluide  exercera 
tme  pression  égale  sur  tous  les  points  de  la  surface 
de  l'eau  ^  qui  forme  sa  base  horizontale  ;  en  dési-^ 
gnant  l'aire   de  la  sur£atce  j£jff  y  par  V ^  la  pression 
totale  qu'elle  éprouve  sera  égalé  à  fgh'b^;  elle  sera 
transmise  par  l'intermédiaire  de  l'eau  y  sur  le  fond 
AB  du  và^e;  et  il  en  résultera  sur  ce  fond^  dont 
l'aire  est  b  ^  utle  nouvelle  pression  égale   à   f'gh'b 
(  n""  4^0  )  :  donc  la  pression  entière  que  les   deux 
fluides  réunis  exercent  sur  la  base  horizontale  du 
vase,  est  égale  k  fghb-^/gUb. 

Si  Ton  verse  uu  troisième  fluide  dans  le  vase> 
dont  la  surface  supérieure  A^"S*'  soit  plane  et  ho- 
rizontale, comme  celle  des  deux  premiers,  j'équi* 
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libre  ne  sera  pas  trouble;  f"  étant  la  densité  de  ce 
troisième  fluide^  V  la  hauteur  de  son  mveaa  an- 
dessus  de  celui  du  setond,  on  au-dessus  de  J!W ^ 
V  Taire  de  la  surface  supérieure  de  celui-ci^  on  aura 
f*'gU'b"^isox  la  pression  que  cettesur&ce  éprouTe  de 
la  part  du  troisième  fluide.  Cette  poression  se  transmet 
par  rintermédiaire  du  second  fluide ,  sur  la  snrfiiee 
A'B'  du  premier;  sur  cette  sur£aioe,  dont  Taire  est  h\  la 
pression  transmise  ^eH\fftk\fgWV\  elle  se  transmet  de 
nouveau  par  l'intermédiaire  dm  premier  fluide ,  sur 
lefond^j?  du  vase,  et  il  en  résulte,  sur  ce  fond,  une 
pression  égale  à  fgK'h  :  donc  la  pression  entière 
que  les  trois  fluides  superposés  exercent  sur  le  ibnd 
du  yase,  est  égale  à  fghb+fgKb-^/'gh'b. 
'  "En  continuant  ainsi  cette  superposition  de  fluides 
de  différentes  densités ,  on  déterminera  la  pression 
qu'un  nombre  quelconque  de  ces  fluides,  en  équi- 
libre dans  un  vase,  exercent  sur  sa  base  horizontale, 
tiette  pression  ne  dépend  que  de  Tétendue  de  cetle 
ba$e ,  des  hauteurs  des  différentes  couches  fluides , 
et  de  leurs  densités;  dans  le  cas  où  le  vase  est  cy- 
lindrique et  vertical,  cette  pression   est  précisé* 
ment  égale  à  la  somme  des  poids  de  tous  Ie$  fluides  ; 
elle  nfe  change  pas  de  valeur,  quand  on  change  la 
£3rme  du  vase ,  pourvu  que  la  base  reste  la  même , 
ainsi  que  Tépaisseur  et  la  deusité  de  chaque  couche 
fluide. 

Comme  ce  résultat  est  indépendant  de  Tépais-* 
saur  des  colM^kes  flindes  superposées ,  il  sub»ste 
également ,  quand  ces  couches  deviennent  infinî^- 
meut  ffiinces  ,  ou  ,  ce  qid  est  la  mente  chose ,  quand 
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la  4eii$lté  dé  k  ttiftS66  fluide  Tarie  d'une  manière 
cotitiiicie  ;  pat  cotiséqrient^  fl  «^applique  au  cas  dea 
fluîdetf  élastiques.  U  serak  encolle  Trai ,  si  la  pesan- 
teur y  aa  Heu  d'étré  Constante  y  raHatt  d'une  couche 
à  I autre  ^  avec  ladetisité^  ce  qui  arrive^  lorsque 
la  iiauteur  verticale  dé  la  masse  fluide  est  assei 
grande  pour  que  là  Variation  de  cette  force  devienne 
J^nsfble.  Ainsi  9  par  esetuple^  k  pression  que  iat^ 
jffiosphère  exerce  sur  une  sur&ee  plane  et  faori^on^ 
laie  ^  est  égale  au  poids  de  k  colonne  d'air ,  cyliti* 
drique  et  verticale,  qui  a  pour  base  cette  surface 
et  qui  è'éteud  jusqu^à  k  limite  de  l'atmosphère. 

Au  reste  5  on  parvient  directement  h  ce^ré^uU 

fats^  au  mo)ren  de  l'équation  dp^^^fg.tk,  qui  cqu-*^ 

vient  à  tous  les  âuidas  peeans^  élastiques  pu  UQn% 

et  dans  laquelle  il  faut  Supposer  la  densité  />,  et  la 

pesanteur  g^  fonctions  de  k   vajriable  «;  mais  la 

superposition  Suocessit^e  des  couîphes  horizontales 

de  fluides  ^  que  notis  venons  d'indiquer^  a  l'aranii» 

Yage  de  montrer  suivant  quelle  loi  k  pr^B3sian  qi>f 

chaque  couche  exerce  sur  celle  qui  est  placée  im^ 

médiatement  au-dessous  y  se  transmet  jusqu'au  fond 

lia  vaser 

495.  Supposons  maintenait  qy^une  des  parois  d'à» 
vase  rempli  d'eau,  est  plane  et  non  hoit  son  taie  ;  et 
proposons-nous  de  déterminer  k  pression  qu'élit 
éprouve.  Tous  les  points  de  cette  paroi  inclii^n'é^ 
tant  point  également  pressés^  ja  k  décompose  en 
élémens  infiniment  petits;  soient  o^Tun  de  ses  élé- 
foens,  et  z  sa  dîstaâca  au  niveâii  de  l'eau  dan^  le  tade  ; 

22, . 
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la  pression  $ur  cet  élément^  sera  exprimée  pat*  poù\iM 
par  fgzca  y  en  mettant  pour  p  sa  valeur  précédente. 
Comme  les  pressions  de  tous  les  élémens  sont  des 
forces  perpendiculaires  à  la  paroi  y  et  parallèles  entre 
elles  ^  on  aura  leur  résultante  en  prenant  leur  somme  ^ 
ou  en  prenant  Tintégrale  de  fgzoêy  étendue  à  Taire 
entière  de  la  paroi.  Or ,  d'après  les  propriétés  con- 
nues du  centre  de  gravité  ^  l'intégrale  de  zm  est 
égale  au  produit  az^j  a  désignant  l'aire  de  la  paroi  ^ 
et  z^  étant  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au 
niveau  de  l'eau  ;  donc ,  à  cause  que  les  facteurs  / 
et  g' -sont  constans^  l'intégrale  à^  fgzm  ^  ou  la  pres- 
sion sur  la  paroi  y  sera  égale  à  fgaz/,  résultat  qui 
nous  montre  que  cette  pression  ne  dépend  que  de 
l'étendue  de  la  paroi  et  de  la  profondeur  de  son 
centre  de  gravité  y  au-dessous  du  niveau  de  l'eau  : 
si  l'on  fait  tourner  cette  paroi  autour  de  son  centre 
de  gravité  y  la  pression  qu'elle  éprouve  restera 
toujours  la  même  et  égale  au  poids  d'un  cylindre 
d'eau  qui  a  pour  base  y  la  paroi  y  et  pour  hauteur , 
la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  niveau 
de  l'eau. 

Quand  le  vase  contiendra  plusieurs  fluides  de 
différentes  densités  y  on  considérera  chaque  fluide 
en  particulier ,  et  l'on  déterminera  la  pression  qu'il 
exerce  sur  la  paroi ^  soit  directement^  soit  par  l'in- 
termédiaire des  autres  fluides  placés  au-dessous  de 
lui;  faisant  ensuite  la  somme  de  toutes  ces  pres- 
sions y  on  aura  la  pression  totale  que  la  parei  éprouve.' 

496.  On  peut  aussi  désirer  de  connaître  le  centré 
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'de  pressionyc'esi'k'direy  le  point  où  la. résultante  des 
pressions  de  tous  les  élémens  de  la  paroi  vient  la 
rencontrer  9  et  où  par  conséquent  ta  pression  totalo 
peut^tre  censée  appliquée.  Or^  les  pressions  des 
élémens  étant  des  forces  parallèles  y  le  point  d^ap- 
plîcatîon  de  cette  résultante  se  déterminera^  dans 
chaque  cas  particulier  y  par  la  théorie  des  momens 
de  ces  forces. 

Si  tous  les  points  de  la  paroi  étaient  également 
pressés,  le  centre  de  pression  se  confondrait  avec 
le  centre  de  gravité  ;  mais  comme  la  pression:  aug;^ 
mente  avec  la  distance  au  niveau  du  fluide,  il  s'en- 
suit que  le  centre  de  pression  sera  toujours  plus  bas 
que  le  centre  de  gravité.  Un  exemple  suffira  pour 
montrer  comment  on  détermine  la  position  du  pre-** 
mier  de  ces  deux  centres. 

Supposons  que  la  paroi  inclinée  est  un  trapèze 
CDCD  (fig.  35)  dont  les  deux  bases  parallèles  CD 
et  CD*  sont  horizontales;  soit  CDz=imy  Cl/z^ini 
prolongeons  les  deux  côtés  CC  et  UD  jusqu'à  ce 
quils  se  coupent  en  un  point  JT,  et  abaissons  de  ce 
point  sur  les  bases,  une  perpendiculaire  qui  les  eoupe 
aux  points  H  et  H'  :  H  H'  sera  la  hauteur  de  ce 
trapèze ,  et  nous  la  représenterons  par  /.  Concevons 
par  cette  ligne  HH'j  un  plan  vertical  qui  coupe  le 
fond  du  vase ,  suivant  la  ligne  ABy  et  le  niveau  de 
Feau,  suivant  ab.  Si  nous  partageons  le  trapèze  en 
une  infinité  de  tranches  horizontales,  d'une  largeur 
infiniment  petite,  la  pression  sera  la  même  sur  tous 
les  points  d'une  même  tranche;  par  conséquent  nous 
'  pourrons  prendre  ces  tranches  pour  les  élémens  delà 


542  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

paroi.  Soit  donc  cdc'i  un  de  ces  élëmeQft;  appelom 
X,  sa  distance  à  la  base  CD^  e'est^i'Klire^  la  partie  Mh 
de  la  perpendiculaire  HH' ^  h  étant  le  point  où  cett9 
perpendiculaire  eoup^  la  ligne  cd\  la  largeur  de  cet 
ëlémenl  ou  la  distance  4es  deux  parallèles  ci  et  G^dly 
sera  dx^  €\,  son  aire  aufa  poiur  expression,  le  pro** 
duit  de  Tune  de  ces  ligues^  nmhipliée  par  dx^  Pouir 
calculer  la  valeur  de  cd^  on  a  la  proportion 

€à\CD  ::  liK  î  HK\ 

donc^  en  faisant  HK  ^=^J^  et  obserTant  que  CDsaun^ 
hK  :=zjr  — ^  a: ,  on  aura 

Çttâtw!jr=:^i!r*î=s/,  on  â  <;<f=(^Z)'=n;  d'où 
il  résulte 

my — W 

n  ss  -^ ;• 

y 

tirant  de  c^tie  ëqua^tion ,  la  vakvir  ^x  et  la  8Qbsti7 
tuant  4^a«  la  pr^é4^nt0  ^  il  vient 

m/— mx  +  nx 
cd=- ^ — .t    ■ 

Je  luultipUe  cette  quaatité  par  dx  pour  avoir  Vwn 
4e  rélément  çdodl,  et  ensuite  par  fgz  y  pour  4v«if 
la  pression  que  cet  éléineiit  épromte  y  et  qw  sera 

^.{ml'^mx  "{^  nx).xdx. 

La  prçSsioA  sur  Tair?  c^tièrç  CDCU  sfra  donc 
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égale  a  l'intégrale  de  celte  q^iantite,  prise  depuis 
jt:=  o>  jusqu'à  x:s=^LDé  ptusy  il  suit  de  1%  tibéorie 
des  forces  parallèles^quesi  l'on  multiplie  la  pressioa 
sur  l'élément  cdc'd  par  la  distance  Xj  de  cet  élé-^ 
meut  à  la  droite  CP^  et  qu'on  fasse  la  somme  des 
produits  semblables  pour  tous  les  élémeas ,  cettç 
somme  sera  égale  à  la  pression  totale^  multipliée  par 
la  distance  du  centre  de  pression^  à  la  même  droite 
CD;  donc^  en  appelant  or^,  cette  distance  inconnue  ^ 
nous  aurons 

la  seconde  intégrale  étant  prise  ^  comme  la  première^ 
depuis  X  3=:  o  jusqu'à  x=^L 

Dans  cette  équation ,  z  est  la  distance  de  l'élément 
cdc'd'  au  niveau  de  l'eau  ^  c'est-à-dire ,  la  perpen- 
diculaire i^  abaissée  du  point  h  sur  la  ligne  ub. 
Pour  effectuer  les  deux  intégrations^  il  Êiut  avoir 
la  valeur  de  zen  fonction  de ^;or^ j'appelle âc l'angle 
HH'By  qui  mesure  l'inclinaison  du  plan  de  la  paroi^ 
snr  le  fond  du  vase^  et  C  la  distance  de  la  base  su- 
périeure CDj  an  niveau  de  l'eau  ;  je  mène  par  le 
poiM  jE^^la  parall^e  He,  à  la  ligne  ak,  q«î  coupe  la 
droite  A/^au  point  e;  j'ai  alors 

d'où  je  conclus 

Substituant  cette  valeur  dé  2  ^  dans  réquatroapré- 


«0 
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cëdente^  et  supprimant  les  facteurs  fy  g  ei  ly  con»* 
tans  et  communs  aux  deux  membres^  il  vient 

équation  d'où  Ton  tire ^  en  prenant  les  intégrales^ 
dans  les  limites  prescrites 

ulC{m  -f-  an)  +/*(m  +  3n),8in.« 
'        (5C(TO-f- w)-J- 3/(771 +  a/i).sin. «6 

Cette  yaleur  de  x^  suffit  pour  déterminer  la  posi*« 
tion  du  centre  de  pression  ;  car  il  est  évident  que 
ce  point  doit  se  trouver  sur  la  droite  EE^  qui  joint 
vies  milieux  E  et  E"  des  deux  bases  CD  et  CI/, 
puisque  cette  droite  partage  tous  les  élémens  du 
trapèze  CDCU  en  deux  parties  égales  :  menant 
donc  dans  le  plan  de  ce  trapèze  une  parallèle  à  la 
base  CD  y  &  une  distance  dç  cette  base  égale  à  x^, 
le  point  où  cette  parallèle  coupera  la  ligne  EE! ,  sera 
le  centre  demandé. 

497.  Quand  l'angle  a  est  nul^  la  paroi  est  hori-r 
zontale  ;  le  centre  de  pression  doit  alors  coïncider 
avec  le  centre  de  gravité  :  en  effet ,  la  valeur  de  x^ 
se  réduit  à 

çt  il  est  aisé  de  reconnaître  dans  cette  ex  pression , 
)a  distance  du  centre  de  gravité  du  trapèze  CDCU  y 
à  sa  base  CD. 
L^angle  ce  ayant  unç  valeur  ^elconque,  si  la  basa 
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CD  est  ^^  fleur  £eauy  on  a  C  =  o;  la  yaleur  dé  x^ 
devient^  toute  réduction  £dte^ 

'       â(7n-f  an)* 

de  sorte  (ju'elle  est^  dans  ce  cas,  indépendante  def 
l'inclinaison  de  la  paroi.  Le  trapèze  CDCU  se  change 
en  un  parallélogramme;  lorsqu'on  a  CD^:kCU^ 
ou  1»  =  /};  la  Yaleur  de  x^  se  réduit  à 


x.s= 


a/ 


/^^r  » 


d'où  Ton  conclut  que  le  centre  de  pression  sur  un  pa- 
rallélogramme, dont  un  dès  côtés  est  à  fleur  d'eau  ^ 
se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux 
bases  horizontales ,  aux  deux  tiers  de  cette  ligne  a 
partir  de  la  base  supérieure. 

Le  même  trapèze  se  change  en  un  triangle ,  si 
l'une  des  deux  bases  CD  et  CU esX  supposée  nulle: 
en  Êdsant  successivement  /is=o,m=o^on  aura 

dans  le  premier  cas^  la  base  CD  du  triangle  est  à 
ileur  d'eauy  et  alors  le  centre  de  pression  occupe  le 
milieu  de  la  droite  qui  joint  le  sommet  et  le  milieu 
de  cette  base;  dans  le  second  cas^  le  sommet  est  à 
fleur  d'eau  ^  la  base  CU  opposée  a  ce  sommet  est 
horizontale, et  le  centre  de  pression  se  trouve  sur  la 
droite  qui  joint  le  sommet  et  le  milieu  de  cette  base^ 
aux  trois  quarts  à  partir  du  sonunet.  On  vérifie,  dans 
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tous  ces  cas  particuliers  ,  qae  le  centre  de  pressioi» 
sur  une  paroi  inclinée  est  toujours  plus  bas  <|tte  Ih 
centre  de  gravité  de  Taire  de  cette  paroi. 

498.  Lorsqu'un  corps  solide  est  plongé  en  tout 
012  en  partie  dans  un  fluide  pesant,  il  éprouve  >  dans 
fous  les  points  de  la  partie  plongée  de  sa  sur£sice  ^ 
une  pression  perpendiculaire  à  cette  surface,  et  dî-^ 
tigée  de  dehors  en  dedansl  La  pression  totale  que 
supporte  une  portion  plané  dé  cette  surface,  se  dé- 
terminera de  la  même  manière  que  la  pression  qui  a 
lieu  sur  une  paroi  plane  du  vase  qui  contient  le 
fluide;  si  cette  portion  de  sur&ce  est  courbe ^  il  faish- 
dra,  pour  déterminer  sa  pression  totale  ,  la  partager 
en  élémens  infiniment  petits;  décomposer  sa  pression 
sur  chaque  élément,  en  tr^is  forces  parallèles  à  de» 
axes  rectangulaires;  chercher  ensuite,  à  l'aide  du 
calcul  intégval,  la  résultante  des  forces  dirigées  sui- 
vant draque  axe ,  et  le  point  d'appKcation  de  cette 
résultante;  enfin,  réduire,  $11  est  possible,  les  trois 
résultantes  qu^on  aura  obtenues^  en  une  seule  force^ 
qui  sera  la  pression  demandée.  Mais  cette  recherche 
se  simplifie  beaucoup,  quand  on  se  propose  de  trou- 
ver la  résultante  des  pressions  que  le  fluide  exerce 
sur  la  surface  entière  du  corps  plongé;  car  alors  il 
est  inutile  d^avoir  égard  aux  composantes  horizon- 
tales des  pressions  élémentaires,  ^  cause  que  ces 
composantes  se  détruisent  deux  à  deux ,  quelle  que 
soit  la  forme  du  corps. 

Pour  le  prouver,  soit  JmB  (fig.  56)  le  corps  dont 
il  est  question;  désignons  par  a:,  j,  z,  les  coordon- 
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Bées  d'un  point  quelconque  m  de  aa  surfine >  et 
prenons  I  comme  précédemment  ^  le  plan  horiionti^l 
du  nivMu  du  fluide^  pour  le  plan  de.$  oc^y^  et  Taxa 
^^  %  vertical  et  dirigé  dans  le  aens  de  la  pesanteur  f 
c<Mi$idéron8  une  portion  de  cette  swâce^  infiniment 
petite  dans  ses  deux  dimensions  ^  terminée  par  uno 
^outbe  quelconque  ^  et  qui  répond  au  point  m\  re- 
présentons toujours  par  m  y  l'aire  de  cet  élément^  et 
par  ^  la  {Hressiou  qu'il  éprouve  9/»  étant  la  pression 
rapportée  à  l'ulûté  de  sur&ce  :  la  yaleur  de  p  sera  la 
même,  daa&  l'état  d'équilibre^  pour  tous  les  points 
qui  ^nt  à  la  mime  di&tance  z  du  niveau  du  fluide, 
ioît  que  ce  fluide  stagnant  soit  homogène^  s6it  que 
feulement  il  suit  composé  de  couchée  homogènes 
et  bori^ontalea.  Appelons  encore  ct^  é^>^  les  angles 
quai  la  dirwtion  de  la  pression  /w  ^  ou  la  normale 
9tu  à  la  sur£»ce  du  corps ,  &it  avec  les  axes  dés  x^ 
de^jr  et  de$  jT;  de  sorte  que;?s»*cos«âr^^.cos.^y 
jl^«0.cos*>^  iK)ient  les  composantes  de  cette  force, 
suivant  ces  axes.  Enfin  ^  supposons  qu'on  projette 
Vêlement  a»  sur  les  trois  plans  des  coordonnées;  et 
désignons  ses  projeetioi^,  par  a^  sur  le  plan  des^, 
z\  par  h^  sur  le  plan  à,%%  jr,  z;  et  par  ^^  sur  le  plan 
des  Xyy.  En  observant  que  le  |^n  tangent  au  point 
iTs^  ou  le.  plan  perpendiculaire  à  la  droite  muf^  n'est 
que  le  prolongement  indéfini  de  f  élément  #j  oa 
aura^  ccgmme  dans  le  v^  80  ji 

azs  ir.CO«.fll,        l=tf.e0S.f^        CS34V.CÛ9.^, 

Multipliant. ces  équations  par  jp^.il  vient 

jf^':^f^^zoh.A^      pbzrsp».ti»^t,      pezs^pm.c^.y) 
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donc  paj  pb^  pcy  sont  les  composantes  suivant  les 
axes  des  x  ^  àesj  et  des  Zy  de  la  pression  ;76^  ;  co 
qui  fait  yoir  que  la  composante  de  cette  pression  y 
perpendiculaire  à  un  plan  quelconque,  se  déduit 
de  la  pression  alle*méme^  en  y  remplaçant  l'élé- 
ment oày  par  sa  projection  sur  ce  plan. 

Or^  le  corps  étant  terminé  de  toutes  parts  ^  il  y  a 
nécessairement  au  moins  un  second  élément  de  sa 
sur&ce  ^  qui  a  la  même  projection  sur  un  plan  donné  y 
que  l'élément  m.  Ainsi ^  par  exemple^  en  prolon- 
geant dans  l'intérieur  du  corps  toutes  les  peipendi- 
culaires  abaissées  du  contour  de  l'élément  oùy  sur  le 
plan  des  jTyZy  elles  rencontreront  une  seconde  fois 
l|i  sur&ce;  elles  détermineront  donc  sur  cette  sur- 
&ce  un  second  élément,  que  je  désignerai  par  m'y  et 
qui  aura  la  même  projection  que  oày  sur  le  plan  des  j^,2. 
Ces  deux  élémens  cù  et  û»' seront  à  la  même  distance  z 
du  niveau  du  fluide;  les  pressions  qu'ils  éprouyent 
seront  donc  représentées  par  p»  eXpoà'y  le  coefficient 
/»  étant  le  même  pour  l'un  et  pour  Tau tre;  donc  leurs 
composantes  parallèles  à  l'axe  des  x  seront  égales 
entre  elles  et  représentées  parpu^puisquels  est  la  pro- 
jection commune  de  a>  et  0/  sur  le  plan  des  jr^  z. 
D'ailleurs  les  pressions  normales  pcà  et  poû'  agissant 
de  dehors  en  dedans  du  corps  ^  il  s'ensuit  que  leurs 
composantes  suivant  une  droite  quelconque  y  sont 
dirigées  en  sens  contraire  Tune  de  l'autre  ;  donc  les 
composantes  parallèles  à  l'axe  des  x  de  ces  deux 
pressions,  se  détruisent  réciproquement.  Dans  la 
figure,  l'élément  a>' répond  au  point /7i';  là  pression 
pcù  s'exerce  suivant  la  normale  m' n'y  et  sa  compo* 
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santé  pa  ^  suivant  la  droite  m'nijdu  point  m' vers  le 
point  m  :  au  contraire^  la  composante ^a  de  la  pres^ 
sîoa  p(»y  est  dirigée  suivant  cette  droite  m'm,  mais 
de  m  vers  m\ 

Si  l'on  prolonge  de  même  les  perpendiculaires 
abaissées  du  contour  de  a»  sur  le  plan  des  x,  z^ 
jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  une  seconde  fois  la 
surface  du  corps ,  on  déterminera  un  élément  a>'  de 
cette  surface,  dont  la  projection  sur  le  plan  des  a:,  z, 
sera  by  comme  celle  de  œ.  La  composante  parais» 
lèle  à  l'axe  des^^  de  la  pression  pa»'  qui  a  lieu  sur 
cet  élément,  sera  égale  et  contraire  à  la  composante 
parallèle  au  même  axe ,  de  la  pression  poù  qui  a  lieu 
sur  l'élément  ai;  ces  deux  composantes  se  détruiront 
donc  réciproquement;  par  conséquent  les  deux 
composantes  horizontales  de  la  pression  pco ,  sont 
détruites,  l'une  par  la  composante  suivant  Taxe  des 
X,  de  la  pression  poo^  l'autre  par  la  composante  sui- 
vant l'axe  des  j-,  de  la  pression  pco".  C'est  de  celte 
manière  que  les  pressions  horizontales  que  le  fluide 
exerce  sur  tous  les  élémens  de  la  surface  du  corps , 
se  détruisent  mutuellement  dans  chaque  tranche  ho- 
rizontale de  ce  corps. 

499.  Quant  aux  composantes  verticales  de  ces 
pressions  élémentaires,  pour  en  trouver  la  résul* 
tante ,  je  suppose  que  Ton  prolonge  les  perpendicu* 
laires  abaissées  du  contour  de  l'élément  cùj  sur  le 
plan  des  x^jr,  jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  de 
nouyeaula  surface  du  corps,  ce  qui  détermiuera  sur 
cette  surface  un  autre  élément  c^^  qui  aura  la  môme 
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projection  horâoalale  que  m.  Ces  perpeadictilâifei 
ibnDeront  oit  cjrlindre  vertical^  terminé  de  part  et 
d'aatre  à  la  surface  du  corps  parles  ëlémens  «  et  1»^} 
sa  section  horizontale  est  égale  à  la  profeetion  c^ 
commune  à  ces  deux  élëmens  ;  sa  hauteur  verticalci 
est  la  distance  d*un  de  ces  élémens  à  lautre;  0OifS 
la  désignerons  par  /,  et  alors  cl  sera  soii  voduioA. 
Dans  la  figure,  Télément  (»^  répond  au  point  m^^ 
et  /  est  la  longueur  de  la  verticale  mm^»  Si  le  corps 
est  entièrement  plongé  dans  le  fluide ,  le  cyliqdrs 
terminé  par  les  élémens  a>  et  a*^,  éprouvera,  à  9^ 
4cux  extrémités,  des  pressions  normales  à  la  surface 
du  corps,  et  représentées  par  poù  et p/»^  tf^lp,  étant 
les  pressions  rapportées  à  l'unité  de  sur&ce  qui  ré** 
pondent  aux  élémens  û»  et  a»,,  et  cjui  ne  sont  pas  les 
mêmes^  parce  que  ces  élémens  ne  se  trouvent  pal 
à  une  même  distance  du  niveau  du  fluide.  Les  comv 
posantes  verticales  de  ces  pressions  sont  pç  et  p/i  ; 
telles  agissent  en  sens  contraire  Tune  de  lautre;  la 
force  verticale  qui  tend  à  élever  le  C)^lindre ,  est  égale 
à  l'excès  de  la  pression  inférieure  sur  la  pression 
supérieure;  elle  sera  donc  exprimée  par  (z'*— pj*^f 
en  supposant  c[ue  a»  soit  Télément  inférieur* 

Quand  le  fluide  est  homogène,  on  ^p — p^^ngfl^ 
g  étant  la  gravité ,  et  /  la  densité  ;  donc  alors  la 
différence  des  pressions  devient  gf-^iy  c'est-fc* 
dire  ^  qu'elle  est  égale  ati  poids  d'un  volume  él  du 
fluide  9  égal  an  volume  du  cylindre  q&e  nous  consi- 
dérons. Ëtt  partageant  ffirisi  le  corps  en  une  înflohé 
lit  cylindres  ven;kaHX9  on  voit  que  chacun  de 
ces  cylindres  sera  povssé  de  bas  en  haut  par  uM 
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force  verticale ,  égale  et  contraire  au  ^poids  du  cy-^ 
lindr^  fluide  dont  il  tient  la  place  j  par  coii6é<]«ient 
la  réattllante  de  toutes  cet  forces^  aéra  ausiî  égale 
€t  contraire  au  poids  entier  de  la  masse  fluide  rem* 
placée  par  le  corpi  ;  de  sorte  qu'en  désignant  par  F" 
son  volume ,  on  aura  gff^^  pour  Tintensité  de  cette 
résultante  ;  et  cette  force  aéra  dirigée  de  bas  en  hant^ 
suivant  la  verticale  qui  passe  par  le  cenla-e  de  gra^ 
yité  de  la  masse  fluide  déplacée. 

Quoique  nous  ayons  supposé  le  corps  entièrement 
plongé  dans  le  fluide ,  notre  raisonnement  s  applique 
également  au  cas  où  il  n'y  est  plongé  qu'en  partie  : 
il  est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  la  résultante  dea 
pressions  verticales  du  fluide^  est  égale  au  poids 
^e  la  masse  fluide  déplacée  par  la  partie  plongée  du 
corps^  et  qu'elle  est  dirigée  de  bas  en  haut  ^  suivant 
la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
masse. 

U  est  encore  facile  d'appliquer  le  même  raison-* 
nement  au  cas  où  le  fluide  esl.  composé  de  couches 
horizontales  et  homogènes,  de  différentes  densités, 
pour  avoir  la  résultante  des  pressions  verticales 
qu'un  semblable  fluide  exerce  sur  un  corps  qui  y  est 
plongé  en  tout} ou  en  partie^  on  imaginera  chaque 
couche  homogène  prolongée  dans  l'intérieur  du 
corps;  ce  qui  formera  une  masse  fluide ,  analogue 
a  celle  qui  environne  le  corps ,  et  de  même  volume 
que  sa  partie  plongée  :  la  pression  demandée  sera 
égale  au  poids  de  c^tte  masse  fluide  et  appliquée  à 
son  centre  de  gravité. 
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.    5oo«  On'parvient  immédiatement  à  tons  ces  te^ 
iulta^  relatifs  aux  pressions  horizontales  et  Yerti-^ 
'k-  cales  ^  pàrtuie  côtisideration  indirecte  ^  qu'il  est  bon 

'  de  connaître/ 

Considère^  un  fluide  pesant  et  homogène ,  6u  âeu^ 
lem'ent  composé  de  couches  horizontales  ethomogè» 
'    iil(^,eu1|qfiiBi>rè  dans  un  yase  ouvert  à  sa  partie  supé^ 
riieure;réquitibre  ne  sera  pas  troublé,  si  Ton  suppose 
'^     '  qu'une  partie  de  ce  fluide  vient  à  se  sôlidfBet^  etToii 
"  '  peut  prendre  cette  portion  à  la  surfiaice  ou  tout-à-fstit 

^  'dans  l'intérieur  de  la  masse  fluide  entière.  Dans  l'un 
et  l'autre  cas  ^  oaaura  un  corps  solide  pesant,  sus- 
.  pendu  et  en  repos  dans  le  reste  du  fluide  2  il  faut 
donc  que  les  pressions  normales  que  le  fluide  exerce 
sur  la  surfsEice  de  ce  corps ,  se  réduisent  à  une  seule 
force,  égale  et  contraire  au  poids  du  fluide  solidifiée 
Or,  si  l'on  remplace  ce  corps  solide  par  un  autre  ^ 
qui  soit  exactement  de  même  forme,  il  est  évident 
que  celui-ci  éprouvera  eu  tous  ses  points  les  mêmes 
pressions  que  le  premier;  d'où  Ton  conclut,  1*.  que 
.  les  pressions  qu'un  corps  fluide  pesant  exei'ce  sur 
tous  les  points  de  la  sur&ce  d'un  corps  solide,  plongé 
dans  ce  fluide ,  ont  une  résultante  unique;  â"*.  que 
cette  résultante  est  verticale  et  dirigée  de  bas 
en  haut;  3"*.  qu'elle  est  égale  au  poids  de  la  portion 
4le  fluide  déplacée  par  le  corps  ;  i^.  qu'elle  est  appli- 
quée au  centre  de  gravité  de  cette  portion  de  fluide  : 
résultats  qui  s'accordent  avec  ceux  des  n^  précé-» 
dens,  et  qui  comprennent  à-la-fois  le  cas  où  une 
partie  du  corps  surnage ,  et  celui  oùiê  corps  entier 
est  plongé  dans  le  fluide. 

5ox; 
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Soi.  Çoftnaiss^nl  efi  gr^q^ei^r  çt  en  direction ,  l^ 
résultante  des  preçsiopç  (j^'i^p  fluîdç  pe$ppt  çxçrcç 
sur  m  corps  solî4ç,  il  est  ^Içé  4'ça  déduire  |p,ç  çon- 
dilipns  4'ecj«i|il>re  de  ce  corps,  ei?  ^y^i^t  ^§ar4  \ 
fon  pojds.  et  à  ç^ltç  fé?^l|aflf^,  Dsi^^  touj}  Iqç  c^s^ 
ces  con^tipnp  sç  rfl^^ir^^wt  k  àen^  :  1^  prenoiièrç  , 
jjue  le  c^atrp  dç  gray^tj^  dw  jCprp^  et  celui  d§  li| 
portion  de  flufde  4ppl?cés,  çpiçftî  sijr  uqe  méxn^ 
Terticale;  la  s^cQfi4e>  ^^f  ]^  ppi4s  d^  cçtte  portio^ 
djç  fluide  soit  eçaj  ^]^  ppjds  du  corp^.  Jl  pçt  jçyidçn^ 
que  ces  dejuc  cqnc^ijtippis  suflîsçpî  et  ^pjit  Tjççess^jpee^ 
pour  ^ue  h  rqult^çtf  4p;j  ppçwîoy^^  e|  Ig  p^idj^  4^ 
çorpf  se  fa^?!ipt  ^qpilîbfç. 

Qw^pd  Jp  f  orpji  çs^  hopjûgpftg  p^  çntièrçmçul 
pîopgé  dan^  i^p  pujdf  jpg^kmeut  hpmog^n; ,  h  prfr: 
mière  condition  est  touJQi^  riempUe^  parqe  qu'^orfl 
les  deux  centres  de  gravité  coïncident;  il  suffit  donc, 
pour  gu^  .Ç.Ç  ipqrpa  in»  prenne  aucun  mouTement , 
qu^  ^XJL  pQJd»  ^<»l  igal  a  $elui  du  fluide  qu-il  dé-* 
pj^ce  ;  9t  c^mxQà  le  FC^ttipe  du  fluidfî  et  cçloi  ,do 
cQrps  sont  leBmèraos^  pette  coupon  se  réduit  à 
€§  que  leur»  deudités  smifut  égales  :  Hep  étendu 
qu'il  faut  «u  outre  que  le  corps  9<ût  capable  de  ré«- 
§iU6r  aux  pres^ion^  qu'H  épcoave  dans  tous  ses 
points,  pressioi^  qui  tendent  à  le  comprimer  de 
toutes  parts ,  et  qui  5ont  d'autant  plus  grandea  que  lé 
€Qrps  est  placé  à  une  plus  grande  profondeur  au* 
d^g$pu#  à}i  myeau  ^  iiuide.  Si  les  densités  spnt 
^iSérfinKes,  le  corps  jnontera  ou  descendra  selon 
que  sa  densité  sera  plus  petite  ou  plus  grande  que 
cdUe  du  fluide  :  gn  le  inai(i tiendra  en  repos,  dans 
a.  a5 


\ 
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le  premier  cas ,  en  rattachant  aii  fond  du  vase  par 
un  fîl  inextensible  ;  et  dans  le  second  cas  .  en  le  sus- 
pendant  à  Textrémité  inférieure  d'un  semblable  fil, 
attaché  par  son  autre  extrémité  à  un  point  fixe.  Or, 
si  nous  supposons  y  dans  ce  second  cas^  que  le  point 
de  suspension  soit  pris  sur  un  plateau  d*une  balance  , 
il  est  évident  que  ce  plateau  ne  soutiendra  qu'utie 
partie  du  poids  du  corps,  savoir,  l'excès  de  son 
poids  entier  sur  celui  qui  représente  la  résultante 
des  pressions  verticales  du  fluide;  on  ne  devra 
donc  poser  dans  l'autre  plateau  de  la  balance , 
pour  la  tenir  en  équilibre,  qu'un  poids  égal  à  la 
différence  de  ces  deux  poids  ;  d'où  l'on  conclut  c« 
principe  d'hydrostatique,  quW  corps  pesé  dans  un 
fluide  y  y  perd  une  partie  de  son  poids' ^  égale  au 
poids  du  fluide  qu'il  déplace. 

5o2.  Nous  considérerons  plus  en  détail ,  dans  le 
chapitre  suivant ,  les  conditions  d'équilibre  des 
corps  pesans,  soutenus  par  un  fluide;  mais  c'est 
ici  le  lieu  d'indiquer  l'usage  de  la  balance  hjdros* 
tati/fucy  qui  ne  diffère  pas  essentiellement  d'une 
balance  ordinaire,  et  que  l'on  emploie  à  peser 
les  corps  successivement  dans  le  vide  et  dans 
l'eau ,  afin  de  déterminer  le  rapport  de  leur 
densité  à  celle  de  ce  fluide.  Cette  détermination 
se  fait  au  moyen  d'une  formule  très-simple  dans 
lacpielle  il  n'entre  que  le  poids  du  corps  dans 
le  vide  et  dans  l'eau.  Soient,  en  effet,  F  le  poids 
donné'  d'un  corps  dans  le  vide  ;  jP  le  poids  aussi 
donné  du  m#me  corps  ,  quattd  il  est  entièrement 
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plongé  dans  Feau  ;  V  son  volume  ,  Z>  sa  densité  ^  ^ 
le  poids  de  l'eau  qu'il  déplace^  et  dont  le  volume 
est  le  même  que  le  sien^  /  la  densité  de  ce  fluide^ 
G  la  gravité;  nous  aurons 

p=lFdg,    ^=xrfG\ 

et  à  cause  que  le  poids  du  corps  pesé  dans  Feau , 
est  diminué  du  poids  du  volume  d'eau  qu'il  déplace^ 
nous  aurons  aussi 

Eliminant  /^et  ^  entre  ces  équations  ^  G  s'en  va  en 
même  tems ,  et  l'on  trouve 

P  D 


P—P'  "~  f  * 

en  prenant  donc  la  densité  de  Feau  pour  unité , 
cette  équation  fera  connaître  le  nombre  D  qui  doit 
représenter  la  daasilé  du  corps  y  ou  ce  que  les  phy- 
siciens appellent  sa  pesanteur  spécifique. 

Ce  moyen  ne  s'applique  qu'aux  substances  so« 
lides  qui  ne  se  dissolvent  pas  dans  Feau.  On  peut 
voir  dans  les  Traités  de  physique^  les  méthodes  que 
l'on  a  imaginées  pour  obtenir  les  pesanteurs  spé- 
cifiques des  autres  substances^  et  pour  en  former 
des  tables. 

5o5.  Il  résulte  du  principe  d'hydrostatique  que 
nous  venons  d'énoncer  ^  que  les  corps  doivent  être 
pesés  dans  le  vide  y  si  l'on  veut  connaître  leur  véri- 
table poids.  Deux  corps  que  nous  pesons  dans  l'air ^ 
et  qui  s'y  font  équilibre  au  moyen  d'une  balance 
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exacte ,  œ  '90Rt  p«6  égaut  en  poids  ^  k  tnoms  qn'ik 
ne  -soîeiît  de  même  voSume;  car  «'îfe  ent  des  vo- 
lumes dîfférens ,  ils  déplacent  dès  quantités  d'aîf 
différentes  ;  leurs  poids  «ont  donc  inégalement  di- 
minués ;  et  puisqu'ils  exercent  des  pressions  égales 
sur  les  plateaux  de  la  balance,  il  en  faut  conclure 
que  te  poids  tki  ct)rps  qui  a  le  ylns  grand  rolume^ 
est  aussi  'le  '|dtrs  grand.  L'expérîenoe  montre  effec-*- 
tivement  qu'aussitôt  qu'on  transporte  la  Indancé 
dans  le  yide  ^  l'équilibre  se  rompt  en  faveur  du  corps 
dont  le  volume  jest  le  plus  ,graiid. 

5o4.  Nous  devons  encore  observer  que  lorsqu'un 
corps  suspendu  danst'air,  est  abandonné  à  l'action 
de  la  pesanteur,  sa  force  motrice,  dans  ce  fluide, 
est  égale  à  l'excès  de  son  .poids  sur  celui  de  l'air 
fjUfil  déplace.;  de  sorte  qu'il  est  sollicité  par  une 
force  accélératrice  constante,  un  peu  plus  petite 
que  la  pesanteur  dans  le  vide.  Pour  comparer  -ces 
deux  forces  entre  elles,,  désignons  par  g  la  pre-^ 
mière^  j>ar  G  la  seconde.,  par  /^  le  volume  du 
corps  ^  par  D  sa  densité , par  /  celle  de  lair;  nous 
aurons  P^D  pour  ^a  masse,  et  G/^Z>— G/^/»  pour 
sa  force  motrice  ;  divisant  donc  Tune  par  Vautcae^ 
afin  d'obtenir  la  force  accélératrice^  il  vient 

Aiim  y  9  air  ràledtit  le  -mouvement  des  corps 
pesans ,  par  deux  raisons  distinctes  :  parce  qu'il  agit 
sur  em  trennne  mUieu  Tésii^atrt ,  ce  ^qui  produit 
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une  force  relavdalvica  dé^<»idaftCe  de  k  vUesse  dtt 
vnobile  ;  et  parée  qWû  ^qiÙMe  la.  force  9fcé)ëra»n 
trice  confitaBte  qoi  a^  $vf  ces  coBp^r.  Nom  «yomi 
vu^  dansrle  a*  a73,qiielapreiiHèfecaw€sii'4imcua0 
inilueiiee  sur  la  durée  de  l'oecUlatioa  ei^tîère  d'uD 
pendule  ;  mais  il  n'ea  est  p^a  de  roémer  de  li^  $e-* 
coade  :  celle  durée  élant  ea  raiaoa  inyerse  de  I« 
racine  c^yrrée  de  la  force  g^  il  8*ensaU  qi^*elle  dé-* 
pendra  de  la  densité  de  Fair  dana  lequel  le  paidul^ 
fiaiit  ses  oscillations  ,.  ^^  ^jn'elle  aug<nent?r|^  avee 
cette  densité.  Il  s'ensuit  aussi  <pie  la  valeur-  de  g 
qu'on  détermine  par  les  observations  du  pendule  , 
biles  dans  l'air  (n"*  217:»)  ^  u'est  pas  exacttwent  l'in.-* 
teosilé  de  la  pesanteur  dans  le  vide;  mais  an  moye» 
de  la  formule  |Mréoédente ,  il  est  aisé  de  caknler  la 
:iraleur  de  G  d'après  celle  de  g^  qufinad  on  connaît 

le  rapport  ^  de  la  densité  de  Pair  à  celle  dn  corps 

que  Ton  fait  osciller. 

5o5.  ReproBOns  maintenant  la  théorie  des  près- 
iions  des  fluides  sur  les  parois  des  vases  ^  dont  nous 
nous  sommes  écartés  un  moment  ^  et  à  laquelle  il 
BOos  reste  peu  de  choses  a  ajouter. 

La  démonstration  du  n*  49^  s'applique  sans  dif^ 
ficulté  aux  composantes  horizontales  de  ces  près-- 
sions;  on  en  conclut  que  ces  composantes  sont  deux 
a  deux  égales  et  contraires ,  et  qu'elles  se  détruisent 
toutes  mutuellement  quelle  que  soit  la  forme  du  vase;;, 
de  manière  que  si  un  vase  posé  sur  un  plan  hori-* 
zonlal  Gxe^  contient  un  ou  plusieurs  fluides  en  équi-^ 
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libre  9  les  pressions  horizontales  que  ces  fluides 
exercent  sur  ses  parois  ^  ne  lui  imprimeront  aucun 
mouTement  parallèlement  à  ce  plan.  Mais  si  Ton  fait 
une  ouverture  aux  parois ,  au  -  dessous  du  niveau 
du  fluide^  le  v^se  glissera  aussi  lot  sur  le  plan^  ea 
vertu  de  la  pression  qui  a  lieu  sur  la  partie  du  vase 
opposée  à  celle  que  l'on  a  percée.  Pour  bien  con- 
cevoir cet  effet ,'  supposons  que  le  vase  soit  un 
parallélépipède  rectangle  ^C(Rg.  Sy),  rempli  d'eau 
jusqu'à  une  certaine  hauteur;  traçons  sur  une  ,de 
ses  faces  verticales  y  au-dessous  du  niveau  de  Teau  y 
une  courbe  fermée  mnZ;  par  tous  ses  points,  menons 
des  perpendiculaires  à  son  plan ,  qui  formeront  nn 
cylindre  horizontal^  et  qui  intercepteront  sur  la  face 
opposée  du  vase^  une  aire  mV^,  égale  et  semblable 
à  l'aire  mnl  :  ces  de^ix  aires  éprouveront  des  pres-^ 
«ions  horizontales  qui  sont  parfaitement  égales^  et 
qui  se  détruisent  mutuellement,  parce  qu'elles  agis* 
sent  de  dedans  en  dehors  du  vase ,  et  par  consé* 
quent  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre.  Or,  si  Ton 
fait  une  ouverture  latérale  au  vase  et  qu'on  enlève 
la  portion  mnl  de  ses  parois  y  l'eau  s'écoulera  par 

.cette  ouverture,  la  pression  qui  a  lieu  sur  n/nP 
ne  sera  plus  détruite ,  et  le  vase  sera  mis  en  mou- 
vement par  cette  pression ,  dans  le  sens  de  sa  di- 

•  rection.  Cette  force  motrice  du  vase  dépendra  de 
l'étendue  de  nin'ïy  et  de  la  hauteur  du  niveau  de  l'eau, 
au-dessus  du  centre  de  gravité  de  celte  aire  (n'495); 
elle  sera  constante,  quand  le  niveau  sera  entretenu 
constamment  à  la  même  hauteur  ;  elle  diminuera  ^ 
lorsque  ce  niveau  s'abaissera. 
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C'est  sur  cette  remarque  qu'est  fondé  le  moyen 
ingénieux^  proposé  par  Daniel  Bemoullij  pour 
mouvoir  les  bateaux  sans  le  secours  des  rames  ni 
du  vent. 

506.  Le  raisonnement  du  n*  499  9  appliqué  aux 
composantes  verticales  des  pressions  qu'un  ou  plu- 
sieurs fluides  contenus  dans  un  vase  de  forme  quet 
conque^  exercent  sur  toute  l'étendue  de  ses  parois  y 
prouve  aussi  que  la  résultante  de  toutes  ces  pres- 
sions, n'est  rien  autre  chose  que  le  poids  même 
de  ces  fluides.  Ce  poids  y  joint  à  celui  du  vase  y 
forme  donc  la  seule  pression  que  supporte  le 
plan  horizontal  sur  lequel  le  vase  est  posé.  On  ne 
doit  pas  la  confondre  avec  la  pression  qui  a  lieu  sur 
une  partie  seulement  des  parois  duyase^par  exemple^ 
sur  son  fond  horizontal  :  celle-ci  peut ,  dans  certains 
cas,  surpasser  de  beaucoup  le  poids  du  fluide  contenu 
dans  le  vase  (n*  49?)  ;  mais  cela  n'arrive  que  quand 
le  vase  va  en  se  rétrécissant  à  partir  du  fond  :  alors 
ime  partie  de  ses  parois  est  pressée  verticalement 
de  bas  en  haut,  et  le  plan  qui  le  supporte  n'est 
chargé  que  de  la  pression  qui  a  lieu  sur  le  fond  ^ 
diminuée  de  celle  qui  a  lieu  en  sens  contraire  sur 
la  partie  opposée. 

§.  IL   Conditions  d'équilibre  des  fluides   contenus 
dans  des  vases  conùnunifuans. 

507.  La  considération  des  couches  de  niveau 
nous  a  déjà  fait  connaître  les  conditions  d'équilibre 
de  diflerens  fluides  renfermés  dans  un  même  vasej; 
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^ue  cté  ûtnàfii  sont  cOntêdtts  dàtiè  ji^ltasrehfs  Vâseà, 
Uoâl  cBaciin  est  onrérl  à  è^  pirliè  fcti^ériéMr'ey  et 
qui  communiquent  entre  eox  par  des  ouvertures 
latérales^  de  manière  que  les  fluides {leuveât  bo&ler 
4'an  yâse  dans  Tautre.  Si  l'équilibre  existe  dans 
an  pareil  système  de  fluides  ^  il  est  éërtftin  qu'il 
ne  sera  pas  troublé^  eu  supposant  qu'on  ferme  les 
ouvertures  latérales  des  vaSes.  Cet  état  ne  saursit 
donc  subsister  dans  le  Système  enàer>  à  moins 
«p'il  n'ait  lieu  séparément  dans  cbaqufey&se^  ainsi^ 
il  &udra  d'abord  que  tes  fluides  de  différelites  den- 
sités contenus  dans  un  ibême  Tase>  y  soient  dièpo^ 
fiar  couches  horissontales  ;  cette  (fonditton  étant  rèm- 
jfUe^  il  &udra  en  o\itre  qu'il  existe  un  certain  rap«- 
{Klrt  entre  les  densités  des  fluides  et  lèà  hatiteors  de 
leurs  nivëàu^  danii  les  vhses  conamuitiquans^  et  c'est 
ice  rapport  qu^il  ^'agit  mamtenstAt  de  détermider. 

5b&  D'abord  supposons  qu'on  ait  un  seul  fluide^ 
homogène  et  incompressible^répandudans  plusieurs 
Tases  communiquanSy  dont  chacun  est  ouvert  à  sa 
partie  supérieure  ;  il  £aiudra  que  le  fluide  s'élève  a 
la  même  hauteur  ^  ou  qu'il  ait  le  même  niveau  dans 
tous  ces  vases.  En  efiet^  s'il  y  avait  un  vase  dans 
ieqtiel  le  fluide  s'ékvât  k  une  plus  grMdé  hantent 
<{ue  dans  les  utrtre^^  hi  pression  tke  ^atil^ârk  être  nulle 
à  la  surface  libre  du  fluide  dans  ceux-ci  :  elle  y 
serait  proportionnelle  à  la  distance  de  cette  surface 
^ù  niveau  le  pins  élevé;  par  conséquent  il  faudrait, 
yôur  réquilibre^  que  le  vase  dans  lequel  le   fluide 
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%^é\e^  à  la  plu^  gràttdë  bàtiteur,  rei^t  9étti  6uTert^ 
%t  qùé  iôùii  les  ànlr^s  fussent  fén;nëè  |^ar  des  pardk 
ëies  ^  adjàèéhtës  à  U  siir&èe  stipétieurë  du  fluide. 

Ainsi :>  toutes  les  fois  qu'un  fluide^  tel  que  l^eau, 
par  exemple^  peut  couler  dun  yase  danè  un  autre ^ 
et  que  nous  le  voyons  néanmoins  dëmeuurer  en  re- 
pos, nous  en  pouvons  conclure  que  le  Auî^e  est 
alors  de  niveau  ^ns  les  deux  vases.  L'usage  qu'oh  /ait 
au  niveau  JteaUy  dans  les  opérations  trigônomélri- 
ques,  est  une  appiicatiôd  immédiate  de  ce  principe. 

Sbg.  ii'eftu  ët&nt  faiàsi  de  tii'vMû  dkil«  detijt  Vâ^èk 
communiquans  ADC  et  BEF  (fig.  58),  ve)^MMs  lifi 
nouveau  ^dâ  dont  k  densité  soit  f\  dàâs  le  jj^e-^ 
fnier>  et  un  autre  Auide  dont  la  Aehsité  soit  /',  daiui 
le  secotld^  soit  cd^Xt  tiiveau  d^  Teau  dans  les  deulc 
vases;)  éd'  et  éf^  ceux  dies  nouveaux  fluides^  K  %t 
A'>  tes  bâuteurs  de  ces  niveaux  au-^^essuft  du  «i^ 
veau  de  l'eau.  QueHe  qne  soit  Ia.À>tme  des  deux 
vases  auHlessus  du  niveau  cdef^  la  pr<»ssiea  que  lé 
premier  fluide  exerce  sur  la  swâM^e  hA  de  l'eau,  se^à 
égale  à  a}if\  a  étant  l'aire  de  cette  surface;  et  la 
presisidn  éxchtée  ^àt  1^  second  fluide  ^ur  là  surface 
ïf ,  sera  égale  à  Vhy>,  *  ^tanl  l'aire  d%  k  Seetiôti  tf 
du  îfècond  Vîôsc  (n^  4^5)  :  6r,  "poUt  i|U5è  très  deut 
j^fêDièions  né  tlrôùblènt  pas  l'équiKbrë  de  l'eau,  il 
faut  'qu'elles  sorent  entre  eHe^  conUUe  les  i&uffacei 
k  Vît  »  (ri»  48ï);  dt)UC,  il  feUt  clu'ôtt  ait  fty  î±t  *y, 
è^st-à-drrè,  que  les  hauteurs  des  deUx  Guides  àU* 
dessus  du  niveau  primitif,  doivent  être  réciproque- 
inent ^oportronnelles  à  leur** 'densités. 
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Sans  entrer  dans  de  plus  grands  détails^  il  est  aise 
de  voir  que  si  Ton  a  un  nombre  quelconque  de  vases 
communiquans  par  des  ouvertures  latérales,  qu'ils 
•oient  remplis  .  d'un  premier  fluide  y  d'eau  par 
exemple 9  jusqu'à  une  certaine  hauteur  au-dessus  de 
ces  ouvertures,  que  ce  fluide  ait  le  métne  niveau 
dans  tous  les  vases ,  et  qu'on  verse  à*la-fois  dans 
chaque  vase,  plusieurs  fluides  de  difierentes  densités, 
disposés  par  couches  horizontales  :  il  suffira  et  il  sera 
nécessaire  pour  l'équilibre ,  que  la  somme  des  hau- 
teurs verticales  de  ces  couches,  multipliées  respec- 
tivement par  les  densités ,  soit  la  même  dans  tous 
les  vases. 

Pour  déterminer  la  pression  sur  le  fond,  ou  sur 
toute  autre  paroi  de  l'un  de  ces  vases ,  on  aura  seu-* 
lement  égard  aux  fluides  qu'il  contient,  et  l'on  fera 
abstraction  de  ceux  qui  sont  contenus  dans  les  autres 
Tases.  En  effet,  on  peut,  sans  troubler  l'équilibre 
et  sans  rien  changer  aux  pressions ,  fermer  toutes 
les  communications  de  ces  vases  par  des  parois 
fixes,  et  considérer  ensuite  chaque  vase  isolément. 

5io.  Au  lieu  de  verser  un  nouveau  fluide  dans 
les  deux  vases  ADC  et  BEF^  on  aurait  pu  recou- 
vrir la  surface  de  l'un  de  ces  vases ,  par  une  paroi 
mobile-,  et  poser  un  pqids  quelconque  sur  cette 
paroi  ;  en  donnant  au  fluide  versé  dans  l'autre  vase, 
une  hauteur  convenable,  au-dessus  du  niveau-  de 
l'eau,  la  pression  due  à  ce  fluide  pourra  toujours 
faire  équilibre  à  ce  poids  quelque  grand  qu'il  soit. 
C'est  sur  ce  principe^xju'est  fondée  la  construction 
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de  la  presse  hydrostatU/ue  y  dans  laquelle  un  simple 
filet  d'eau  peut  faire  équilibre  à  un  poids  énorme  y  et 
qu*on  avait  proposé  y  dans  ces  derniers  tems  y  d'em- 
ployer à  peser  à-la- fois  les  voitures  et  leurs  charges. 
Qu'on  se  représente,  en  effet,  une    caisse   ou- 
verte à  sa  partie    supérieure ,   et  à    laquelle  nous 
donnerons,  pour  plus  de  simplicité ,  la  forme  d'un 
parallélépipède  rectangle  MN  (fig.  Sg)  :  cette  caisse 
est  remplie  d'eau  jusqu'à  une  certaine  hauteur;  on 
pose  sur  la  surface  aic*^/ de  ce  fluide,  un  couvercle, 
ou  une  paroi  mobile ,  qui  ferme  la  caisse  exacte- 
ment; au-dessous  du  niveau  de  l'eau,  on  fait  une 
ouverture  j?,  à  l'une  des  parois  latérales  ,  à  laquelle 
on  ajuste  un  tuyau  recourbé  EFGy  ouvert  à  sa 
partie  supérieure,  et  dont  nous  supposerons  la  bran- 
che FGy  verticale.  A  cause  du  poids  du  couvercle, 
et  de  tout  autre  poids  qu'on  y  peut  ajouter,  Teaudoit 
s'élever  dans  le  tube  au-dessus  de  son  niveau  dans  la 
caisse  ;  ainsi  k  étant  le  point  où  le  prolongement 
du  plan  horizontal  abcd  vient    couper    le    tube, 
l'eau  s'élèvera  jusqu'en  un  point  Uy  situé  au-dessus 
du  point  k.  Pour  déterminer  la  position  de  ce  point  n , 
appelons  h  la  hauteur  verticale  nk^  /la  densité  de 
l'eau  ^  g  la  gravité,  P  le  poids  posé  sur  la  surface 
abcd  de   Teau,  A  Faire   de  cette  surface ,  a  l'aire 
de  la   section  horizontale  d\i   tube  au  peint  k;   la 
pression  de  Teau  en  ce  point  sera  égale  au  produit 
fgha  ;  pour  qu'elle  fasse  équilibre  à  la  pression  P 
qui  s'exerce  sur  la  surface  A  y  il-  faudra  qu'on  ait 

fghalPy.a  :  A; 
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é'oh  Yùû  tire 

Les  choses  étant  dans  cet  état,  ajoutons  au  point  P^ 
un  nouveau  poids  X  ^  inconnu  et  qu'il  s*agic  de 
déterminer  :  Teau  s'éleyerâ  au-dessus  du  point  n  jus- 
qu'en un  point  tel  que  n';  en  même  tems  le  niveau 
de  ce  fluide  s'abaissera  dans  la  caisse  et  deviendra, 
je  suppose  ,  dVc'à\  soit  k'  le  point  où  le  plan  ho- 
rizontal dVdJS  prolongé  ,  vient  couper  le  tube  ; 
faisons  nri^=:zXj  kk^==jr;nous  aurons  dans  ce  nouvel 
état  d^équilibre 

mais  à  cause  que  Teau  est  un  fhiide  incompres- 
sible, l'abaissement^  et  rélévationor^  devront  être 
en  raison  inverse  des  surfaces  ^  et  a  ^n*4&i), 
c'est-à-dire,  qu'on  aura  Aj-=zl(uc\  mettant  donc  ax 
à  la  place  de  Ajy  et  pour  P  sa  valeur,  dans  la  der- 
nière équation,  elle  se  réduit  à 

formule  qui  fera  connaître  immédiatement  le  poids 
X^  quand  ou  aura  mesuré  la  hauteur  x,  ou  l'élé- 
vation de  l'eau  dans  le  tube,  au-dessus  de  son  niveau 
primitif,  produite  par  ce  poids  X. 

Su.  La  pression  atmosphérique  qui  s'exerce  sur 
là  surface  des  fluides  contenus  dans  à&^  vases  corn- 
muniquans^  ne  saurait  jamais  troubler  l'équilibre  de 
ces  fluides  ;  car  cette  pression  est  toujours  propor- 
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tionnelleà  l'cteadne  <le  la  surface  du  fluide ,  eo  con-» 
tact  avec  Faîr  (n*494)>  ^^r  ^®  T*'  «st  la  même 
chose  y  la  pression  rapportée  a  Tunîté  de  sur&ce  est 
la  même  partout  ;  condition  suffisante  et  nécessaire 
pour  qu'elle  ne  détruise  pas  f  équilibre  des  fluides 
qu'on  suppose  «xîsler  (if  48^ )•    Mais  si  Tun  de 
ces  Tases  s^ourre  dans  le  vide,  tandis  que  (es  autres 
s'ouvrent  dans  l'air ,  on  conçoit  tpe  l'équilibre  sera 
troublé  y  et  tpe  le  fluide  s^élevera   au  -  dessus  du 
niveau  dans  le  vase  où  il  n'éprouve  pas  la  pres- 
sion de  rair.  £ii6upposant  donc  que  les  vases  com- 
mtmiquans  ADC  et  EBF  (fig.  S8) ,  soient  tous tl^ux 
ouverts  a  leur  partie  supérieure  DC  et  EF,  et  que 
Ton  y  verse  xm  fluide  bomogcne ,  tel  que  l'eau  :  ce 
ffuîde 'se  mettra  de  nivieau  dans  les  deirx  ^ases,  et  y 
lâemeurcra  malgré  la  pression  atmosphérique  ;  mais 
^  Ton  fait  le  vide  dans  le  vase  EBF^  et  qu'on  le 
•ferme  exactement  dans  -saipartie  supérieure  ,  l'eau 
«'■^lèvera  aussitôt  dans  ce  vase^  ^   s'abaissera  en 
'  fnème  tems  dans  l'autre,  ^Sôit  donc  éf^  le  niveau 
lîe  "l'eau  dans  le  Tase ,  fermé  EBF,  et  cd  le  niveau 
du  même  fluide  dans  le  vase  ouvert  ^DC.  Sans  la 
l^ression  de  Tair  qui  s'exerce  sur  la  surface  çd^  le 
niveau  dans  le  vase  jBZJJ^  serait  ef,  qui  se  trouve 
4]ftnsle  même  plan  horizontal  que  cd;  appelons  h 
la  hauteur  verticale  du  niveau  e'J^y  au^essus  de  ef; 
%a' pression  rapportée  à  Tunité  de  surface  que  la  por« 
tion  d'eau  efe'f  exerce  sur  la  surface  ef^  sera  égale 
Kfgàj  f  Mg  étant  :tau|oiPdrs  Ja idenaité  du  fluide  et 
U  :grai4té  ;  ^drac  ,  fi>w  que  lOftttê  pression  £isse 
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équilibre  à  celle  de  Tair^  il  faudra  qu'on  ait 

en  désignant  par  n^  la  pression  atmosphérique  rap* 
portée  à  Tunité  de  surface. 

On  Yoit ,  par  cette  équation^  que  l'élévation  des 
fluides  au<Lessus  de  leur  niveau,  p«*oduite  parla  pres- 
sion de  l'air  y  ne  dépend  ni  de  Tétendue  de  la  surface 
qui  éprouve  cette  pression  ,  ni  de  la  forme  des  vases 
dans  lesquels  ces  fluides  sont  contenus;  elle  ne  dépead 
que  de  la  densité  de  chaque  fluide ,  et  la  pression  de 
l'air  restant  la  même,  l'élévation  d*un  fluide  quelcon- 
que est  en  raison  inverse  de  sa  densité.  Relativement 
à  un ntième  fluide^  cette  élévation  est  la  plus  grande 
à  la  surface  de  la  terre  ;  elle  est  moindre  au  sommet 
d  une  montagne  d'une  hauteur  sensible ,  et  elle  dé- 
croit à  mesure  qu'on  s'élève  au-dessus  de  cette  sur- 
fsLce,  parce  qu'alors  la  pression  atmosphérique  di- 
minue. La  loi  de  ce  décroissement  et  l'application 
importante  qu'on  en  a  faitcf  à  la  mesure  des  hauteurs  ^ 
verticales ,  seront  l'objet  spécial  de  l'un  des  chapitres 
fiuivans. 

L'élévation  de  Feau  due  à  la  pression  atmosphé- 
rique, est  d'environ  lo  mètres  et  4  décimètres,  a 
la  surface  de  la  terre.  En  partant  de  celte  donnée  ^ 
il  sera  aisé  de  conclure  l'élévation  de  tout  autre 
fluide,  produite  par  la  même  cause,  quand  ou 
connaîtra  le  rapport  de  sa  densité  à  celle  de  l'eau. 

5i2.  Tout  ce  que  nous  disons  sur  l'équilibre  des 
fluides  pesaps  dans  les  vases  communiquans ,  con- 
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yient  également  siux  fluides  contenus  dans  des  tubes 
recourbés.  L'eau  ^  ou  tout  autre  liquide  pesant,  de- 
meurera en  e'quilibre  dans  tin  luhe  jàCB  (fig.  40  et 
41)^  compose  de  deux  branches  j^C  et  BC  ouvertes 
en  enhaut  y  tant  que  ce  fluide  sera  de  niveau  dans  les 
deux  branches.  Si  l'une  d'elles  est  fermée  et  vide 
d'air ,  l'eau  s'élèvera  dans  la  branj:he  fermée ,  jus- 
qu'à une  hauteur  d'environ  10™,  4>  au-dessus  de 
son  niveau  dans  la  branche  ouverte.  Les  deux  bran- 
ches étant  ouvertes^  si  le  tube  JlCB  est  placé  dans 
une  position  renversée  (fig.  42),  l'eau  pourra  en- 
core sy  tenir  en  équilibre  en  vertu  de.  la  pression 
atmosphérique  qui  s'exerce  de  bas  en  haut  dans 
chaque  branche^  et  qui  s'oppose  à  ce  que  l'eau  des- 
cende ;  mais  en  supposant  que  le  fluide  occupe  la 
parue  aCb  du  tube,  il  faudra  i*.  que  les  deux 
points  extrêmes  a  etb  y  se  trouvent  dans  un  même 
plan  horizontal;  2*.  que  la  hauteur  verticale  du 
sommet  C  du  tube ,  au-dessus  de  ce  plan  y  soit  plus 
petite  que  la  hauteur  à  laquelle  la  pression  de  l'air 
peut  élever  et  soutenir  le  fluide  donné  au  -  dessus 
de  son  niveau.  Ainsi  y  en  abaissant  du  point  C ,  une 
perpendiculaire  Ce  sur  l'horizontale  ab,  il  faudra , 
dans  le  cas  de  l'eau,  que  Ce  ne  dépasse  pas  i  o'" ,  4  ^ 
environ  y  sans  quoi  l'e^u  descendrait  à-la-fois  dans 
les  deux  branches  jéC  et  BCy  ^en  formant  un  vide 
au  sommet  C. 

Au  reste,  on  doit  observer  que  l'équilibre  de 
l'eau  dans  un  tube  renversé , n'est  qu'instantanée, 
de  manière  que  si  le  fluide  descend  un  tant  soit 
peu  dans  l'une  des  deux  branches  y  ^  mente  en 
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sur  ces  mêmes  molécules;  cependant  les  lois  de 
réquilibre  des  fluides  pesans  sont  modîGées  en 
plusieurs  points^  par  l'action  de  ces  forces.  Il  ne  faut 
pas  confondre  l'attraction  dont  je  veux  parler  main- 
tenant, avec  cellie  dont  il  a  été  question  dans  le  pre- 
mier chapitre  du  livre  précédent.  Toutes  les  parties 
de  la  matière  sont  en  effet  soumises  à  deux  sortes 
d'attractions  mutuelles,  essentiellement  distinctes 
Tune  de  l'autre.  L'intensité  de  Tune  de  ces  forces 
suit  la  raison  inverse  du  carré  des  distances  des 
molécules.  Son  action  s'étend  à  de  très* grandes 
distances;  c'est  elle  qui  produit  tous  les  phénomènes 
que  nous  présentent  les  mouvemens  des  corps  céles< 
tes;  et  elle  comprend,  comme  cas  particulier,  la  pesan- 
teur terrestre»  Relativement  aux  plus  grandes  masses 
que  l'on  puisse  considérer  a  la  surface  de  la  terre, 
cette  attraction  est  toujours  une  force  très^petilepar 
rapport  à  la  pesanteur  (n**  328)^  et  quand  on  chercht^ 
les  conditions  d'équilibre  d'un  fluide  pesant  contenu 
dans  un  vase,  on  peut,  sans  qu'il  eu  résulte  aucune 
erreur  appréciable,  négliger  l'attraction  de  celle 
espèce  que  le  vase  exerce  sur  le  fluide^  et  celle  du 
fluide  sur*  lui  -  même.  L'autre  espèce  d'attraction 
est  extrêmement  grande  dans  le  contact  des  mo- 
lécules :  son  action  s^étend  à  distance  autour  de 
)a  molécule  attirante,  mais  elle  décroît  avec  une 
extrême  rapidité ,  et  l'étendue  de  sa  sphère  d'acti- 
vité sensible  çsl  plus  petite  ^qu'aucune  distance  que 
nous  puissions  apprécier.  La  loi  de  ce  décroisse^- 
ment  est  inconnue;  on  ignore  si  elle  est  la  même 
pour  toutes  les  substances  dç  la  «alure  ;  l'expérience 
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a  seulement  appri§  que  la  grandeur  absolue  de  cette 
force  varie  avec  ces  diverses  substances ,  c'est-^à-'dire 
qu'une  même  molécule  y  dans  les  mêmes  circons- 
tances^ n^exerce  pas  une  attraction  égale  sur  des 
molécules  de  différentes  matières.  Quoiqu'il  en  soit^ 
la  réaction  est  toujours  égale  à  l'action ,  entre  des 
molécules  égales  en  masse ^  de  sorte  que  cette  attrac* 
tion  mutuelle  ne  peut  jamais  mettre  en  mouvement 
le  centre  de  gravité  d'un  assemblage  de  molécules 
qui  lui  sont  soumises. 

C'est  cette  dernière  espèce  d'attraction  qui  mo- 
difie les  conditions  d'équilibre  des  fluides  pesans. 
En  vertu  de  cette  force ,  la  surface  d'un  fluide  con« 
tenu  dans  un  vase ,  n'est  plus  rigoureusement  hori- 
zontale; elle  est  concave  ou  convexe  près  dés  parois 
de  ce  vase^  et  elle  ne  devient  plane  et  horizontale 
qu'à  une  certaine  distance  de  ces  parois;  mais  de 
toutes  ces  modifications^  la  plus  remarquable  est 
l'élévation  ou  rabaissement  du  niveau  des  fluides 
dans  les  tubes  capillaires.  L'expérience  prouve  , 
en  effet ,  que  si  Ton  plonge  un  tube  très-étroit  dans 
un  fluide,  ce  fluide  ne  prend  pas  dans  le  tube  le 
niveau  qu'il  a  en  dehors  :  le  niveau  s'élètc  dans 
un  tube  de  verre,  plongé  dans  l'eau;  au  con traire > 
le  niveau  du  mercure  s'abaisse  dans  le  n>éme  tube  | 
or^  cette  élévation  et  cet  abaissement  sont  dus  à 
l'attraction  du  tube,  sur  les  molécules  du  fluide^ 
combinée  avec  Tattraction  du  fluide  sur  lui-même» 
On  doit  à  M.  Laplaee  une  Théorie  mathématique 
et  complète  du  phénomène  de  la  capillarité ,  et  d'un 
grand  nombre  d'autres  phénomènes  qui  dépendent 

2^.  • 
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d*aae  cause  semblable,  quoiqu'ils  paraissent  d'abord 
D^avoir  aucun  rapport  entre  eux:  les  bornes  et  la  na« 
ture  de  ce  Traite  ne  nous  permettent  pas  d'exposer, 
d  une  manière  convenable,  cette  importante  Théorie 
dont  on  trouvera  tous  les  développemens  dans  \% 
Supplément  au  lo'  Liseré  de  la  Mécanique  céleste. 

§.  IIL  Notions  sur  les  Pompes. 

5 1 5.  Les  machines  que  l'on  emploie  lepluscocnmu-- 
nëment  à  élever  l'eau  au-dessus  de  son  niveau,  sont 
les  différentes  espèces  de  pompes.  Leur  théorie  est 
une  application  immédiate  et  fort  simple  des  lois 
de  l'équilibre  des  fluides  pesans ,  et  pour  cette  raison, 
nous  allons  maintenant  en  expliquer  les  points  prin- 
cipaux. 

Une  pompe  consiste,  en  général,  en  un  tuyau 
cylindrique  CED  (fig.  44) >  ^^^^  lequel  na' piston 
ÂB  glisse  en  le  remplissant  exactement  et  de  fiiçoa 
que  ni  l'air ,  ni  l'eau  ne  puissent  passer  entre  le 
cylindre  et  le  piston.  Le  tuyau  CED  est  compose 
de  deux  parties  EC  et  ED^  qui  sont  le  plus  souvent 
des  cylindres  de  différens  diamètres,  exactement 
joints  l'un  à  l'autre ,  et  séparés  par  une  espèce  de 
cloison  EFj  qui  leur  est  fixement  attachée.  Celte 
cloison  est  percée  vers  son  centre  ;  l'ouverture  est 
fermée  par  un  couvercle  à  charnière  iS',  qu'on 
appelle  une  soupape ,  et  qui  s'ouvre  de  bas  en  haut, 
comme  l'indique  la  figure.  La  soupape,  ens'oiivrant^ 
permet  à  l'eau  de  passer  du  cylindre  inférieur  ED  ^ 
dans  le  cylindre  supérieur  CE*^  mais  quand  elle 
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km  iermeey  elle  empêche  ce  fluide  de  revenir  dcf 
second  cylindre  dans  le  premier.  Le  piston  JB 
est  pareillement  percé  vers  son  centre,  el  l'ouver- 
ture est  aussi  fermée  par  une  soupape  S",  qui  s'ouvre^ 
comme  la  première^  de  bas  en  haut^ 

Dans  toutes  les  espèces  de  pompes ,  l'eau  est 
élevée  dVn  cylindre  dans  l'autre  parle  jeu  du  piston  ; 
mais  dans  celles  qu'on  appelle  pompes  foutantes  y  le 
fluide  est  immédiatement  foulé  ou  poussé  par  le 
piston;  dans  les  autres,  c'est  l'aspiration  de  Tair  coa* 
tenu  entre  le  piston  et  Feau,  qui  produit  l'élévation 
de  ce  fluide,  et  pour  cette  raison ,  on  les  nomme 
pompes  aspirantes  :  quelquefois  aussi  ces  deux  moyens 
sqnt  combinés  ensemble  dans  une  même  pompe  j 
de  manière  qu*elle  est  à-la-fois  aspirante  et  fou-* 
lante.  Examinons  d'abord  le  mécanisme  delà  pompe 
aspiraote. 

5i6.  Soit  ab  le  niveau  de  l'eau  que  l'on  veut  élever^ 
et  dans  laquelle  le  cylindre  inférieur  i?/>  est  plongé. 
Le  piston  AB  se  meut  dans  le  cylindre  supérieur 
ECy  de  sorte  qu'il  est  toujours  situé  au*des9us  de  la 
cloison  EF.  L'espace  compris  entrje  le  niveau-  de 
l'eau  et  le  piston  e&t  rempli  d'air;  en  vertu'de  son 
élasticité ,  ce  fluide  exerce  une  certaine  finesston 
sur  la  surface  de  l'eau ,  et  cette  pression  fait  équi- 
libre à  celle,  de  Vatmosphère ,  en  supposant ,  toute^ 
fpÂs,.  que  l'eau  soil  de  niveau  dans  l'intérieur  et  en 
defabrs.  de  la  pompe.  Si  l'on  abaisse  le  piston ,  lair 
<;ampns  entre  AB  et  EFy  forcera  la  soupape  4$*^  4e 
^'aamr^  et  ^'échappera  par  celte  ouveitur^.   Pou9 
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fixer  les  idées,  je  suppose  que  le  piston  soit  d^abord 
abaissé  jusqu'eu  EF;  quand  on  le  relèvera  ensuite  ^ 
Tespace  compris  entre  le  piston  et.  la  cloison  JSF 
se  trouvera  vide  d'air;  mais  alors  la  pression  de 
l'air  contenu  entre  EF  et  ab^  contre  la  paroi  EF^ 
forcera  la  soupape  S  de  s'ouvrir^  et  une  partie  de 
cet  air  passera  dans  le  cyliadre£'Cj  par  conséquent^ 
Tair  se  dilatant,  sa  densité  et  sa  force  élastique  dimi* 
nueront,  et  cette  force  cessera  de  faire  équilibre  à 
la  pression  atmosphérique  qui  s'exerce  sur  la  sur- 
&ce  ae  Peau  en  dehors  de  la  pompe  :  Teau  mon- 
tera donc  dans  le  cylinqre  ED^  jusqu'à  ce  que  la 
pression  due  à  l'eau  élevée^  augmentée  de  celle  qui 
est  due  à  la  portion  d  air^  comprise  entre  cette  eau 
et  le  piston ,  fasse  équilibra  à  la  pression  de  l'air 
extérieur.  , 

Supposons  que  le  piston  s'arrête  lorsque  l'eau 
sera  parvenue  en  a'b';  la  soupape  S  9q  fermera  par 
^pn  propre  poids;  quand  le  piston  redescendra 
j.usqu'eni?^,  l'air  contenu  entre  jàB  et  EFy  ouvrir» 
la  soupape  S^  el  s'échappera^  comme  la  première 
fois^  par  cette  ouverture;  le  piston  se  relevant  de 
nouveau  9  le  vide  se  fera  entre  AB  et  EF;  la  près* 
sion  de  l'air  â&'£'i^ouvr ira  la  soupape  S;  une  partie 
de  cet  air  passei*a  dans  le  cylindre  supérieur,  et  l'eau- 
s'élèvera  au<-dessus  de  àb'.  Aiosi,  à  chaque  coup  de 
piston  reau s'élève  d'une  nouvelle  quantité;  je  sap* 
poserai  donc  qu'après  un  certain  nombre  dotooiips*^ 
par  exemple  au  troisième,  l'eau  ait  dq>a&s^la  eloi-« 
SQp  EF^  et  spit  parvenue  en  a£  :  j'arrête  le  piston  ^ 
la  soupape  S  se  ferme*,  le  piston,  en  descendant  en-i 


s. 
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suite  y  atteint  la  surface  clC  de  Feau  y  et  s'enfonce 
dans  ce  fluide  ^  de  sorte  cfue  Teau  passé  au-dessus 
du  piston  en  ouvrant  la  soupape  S^;  je  su {iposè  tou- 
jours que  le  piston  s'abaisse  jusqu'en  JF-F,  et  par 
conséquent  que  toute  la  portîoh  d'eau  EFctè  passe 
au-dessus  de  j4B.  Quand  le  piston  est  parvenu  en 
EFj  la  soupape  S'  se  ferme;  lorsqu'il  remonte,  il 
élève  avec  lui  l'eau  qui  se  trouve  au-dessus  de  ÀB\ 
en  même  tems  la  soupape  S  s'ouvre  et  laisse  passer 
une  nouvelle  portion  d'eau  qui  remplace  la  pré- 
cédente, et  qui  est  enlevée  par  le  coup  de  piston 
suivant. 

C'est  àt  cette'  matiière  que  Veau  s'élève  dans  une 
pompe  aspirante,  et  quand  elle  est  parvenue*  à  une 
certaine  hauteur,  elle,  s'écoule  hors  de  la  pompe 
par  un  orifice  latéral  O,  auquel  est  adapté  un 
tuyau  OH.  , 

5i7*  Il  est  évident  que  l'eau  n'atteindra  jamais  le  cy-* 
lipdre  supérieur  ECySi  la  hauteur  de  -E/^ au- dessus, 
du  niveau  ab^  surpasse  la  plus  grande  hauteur  à  la- 
quelle la  preswon  atmosphérique  peut  soutenir  l'eau 
dans  le  vide,  et  qui  est  égale,  comme  je  l'ai  déjà 
dit,  à  environ  lo^  ,  4  *  supposons  donc  la  distance 
de  EF  à  ab  plus  petite  que  io™4^  ^*  proposons- 
nous  de  déterminer  en  combien  ,de  coups  de  piston 
l'eau  atteindra  la  paroi  EF^ 

m 

Pendant  que  Veau  ar'élève  dans  le  cylindre  ED  y 
sen  niveau  s'abaisse  hors  de  la  pompe  ;  mais  si  la^ 
surface  du  réservoir  d'eau  dans  lequel  la  pompe  est 
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plongée  ^  est  très-grande  par  rapport  à  la  section 
horizontale  du.  cylindre  ED ,  cet  abaissement  de 
niveau  sera  trèfr-petîl,  et  l'on  pourra  en  faire  abstrac* 
tîon^  tant  que  Teau  n'aura  pas  atteint  la  paroi  JETjP. 
Je  regarde  donc  le  niveau  du  réservoir  d'eau  comme 
constant  ;  je  désigne  par  A,  la  hauteur  de  jE'jP au-des- 
sus de  ce  niveau;  par  o:^  l'élévation  inconnue  de  l'eau 
au-dessus  du  même  niveau ,  après  le  premier  coup 
de  piston,  c'e$t-à-dire,  la  distance  de  dV  a  ab  ;  par  /, 
l'espace  parcouru  par  le  piston ,  qui  part  de  EF 
et  qui  s'élève  jusqu'en  E'Fy  de  sorte  que  /  exprime 
la  distance  de  E'F'  à  EF;  parn.  Faire  d'une  sec- 
tion horizontale  du  cylindre  Z'f';  par  m  y  celle  d'une 
section,  du  cylindre  EC;  par  H,  la  plus  grande 
hauteur  à  laquelle  la  pression  atmosphérique  sou- 
tient l'eau  dans  le  vide;  enfin,  par/,  la  densité  de 
Teau,  et  par  g  la  gravité.  La  pression  atmosphé- 
rique rapportée  à  l'unité  de  sur£aice,.aura  pour 
mesure  Hfg*^  ayant  que  le  piston  commence  à  s'éle- 
ver, la  force  élastique  de  l'air  qui  occupe  le  volume 
EFab  ,  fait  équilibre  à  la  pression  de  l'air  exté- 
rieur; cette  force  est  donc  aussi  égale,  dans  cet 
état,  à  Hfg\  quand  le  piston  est  en  E^Py  et  l'eau 
en  dVy  cette  même  portion  d'air  occupe  le  volume 
E^FalV\  sa  densité ,  et  par  conséquent  sa  force  élas- 
tique, sont  donc  diminuées  dans  le  rapport  du  second 
volume  au  premier;  or,  le  volume  EFab  est  égal 
h.  nhy  le  volume  'EF'clV  est  la  somme  de  deux 
cylindres,  qui  a  pour  valeur  nQi^^x)'\^ml\  d'où  il 
suit  que  la  force  élastique  de  l'air  qui  Qccupe  W 
$çcond  volume ,  ea^  égale  à 


LIVRE  TV.  HYDROSTATIQUE.       $77 

nh  „ 

»(A — x)  +  ml      -^ 

La  pression  daé  à  Feau  élevée  jusqu'en  a*b'  par  le' 
premier  coup  (^e  piston^  a  pour  mesure  .le  produit 
ccfg  ;  cette  pression  ajoutée  à  celle  de  Vair  intérieur 
doit  faire  équilibre  à  celle  de  Tair  extérieur;  donc  y 
quand  le  piston .  est  parvenu  en  E'F^y  on  a  cette 
équation 

pour  déterminer  l'élévaticii  correspondante  >de  Feau^  • 
ou  la  valeur  de  x. 

En  supprimant  le  iàcleur  /g  commun  à  tous  les 
termes^  et  faisant  disparaître  le  dénominateur^  il 
vient  ^ 

OÙ  Ton  a  fait,  pour  al>réger,  —soi.  La  résolution 
de  cette'  équation  du  second  degrés  donné 

expression  que  Ton  peut  écrire  sous  cette  autre 
forme  :  . 

-  ^  •  » 

•      I   '     1         •   '  • 

La  quantité  comprise  sous  le  radical  étant «évidem-. 
ment  positive ,  les  deux  racines  sqnt  réelle^;   de 
pluSy  cette  quantité  est  plus  grande  que  le.,parré 
de  JI — h-^al}  d'où  il  suit  que  la  racine  qui  répond . 
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au  signe  supérieur  est  plus  grande  que  -  (JÏ+A+a/) 

•4*  -(ff^h — fit/),  ou  >  JST.  On  doit  donc  ta  rejeter 

comme  étrangère  k  la  question  y  puisque  la  quan- 
tité a:  n^  peut  jamais  surpasser  la  hauteur  repré- 
senlée  par  ÎT.  I.n  radine  qui  répond  au  signe  infé- 
rieur sera  la  "^raie  valeur  'de  Tinconitué  x^  et  elle 
fera  connaître  l'élévation  de  l'eau  produite  par  le 
premier  coigip  de  piston^  Si  cette  valeur  de  x  se 
trouve  plus  grande  que  A ^  il  en  faudra  conclure 
qu'un  seul  coup  de.pistottr^ufl^l  potif  ékrver  l'eau 
au-dessus  de  EF  :  je  supposerai  qu'Mi  ait  îjtx;  A  , 
afin  d'avoir  a  caleuler  l'élévatiioil  dne  à  un  second 
coup  de  piéton. 

5i8.  Quand, ce  cotpa . est.  parvenu  en  E'F^y  il 
s'arrête,  et  la  soupape  S  se  ferme;  il  redescend  jus- 
qu'en -f^JP;  ii  soupape  S  s'owVre,  ettoùt  l'air  con- 
tenu dan9  l'espace  ÈFEFy  s'échappe  par  celle 
ouverture.  Lorsque  le  piston  est  remonté  en  FfF^ 
et  que  t'ean  s'est  élçvée  de  iiouveau  aiirdessus  de 
dVy  par  éxenipie,  jusqu'en  a!Vy  l'espace  compris 
entre  Jh-  et  -K'^P,.  est.  rempli  par  l'air  qui  occupait 
l'espace  compris  entre  dV  et  FF\  son  volume  était 
donc  nQi — jc),  et  il  est  devenu  n{h — x'^-^mly  eu 
appelant  ^  la  hauteur .  de  dV'  au  -  dessus  de  ab  ; 
donc  la  densité  et  la  force  élastique  de  cette  portion 
d'air  •  sont  diminuée»  "par  le  second  coup  de  piston, 
dans  Ib  rapport  du  premier  volume  au  second; 
mais'  le  prèfmîer  coup  de  piston  avait  déjà  réduit  la 
fdrce  iélartiqué  dé  l'air  intérieur/ à  {H — x)fg''i  après 
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le  second  coup^  cette  foi^ce  sera  donc  exprimée  pat 
le  produit 

La  pression  de  Teau  élevée  jasqu^en  a'b'^,  ou  à  la 
hauteur  x'  au-dessus  du  niveau  du  réservoir ,  est 
égale  à  x'/^;  ajoutant  cette  pression  a  celle  de  Tair 
intérieur^  leur  somme  sera  égale  à  la  pression  de 
lair  extérieur^  à  lacpielle  elles  font  équilibre,  et 
il  en  résultera,  pour  déterminer  x\  Tequatioti 

I     I 

711 

ou  bien ,  en  réduisant  et  faisant  toujours  —  =£:  ât , 

»'^— x'(ir+ A + «/)  H- •*^+aiff -f- ^) — ««tes*. 

En  résolvant  celte  équation  on  trouve 

•  ..  ■  «.         .    '      ' 

comme  on  suppose  JC<A  et  /i<^^,  la. quantité 
(^lï^^x)  (A — a:)  est  positive,  et  celle  qui*  est  com- 
prise sous  le,' radical  ,*  Test  aussi;  les  deux  racines* 
sont  donc  réelles  :'  celle  qui'réponil  au  signe  supé- 
rieur surpasse  ffy  et  doîl  être  rejetée;  Taulre  racine 
est  la  vraie  valeur  de  et' y  et  elle  est  connue,  puis- 
que celle  de  x,  qui  entre  dans  son  eifpres^n\  -est 
déterminée'  par  le  calcul  du  n*  précédent. 

Si  la  .^ear  de  -a:'  se-  trow^*  encore  pins*  petite 
moB'ky  on  ohercherA  llâévatîiCktt  d8^.^èa^  prodoild^ 
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par  nn  troisième  coup  de  piston  ;  mais  san»  taire 
de  nouveaux  calculs^  il  est  évident  qu'elle  se  dé- 
duira  de  la  valeur  de  x'y  comme  celle-ci  se  déduit 
de  la  valeur  de  x^  de  manière  qu'en  mettant  dans 
la  dernière  formule^  x'  à  la  place  de  o;^  et  prenant 
toujours  le  radical  avec  le  signe  — ,  on  aura  Télé- 
vation  de  Teau  au-dessus  du  niveau  du  réservoir^ 
après  le  troisième  coup  de  piston.  On  déterminera 
de  même  les  élévations  successives  de  ce  fluide  , 
jusqu^à  ce  qu'il  ait  atteint  la  paroi  EF. 

519.  Nous  avons  supposé  que  le  piston  descen* 
dait,  à  chaque  coup,  jusqu'en  EF\  si  cela  n'était 
pas,  il  pourrait  arriver  que  Feau  cessât  de  s'élever 
dans  le  cylindre  DE  y  et*  ne  parvint  jamais  jusqu'ea 
EFy  quoique  la  hauteur  de  EF  au-dessus  du  niveau 
du  réservoir  y  fût  moindre  que  16™^  4*  ^^  effets 
après  le  premier  coup  de  piston^  piar  exemple;  quand 
ce  corps  est  en  E^Fy  et  la  soupape  S  fermée,  la 
tatce  élaaliqiie  de  l'air  compris  entre  J^Fet  E'F  est 
réduite  à  {H — x).fg,  et  son  volume  est  égal  à  Im; 
si  le  piston  parcourt,  en  redescendant,  un  espace  t 
plus  petit  que  Ij^  de  manière  qu'il  s'arrête  à  une 
distance ,/— ,  /"delà  paroiJîi^,  le  volume  de  cette  por- 
tion d'air  deviendra  {lrr'l')ipi  par  conséquent  sa  force 
élastique  aura  pour  mesure,  la  quantité  {H — x).fg^ 
multipliée  par  le  rapport  du  volume  Un  au  voli^m« 

(l — F)m}  cette  force  sera  donc  égale  à  >  'Ti:/  ^  î 

mais  ,  pour  que  la  pi*ession  qu'elle  exerce  de  bas  ea 
haut  confre  Je  piaton^  puisse  forcer  la  sonpape  S' 
de  s'ouvirir  ^  il  £a«t  qo^elle  sarpasae  la  pression  atmo^ 
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sphérique  qui  agit  en  sens  contraire  sar  cette  sou* 
pape  ;  ii  faut  donc  qu'on  ait 

d'où  l'on  tire ,  en  réduisant ,  > 

xl<m,    ou     |<J. 

I 

g 

Doue  toutes  les  fois  que  le  rapport  -s  sera  ^  au  con- 
traire ,  plus  petit  que  ^>  la  soupape  S^  demeurera 

fermée;  il  y  aura  toujours  la  même  masse  d'air 
entre  la  cloison  EF  et  le  piston^  et  quand  cehii-ci 
sera  remonte  en  E^Fy  cet  air  reprendra  sa  force 
élastique  {H — x)'fgy  la  même  que  celle  de  l'air 
«compris  entre  EF  et  l'eau  élevée  en  dV  ;  la  sou- 
pape S  y  pressée  également  dans  les  deux  sens^  res- 
tera donc  aussi  fermée ,  et  l'eau  ne  bougera  pas  dans 
le  cylindre  ED.  De  cette  manière  le  piston  pourra 
continuer  de  jouer  indéfiniment  dans  le  cylindre 
EC^  sans  que  ni  l'une  ni  l'autre  des  deux  soupapes 
soit  ouverte  par  les  raréfactions  et  les  condensa* 
tions  successives  de  l'air  intérieur  y  et  aussi  y  sans 
que  Feau  soit  élevée  au-dessus  àea'V. 

Nous  voyons  par  là  qu'il  est  nécessaire  ^  pour 
qu'une  pompe  aspirante  produise  infailliblement 
son  effet^  que  le  piston  atteigne  en  descendant 
l'extrémité  du  cylindre  supérieur,  ou  du  moins ^ 
qu'il  en  approche  aussi  près  qu'il  est  possible. 

Sao.  Quand  une  fois  Teau  est  parrenue  dans  le 


58i  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

cylindre  supérieur  ^  on  peut  ensuite  Tëlever  à  telltf 
hauteur  que  Ton  veut  dans  ce  cylindre;  le  volume 
d'eau  que  chaque  coup  de  piston  fait  monter  est 
un  cylindre  qui  a  pour  hauteur  l'espace  parcoura 
par  le  piston^  et  pour  base  la  section  intérieure  du 
cylindre  CE;  en  multipliant  donc  ce  volume  par  le 
nomhre  de  coups  de  piston  qui  ont  lieu  en  un  tems 
donné  ,  et  en  supposant  que  le  piston  parcourt 
constamment  le  même  espace ,  on  aura^  pour  cet 
intervalle  de  tems,  la  quantité  d'eau  que  la  pompe 
fournit^  et  qui  s'écoule  par  l'orifice  O. 

Cette  évaluation  du  produit  d'une  pompe  aspî« 
tante  ^  se  trouverait  en  défaut ^  si  le  niveau  du 
réservoir  venait  à  s'abaisser  de  manière  que  la  plus 
grande  élévation  du  piston  au-dessus  de  ce  niveau^ 
devint  plus  grande  que  la  hauteur  H.  Le  mouvement 
de  l'eau  ne  serait  point  arrêté^  pourvu  que  la  hau- 
teur de  la  cloison  f'iP  au-dessus  du  niveau  du  réser- 
voir, fat  toujours  plus  petite  que^;  mais^  à  chaque 
coup^  le  piston  élèverait  un  moindre  volume  d'eaut 
Pour  le  faire  voir,  soit  efniie  section  du  cylindre 
EC  faite  à  une  hauteur  ff  au-dessus  du  niveau  du 
réservoir;  lorsque  le  piston  monte  et  que  la  soupape 
S  est  ouverte^  leau  ne  saurait  s'élever  au- dessus  de 
ef;  parvenue  à  ce  terme,  l'eau  s'arrêtera  donc,et  si  le 
piston  continue  àmonter,  lé  vide  se  fera  entre  ce  corps 
et  la  surface  de  l'eau  ;  la  soupape  S  se  fermera  et  elle 
interceptera  un  volume  d'eau  EFef^  égal  à  m(JH' — A); 
quand  le  piston  redescendra  jusqu'en  JFjP,  cettequan- 
titc  d'eau  passera  en  entier  au-dessus  de  la  soupape  S'; 
puis  elle  sera  emportée  par  le  piston  dans  son  ascen- 
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filon  suivante.  Ainsi ,  quoique  ce  corps  continue  de 
parcouriç  l'espace  EFE'F^j  en  montant  et  en  des* 
Cendant^  il  n'élèvera  cependant  que  la  portion  d'eau 
qui  remplit  l'espace  EFef}  de  sorte  <pte  le  Tolume 
d  eau  fourni  par  chaque  CQup  de  piston,  au  lieu  d'être 
constant  et  égal  à  ml^  sera  variable  et  égal  à  m  (H^^h)  : 
la  hauteur  h  dont  ce  volume  dépend^  augmente  à  me* 
sure  que  le  ni  veau  de  l'eau  s'abaisse  dans  le  réservoir; 
et  en  même  tems,  le  produit  des  coups  de  piston 
successifs  devient  de  plus  en  plus  petit. 

t 

521.  Si  l'on  excepte  le  cas  où  il  se  fait  un  vide  dans 
Tintérieur  de  la  pompe,  la  charge  du  piston^  pen- 
dant tout  le  tems  qu'il  s^élève  et  que  la  soupape  S 
est  ouverte^  est  égale  au  poids  d'un  cylindre  d'eau 
qui  aurait  pour  base  celle  du  piston  ou  Taire  m  de  la 
section  intérieure  du  cylindre  ECy  et  pour  hauteur 
l'élévation  de  l'eau  au-dessus  du  niveau  du  réservoiré 

En  effet,  considérons  d'abord  le  piston  avant  que. 
Veau  ne  soit  passée  au-dessus  de  ce  corps ,  et  quand 
il  existe  encore  une  portion  '  d'air  entre  lui  et  la 
surface  de  l'eau  ;  la  force  élastique  de  cet  air  jointe 
à  la  pression  de  la  colonne  d'eau  élevée ,  fait  équi- 
libre à  la  pression  de  l'air  extérieur,  et  pour  cette 
raison,  elle  est  égale  a  (^—  oc)fg  j  x  étant  la  hau- 
teur de  Teau  au-dessus  du  niveau  du  réservoir  ;  le 
piston  est  donc  pousse  verticalement  de  bas  en  haut^ 
par  une  force  égale  au  produit  de  l'aire  m^  multi-^ 
pliée  par  (/f— x) .  f^  ;  il  éprouve ,  en  sens  contrairci 
ia  pression  atmosphérique,  égale  à  Hfg.m^  relatif* 
rement  à  la  surface  m  ;  retranchant  dk>nc  la  première 
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de  la  seconde^   il  ^ient    fgxm^    pour  riolensifé 
.  4e  la  force  qui  pousse  le  piston  dâuis  le  sens  de  la 
pesanteur. 

Lorscju'une  partie  de  Feau  a  passe  an-^dessus  du 
piston  9  ce  corps  éprouTC  encore^  en  général ,  deux 
pressons  contraires  dont  il  fsiut  trouver  la  différence. 
Celle  qui  s'exerce  dans  le  sens  de  la  pesanteur  est 
égale  au  poids  de  la  colonne  d'eau  supérieure  au 
piston ,  augmenté  de  la  pression  atmosphérique;  elle 
sera  représentée  par  fgjm  +  fgHm\  en  désignant 
par  J'y  la  hauteur  verticale  de  cette  colonne  d'eau. 
Appelons  aussi j^^  la  hauteur  du  piston  au-dessus  du 
niveau  du  réservoir^  et$upposons^<;i5r.  Dans  cette 
hypothèse  y  il  n!y  aura  pas  de  vide  entre  Teau  et  le 
piston;  la  pression  atmosphérique  qui  s'exerce  sur 
la  surface  du  réservoir  d'eau  ^  tendra  à  élever  encore 
ce  fluide  dans  la  pompe  ^  et  le  piston  sera  poussé  de 
bas  en  haut  par  l'excès  de  cette  pression  sur   celle 
de  la  colonne  d'eau  dont  la  hauteur  est^,  c'est-à- 
dire,  par  une  force  égale  à  fgHm — fgfm.  En  re- 
tranchant cette  force  de  celle  qui  pousse  le  même 
corps  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  on  a  fg{j'+y)m^ 
pour  la  charge  qu'il  éprouve;  résultat  conforme  à 
l'énoncé  du  théorème,  puisque  J'^-f  est  l'éléva- 
tion totale  dereau  dans  la  pompe.  Si  Ton  avait^>^, 
il  y  aurait  un  vide  entre  l'eau  et  le  piston ,  de  sorte 
que  ce  corps  n'éprouverait  aucune  pression  de  baa 
en  haut;  la  charge  qu'il  supporterait,  serait  alors 
égale  à  fg{jr-^H)my  et  par  conséquent  plus  petite 
que/g^(7-f-y)/». 

11  résulte  de  là,  qu'en  général,  pour  élever  l'eau  à 

une 
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une  Kftuteur  donnée  par  le  moyen  d'une  pompe  4«pî?« 
rante^  îlfàul  appliquer  au  piston  une  foi^ce  capaÛd 
de  soutenir  et  de  faire  monter  le  poids  de  ce  corps^ 
augmente  du  poids  d'un  cylindre  d'eau  qui  aurait 
pour  base  celle  du  piston,  et  pour  hauteur  rëlëvation 
du  point  où  l'on  veut  élever  Teau  au-dessus  du  ni^ 
veau  du  réservoir.  Il  £aut  en  outre  que  cette  forcé 
puisse  vaincre  le  frottement  du  piston  contra  la 
^urfiaice  intérieure  du  cylindre  dans  lequel  il  se  meut. 
Quand  le  piston  descend^  le  frottement  est  le  seul 
obstacle  que  la  force  ait  à  surmonter  y  et  alors  elU 
est  favorisée  par  le  poids  même  de  ce  corps. 

5H2.  Nous  ne  nous  arrêterons  point  *a  décrire  les 
effets  delà' pompe  simplement  foulante,  et  nous 
allons  de  suite  considérer  celle  qui  est  à*la-foid 
foulante  et  aspirante* 

Dans  cette  pompe  (ûg.^S),  le  piston  ^^  n'est  pad 
percé  comme  dans  la  précédente;  il  joue  toujours 
dans  le  cylindre  supérieur  EC,  et  il  s^élève  et 
s^abaisse  successivement  au-^dessus  et  au-dessous 
d'un  orifice  Kj  pratiqué  latéralement  au  cylindre  ; 
a  cet  orifice  est  adapté  un  tuyau  recourbé  KLO, 
ouvert  à  son  extrémité  supérieure  ;  une  soupape  S^ 
attachée  fixement  au  point  £,  s'ouvre  de  bas  en  haut^ 
et  permet  à  Teau  de  passer  dans  la  partie  LO  de  ce 
tuyau;  c'est,  en  effet,  dans  ce  tuyau  qu'il  s'agil 
d'élever  l'eau  jusqu'en  un  point  donné  O,  d'où  elle 
s'écoule  ensuite  par  un  second  orifice  latéral* 

Le  piston  en  descendant  comprime  l'air  contenu 
.dans  le  cylindre  supérieur  et  dans  le  tuyau  KLj; 
2.  ^5 
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ret  âîr  comprimé  force  la  soupsqpe  S' de  s'onyrîr,  un* 
partie  s'échappe  par  cette  ouverture,  et  la  partie  qui 
•reste,  conserve  la  même  densité  et  la  même  force 
elastfque  que  Tair  extérieur.  Parvenu  an  point  JT, 
<oa  très-près  de  ce  point,  le  piston  cesse  de  descen- 
-drej îa  soupape  S'  se  £!erme  par  son  propre  poids; 
quand  le  piston  remonte,  l'aîr  contenu  entre  ce  corps 
et k paroi  EFy  se  dilate,  la  soupape  5 s'ouvre,  Faîr 
contenu  dans  le  cylindre  inférieur  se  dilate  égale* 
ment,  sa  force  élastique  diminue,  et  Team  monte 
dans  le  cjUndre  ED;  après  un  ou  plusieurs  coups  de 
piston  Teau  se  trouve  élevée  jusqu'en  EF,  ensuite 
une  partie  de  ce  fluide  passe  dans  le  cylindre  sapé* 
rieur,  et  l'on  voit  que  jusque-là  le  mécanisme  est 
le  même  que  celui  de  la  pompé  aspirante*  Comme 
le  piston  ne  descend  pas  plus  Las  que  le  point  K , 
il  est  possible,  d'après  la  remarque  du  n**  619,  que 
l'eau  cesse  de  monter  dans  le  cylindre  ED^  avant 
d'avoir  atteint  sot^  extrémité  j^jP,  quoique  là  bautèur 
de  £JP  au-dessus 'ilu  niveau  dn  réservoir,  soit  sup- 
posée plus  petite  que  10%  4*  Pour  obvier  a  cet  in- 
convénient dans  la  pratique  ^  on  a  Soin  de  placer  le 
tuyau  KL  très-près  de  la  cloison  EF.  Supposons 
donc  l'eau  parvenue  dans  le  cylindre  J^C  au-dessus  du 
point  K ,  par  exemple  euE^F^;  si  le  piston  s'arrête 
un  moment,  la  soupape  S  se  ferme^  et  quand  il  des- 
cend ensuite^  il  pousse  l'eau  devant  lui,  de  manière 
que  la  soupape  S'  est  forcée  de  s'ouvrir,  ce  qui  per- 
met a  l'eau  de  pénétrer  dans  le  tuyau  LO.  Le  pistou 
'descend  ainsi  jusqu'au  point  K;  il  demeure  un  ins- 
truit stationnaire,la  soupape  y  se  referme  aussitôt;^ 
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lepîàtOQ  se  relève, la  soupape  «9  s'ouvre  de  nouveau^ 
et  Teau  suit  le  piston,  du  moins  tant  que  ce  corps 
xie  sMlève  pask  une  hauteur  plus  grande  que  10%  4^ 
au-dessus  du  niveau  du  réservoir. 

On  conçoit  maintenant  que  chaque  fols  que  le 
piston  s'élève  du  point  K  jtkâqu'en  E'F'y  il  passe  du 
cylindre  inférieur  dans  le  cylindre  supérieur,  un 
vohinM  d'ëau  qui  remplit  '  l'espace  compris  entre 
E^F'  et  le  point  Â*;  et  chaque  fois  que  le  piston  re- 
tient de  j^/^  au  point  K^  w^  pareil  volume  d'eau 
passe  dans  le  lûyau  ZO.  Ainsi  le  produit  de  chaque 
coup  de  piston  est  un  volunie  d'eau  équivalent  à  ua 
cylindre  qui  aurait  pour  base,  celle  du  cylindre  EC, 
et  pom*  hauteur ^  Tespace  parcouru  p^  le  piston. 
'  La  charge  que  ce  corps  supporte  n'est  pas  la  même 
quand  il  monte  et  quand  il  descend.  Pour  la  déter-* 
miner,  considérons  le  piston  dans  une  position 
quelconque ,  par  exemple  ^  lorsqu'il  est  en  ef;  s'il 
monte  à  cet  instant,  la  soUpape  S  sera  ouverte,  et 
la  soupape  y  sera  au  contraire  fermée  ;  or,  on  verra 
par  un  raisonnement  semblaUe  &  celu^  du  n**  pré- 
cédent, que  ce  corps  est  ^ors  poussé  dans  le  sens 
de  la  pesanteur,  par  une  force  égale  au  poids  d'ua 
cylindre  d'eau  qui  aurait  pour  base  celle  du  piston  y 
et  pour  hauteur  celle  de  ef  au-dessus  du  niveau  du 
réservoir,  c'est-à-dire^  la  longueur  de  la  colonne 
d'eau  élevée  dans  la  pompe.  Lorsque  le  pislon  des- 
cend, c'est  la  soupape  S^  qui  est  feimée  et  la  sou« 
pape  y  est  ouverte;  k  étant  le  point  ou  le  plan  ho-« 
rizontal  de  la  section  ef  vient  couper  le  tuyau  JSTO, 
la  portion  d  eau  comprise  au-dessous  de  ce  point  et 


25.  . 
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de  efy  est  en  équilibre  d'elle-même  (a*  5o8)^  et  elle 
n'exerce  aucune  pression  sur  le  pisten  situé  en  ef; 
mais  la  colonne  d'eau  élevée  dans  le  tuyau  LOy  au* 
dessus  du  point  k^  exerce  sur  la  base  du  piston  une 
pression  dirigée  de  bas  en  haut  et  proportionnelle 
à  sa  hauteur  verticale.  D'où  il  suit  que  pendant  qu'il 
descend^  le  pi|^on  est  ropdussé  de  bas  en  haut  par 
une  force  égale  au  poids  d'un  cylindre  d'eau  qui 
aurait  pour  base  celle  «de  ce  corps ^  et  pour  hauteur 
l'élévation  de  l'eau  dans  le  tuyau  LO,  au-dessus  de 
la  position  actuelle  du  piston.  Je  n'ai  point  égard ^ 
dans  cette  évaluation,  à  la  pression  de  la  colonne 
atmosphérique  qui  s'appuie  sur  le  piston  et  qui  le 
pousse  en  en  bas,  parce  que  le  tuyau  ZO  étant  ouvert 
k  sa  partie  supérieure ,  cette  pression  est  détruite  par 
celle  de  l'air  extérieur  qui  a  lieu  à  l'extrémité  de  ce 
tuyau.  Connaissant  la  charge  du  piston ,  le  poids  de 
ce  corps,  le  frottement  qu'il  éprouve  dans  l'intérieur 
de  la  pompe,  on  déterminera  dans  chaque  cas,  l'eif- 
fort  qu'il  fkut  faire  et  la  force  qu'on  doit  employer 
pour  mouvoir  le  piston  et  pour  élever  Teau  à  uno 
bsluteur  donner  dans  le  tuyau  LO* 
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CHAPITRE  IV. 

DE  L'ÉQOILIBRE  DES  CORPS  FLOTTANS. 

525.  Jr  ouR  qu'un  corps  pesant  puisse  se  tenir  enr 
équilibre  à  la  surface  d'un  fluide  stagnant,  il  est 
nécessaire  que  son  poids  soit  plus  petit  que  celui 
d'un  volume  du  fluide  égal  au  sien.  Cette  règle 
générale  souffre  cependant  une  exception ,  relative- 
ment aux  corps  d'un  très-petit  volume^  formés 
d'une  matière  qui  n'exerce  aucune  attraction  sur  les 
molécules  du  fluide ,  ou  dont  l'action  est  beaucoup 
plus  faible  que  celle  du  fluide  sur  lui-même.  Dans 
ce  cas  le  fluide  s'abaisse  au-dessous  de  son  niveau  ^ 
autour  du  corps  flottant;  il  se  forme  un  vide  près 
de  sa  surface  ;  on  peut  regarder  cet  espace  vide 
comme  £iisant  partie  du  volume  ducorp&y  età  raisoir 
de  cette  augmentation  de  volume^  on.  conçoit  quà 
le  corps  peut  surnager  y  quoique  sa  pesanteur  spé-^ 
cifîque  soit  plus  grande  que  celte  du  fluide.  Afiiv 
de  n'avoir  pas  à  tenir  compte  de  cet  effet,  nous- 
supposerons  aux  corps  flottans^^que  nçus  allons  con-» 
sidérer  y  un  volume  assez  grand  pour  que  Tespaca 
vide  qui  peut  se  former  autour  d'eux,  et  qui  est 
toujours  fort  petit,  puisse  ctrenégb'gé^  sans  erreur- 
sensible  par  rapport  à  ce  volume. 

La  condilioa  que  le  poids  du  corps  soit  plqspetAf 
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que  celui  du  fluide  sous  le  même    volume  ,  étant 
remplie^  le  corps  s'enfonce  dans  le  fluide  y  jusqu  a 
ce  que  le  poids  du  fluide  déplacé  soit  devenu  égal  à 
celui  du  corps;  et  lorsque  ces  deux  poids  sontégaux^ 
le  corps  reste  en  équilibre,  si  son  centre  de  gravité 
et  celui  du  fluide  déplacé^  se  trouvent  sur  une  même 
verticale  (n*  5oi),  Relativement  aux  corps  homo*- 
gènes ,  ce  second  centre  de  gravité  coïncide  avec 
celui  de  la  partie  du  corps,  plongée  dans  le  fluide; 
pour  que  le  poids  du  fluide  déplacé  soit  égal  à  celui 
du  corps  y  il  £siut  que  les  densités  soient  en  raison 
inverse  des  volumes,  ou  que  le  volume  de  la  partie 
plongée  soit  au  volume  entier  du  corps,  comme  sa 
densité  est  à  celle  du  fluide;  il  s'ensuit  donc  que  la 
recherche  des  positions  d*équilibre  d'un  corps  ho- 
çiogène,  placé  à  la  surface  d  un  fluide  d'une  densité 
donnée  et  plus  grande  que  celle  du  corps  ^  se  réduit 
h  un  problème  de  pure  géométrie ,  dont  l'énoncé 
est  fort  simple  :  il  s'agit  de  couper  le  corps  par  ua 
plan,  de  manière  que  le,  volume  d'un  des  segmens 
soit  à  celui  du  corps  entier,  dans  nn  rapport  donné  , 
€t  que  les  centres  de  gravité  de  ce  segment  et  du 
corps,  se  trouvent  sur  une  même  perpendiculaire 
au  plan  coupant. 

Dans  chaque  cas  particulier,  on  exprimera  ces  deux 
conditions  par  des  équations  dont  la  solution  com- 
plète fera  connaître  toutes  les  directions  qu'on  pçut 
donner  au  plan  coupant,  et  d'où  résulteront  autant  de 
positions  d'équilibre  du  corps.Quelquefois,le nombre 
de  ces  positions  sera  infini,  comme,  par  exem^ 
pie,  dans  lecas  des  solides  de  révolution  dont  l'axe  de 
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figure  est  horizontal  ;  d'autres  fois^  ce  uocpbre  sera 
fiai  et  déterminé:  mais  il  serait  difGcile  de  démon-* 
trer ,  a  priori  y  qu'il  y  a  toujours  au  moins  une  po- 
sition d'équilibre^  quelle  que  soit  la  forme  do  corpé* 

•  *  ■ 

524.  Je  choisirai  pour  exemple  du  proltlèjcaç  rçla^ 
tif  aux  positions  d'équilibre  des  corps  homogènes ,  le 
cas  d'unprisD(ie  droit  et  triangulaire  ^considéré  dans 
unepositionrenyersée,c'est-à-dire,dans  une  position 
où  ses  arêtes  sont  horizontales  y  et  où  ^par  conséquenf , 
le  plan  coupant  leur  est  parallèle.  Toutes  les  fois 
qu'il  s'agit  d'uncorps  prismatique  ou  cylindrique^doat 
les  bases  sont  perpendiculaires  aux  arêtes  ^  et  que 
Ton  place  horizontalement^  il  est  évident  que  les 
positions  d'équiKbre  sont  indépendantes  de  la  di^ 
tance  des  bases  ;  on  peut  donc  &ire  abstraction  db 
la  longueur  du  corps  ,  et  il  suiEt  de  déterminer  hi 
Egne  d'intei'section  du  plan  coupant  avec  Fune 
des  deux  bases  ;  de  sorte  que  }e  problème  dépend 
alors  de  la  géoniéuîe  à  deux  dimensions  seulement* 

Soit  donc  ABC  (Og.  4^)  l'une  des  bases  du  prisme 
donné.  Il  peut  arriver  que  deux  sommets  soient  plon^ 
gés  dans  le  fluide^  ou  qu'il  n'y  en  ait  qu'un  seul,  ce 
qui  présente  deux  cas  diâerens  à  considérer  :  j'exa;mi« 
neraid'abocd  le  second^  et  nous  verrons  ensuite  com- 
ment le  premier  s'y  ramène.  Ainsi,  je  suppose  que  le, 
sommet  C  soit  seul  plongé  dans  le  fluide,  et  .que- 
mn  soit  l'intersection  du  plan  coupant  avec  le  plati 
de  la  base ,  laquelle  intersection  représente  le  ni* 
veau  du  fluide.  J'appelle  a^  by  Cy  les  côtés  donnes 
du  triangle  ABC  y  qui  sont  respectivement  opposés 
aux  angles^,  Bj  C,.et  a?.et^  les  cotés  inconnus  Ci^ 
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et  Cm  du  triangle  en  Cnm  ;  de  «orte  qu'on  ait 

BC=a^    JC=zb,    AB-=zc^    Cn=x,    Cm=Y. 

La  snrjBaLce  d*un  triangle  quelconque  est  égale  au 
produit  de  deux  de  ses  côtés  ^  multiplié  par  la  moitié 
du  sinus  de  Tangle  compris;  on  aura  donc 

•  *  I 

a  a    •'^ 

le  prisme  entier  et  le  prisme  plongé  dans  le  fluide 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  JlBC  et  mnCj 
puisqu'ils  ont  même  hauteur;  on  doit  donc  avoir 

mnC:  ABC\\  r:  i, 

r  étant  une  quantité  plus  petite  que  Funité^  qui  dé* 
:6igne  la  densité  du  corps  flottant^  celle  du  fluide 
^tant  prise  pour  unité;  mettant  pour  ABC  et  nuiC^ 
leurs  valeurs^  et  supprimant  le  £aicteur.  commun 
iiu ,  C^  cette  proportion  donne 

xy  =  rab.  (i) 

Maintenant  soit  D  le  milieu  de  la  base  jiB\ 
metions  la  ligne  CD^  et  prenons^  sur  cette  droite  , 

'  DQz=.Ti .  DCy  le  point  G  sera  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  ABC  (n*  107);  de  même  k  étant 
le  milieu  de  mriy  si  Ton  prend  A:^^  égal  au  tiers  de 
hC^  le  point  g^  sera  le  centre  de  gravité  de /unC;  la 
droite  Gg  devra  donc  être  perpendiculaire  à  la  ligne 
vxn\  mais  à  cause  que  les  lignes  CD  et  Ck  sont 
coupées  en  parties  proportionnelles  aux  points  G 
et  g ,  les  droites  Dk  et  Gg  sont  parallèles;  donc 
la  droite  Z?/c,  qui  joint  les  .milieux  des  deux  bases 


r    f  Va 
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AB  et  mriy  est  aussi  perpendiculaire  à  mn;  par 
conséquent^  les  deux  droites Z>i7i  et  Dn  sont  égales. 
Réciproquement^  si  Ton  a  Dm^szDn,  la  droite  Dk 
sera  perpendiculaire  à  /rm^  ainsi  que  sa  parallèle  Gg; 
donc  pour  que  la  droite  qui  joint  les  deux  centres 
de  gravité  G  ci  g  y  soit  perpendiculaire  à  Tinterseo* 
tion  mn  du  plan  coupant ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  les  valeurs  des  deux  quantités  Dm  et  Dn  soient 
égales  entre  elles. 

Pour  avoir  ees  valeurs ,  fiiisops  CDzszhy  et  dé- 
signons par  CL  et  €  y  les  deux  parties  DCn  et  DCm 
de  lapgle  C;  en  considérant  le  triangle  CDm y  oa 
aura 

le  triangle  CDn  donnera  de  même 
égalant  ces  valeurs  de  Dm  et  Dn  y  il  vient 

V     y»— .3Ay.co8.C=x*— a/ior.cos.fit.         (a) 

Cette  équation  et  la  précédente  xjz=z  rahy  expriment 
les  deux  conditions  du  problème^  et  suffisent  pour 
déterminer  les  inconnues  x  e\y. 

En  éliminant  y  entre  ces  deux  équations  y  on 
trouve^  toute  réduction  faite ^ 

on  tirera  donc  la  valeur  de  j:?  ,  de  cette  équation  d» 

Tah 

quatrième  degré^et  l'on  aura/=  ^  ^  pour  la  valeur 
correspondant^  dç^. 
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5a5.  On  il^montre  dans  les  Elémens  d'À%è]irf  ; 
que  toute  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier 
terme  est  négatif^  a  deux  racines  réelles^  lune  po- 
sitive et  l'autre  négative;  l'équation  (5)  aura  donc 
toujours  deux  semblables  racines;  mais  les  deuic 
antres  poui^ront  être  réelles  ou  imaginaires.  Si  les 
quatre  racines  de  l'équation  (5)  sont  réelles^  la  règle 
de  Descaries  fait  voir  qu'il  y  en  aura  trois  posi- 
tives et  une  seule  négative;  car  en  considérant  les 
•signes  des  termes   de  cette  équation  ^  soit  qu'on 
suppose  le^  signe  +  ou  le  signe  — ,  au  troisième 
ternie   qu'on  y  peut  rétablir  a^ec  un  coefficient 
nul ,    on  trouve  toujours  trois  variations  et  une 
pemianence  de  signes  y  ce  qui  annonce  trois  racines 
positives  et  une  racine  négative.  Les  inconnues 
xeijTj  qui  sont  les  côtés  CneX  Cm  du  triangle  plongé 
dans  le  fluide  ^  ne  peuvent  être  que  des  quantités 
positives  y  et  déplus^  ces  quantités  doivent  être  res- 
pectivement plus  petites  que  les  côtés  C^et  CJdu 
triangle  CAB\  on  rejetera  donc,  comme  étrangère 
à  la  question,  laracine  négative  de  l'équation  (3%  et 
pour  la  même  raison,  on  n'admettra  pas  les  racines 
positives  qui  seront  plus  grandes  que  a ,  ou  bien 
celles  qui  étant  plus  petites  que  a ,  donneront  pour 
y  des  valeurs  plus  grandes  que  J.  Ainsi ,  il  y  aura 
au  plus  trois  positions  d  équilibre  dans  lesquelles  le 
sommet  C  est  seul  plongé  dans  le  fluide. 

Si  l'on  suppose  le  sommet  Chors  du  fluide^  et  les 
deux  sommets^ et ^,  au-dessous  du  niveau  ma ,  le 
problème  sera  le  même  que  dans  le  cas  précédent, 
avec  cette  seule  diiTérence^  qne  l'on  devra  rçmpla?» 


m0\*^0—^~ 
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ter  la  densité  r  par  i-^r  dans  les  équations  (i)  et 
(3).  En  effet ,  à  cause  que  les  centres  de^  gravité  du 
triangle  jiJPC  et  de  ses  deux  parties  Cmn  et  mnJB 
sont  rangés  sur  une  niénae  droite  ^  il  faudra  tou- 
jours que  les  triangles  Cmn  et  CAB^  aient  leurs 
centres  de  gravité  sûr  une  droite  perpendiculaire  à 
la  ligne  ma  y  de  sorte  que  l'on  aura  d'abord  l'équa- 
tion  (â)  sans  aucun  changement.  D'ailleurs^    la 

proportion 

mnAB  \  CAS  ::  r  :  1 1 

se  change  en  celle-ci  : 

C7nn\  CABW  i  — r:  i; 

% 

d*où  Ton  conclut  cette  équation  : 

qui  remplaecra  l'équation  xjriszrab  du  n*  précédent* 
Si  l'on  en  fait  usage  pour  éliminer  l'inconnue  j  , 
darjLS  l'équation  (2),  on  retrouvera  l'équation  (5) 
dans  laquelle  r  sera  remplacée  par  i — r;  c'est-à-» 
dire  qu'on  aura 


D'après  ce  résultat  et  en  raisonnant  comme  pré*- 
cédemment^  nous  voyons  qu'il  y  a  trois  ou  un  plus 
petit  nombre  de  positions  d'équilibre»  pour  les-^ 
quelles  les  deux  sommets  At\B  sont  plongés  dana 
le  fluide. 

En  considérant  successivement  chacun  des  som^ 
mets  A^B^C^  et  exaaunant^  pour  chaque  sommet^ 
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le  cas  où  il  est  plongé  dans  le  fluide  et  le  cas  où  il 
est  hors  du  fluide  ^  on  déterminera  toutes  les  posi- 
tions d'équilibre  horizontales  du  prisme  donné.  Or^ 
il  résulte  de  notre  analyse  que  le  nombre  de  ces  po* 
sitions  n'excédera  jamais  le  nombre  18^  mais  qu'il 
pourra  souvent  être  moindre. 

Snô.  Lorsque  le  triangle  jàBC  est  isocèle  (fig«47)> 
le  calcul  des  positions  d*équilibre  devient  un  peu  plus 
simple  :  en  supposant  AC:=^BCy  et  le  sommet  C 
plongé  dans  le  fluide  y  on  peut  se  passer  de  la  réso* 
lution  de  l'équation  (S),  et  résoudre  directement 
les  équations  (i)  et  (2).  Dans  ce  cas^  la  droite  CD 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de ^^;  le  triangle 
rectangle  JDC  donne 

A»==a* — -  .c*,     a.co$.«=&  ; 
4 

gu]>stituant  ces  valeurs  et  faisant  en  outre  h^izay 
C=«^dansleséquations(i)et  (3)^  elles  deviennent 

Ou  y  satisfait  d^abord  en  prenant 

y  =  a?î=ai/r; 

à  cause  que  r<  i ,  on  a  aussi  a  ^r<Ca;  ces  valeurs- 
de^  et  X  sont  donc  admissibles,  et  il  en  résulte 
une  première  position  d'équilibre  dans  laquelle  les 
deux  côtés  Cm  et  Cn  sont  égaux.  Dans  cette  posi-» 
lion^  la  basQ  ^jB  çst  horizontale  ^  ou  parallèle  » 


\ 
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la  ligne  mn;  maïs  il  peut  en  exister  d'autres^  pour 
lesquelles  cette  base  soit  iaclinëe. 

En  effet,  en  supprimant  le  Êicteur  jr-^^x  dans  la 
âeconde  équation,  il  vient 

celle-ci  et  l'équation  jrx  =:  m*,  donnent  la  somme 
et  le  produit  des  deux  inconnues  x  etjr  ;  ces  quan- 
tités sont  donc  les  deux  racines  différentes  d  un# 
même  équation  du  second  degré ,  de  manière  qu'on 
a^  en  formant  et  résolvant  cette  équation  , 

yonx^ — ^ ; 

on  prendra  successivement  chacune  de  ces  deuxraci-' 
];iespour  x  et  l'autre  pour^^  et  quand  ces  racines 
seront  réelles  et  que  chacune  d'elles  sera  plus  petite 
que  a  ^  il  en  résultera  deux  nouvelles  positions 
d'équilibre.  Si  le  radical  est  nul,l^  deux  racines  de- 
viennent égales;  il  n'y  a  plus  qu'une  position  d'équî* 
libre ,  qui  se  confond  avec  celle  qu'on  a  déjà 
trouvée;  car,  pour  que  le  radical  disparaisse,  il 

faut  qu'on  ait  4/1»— c»s==4<»**  V^'j    ^^   ^^î   donna 

D'après  la  remarque  du  n*  précédent,  nous  dé-, 
terminerons  les  positions  d'équilibre  pour  lesquelles 
la  base  JB  est  plongSe  dans  le  fluide,  en  mettant 
x..^r  àla  place  de  r  dans  les  formules  relatives  au 
cas  contraire.  Il  y  aura  donc  toujours  une  première 
position  pour  laquelle  cette  base  sera  horizontale: 
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les  c^tës  X  eXy  du  triangle  Crim^  rituë,  dans  ee  ca^^ 
liors  du  fluide ,  seront  alors  égaux  entre  eux  y  et 
auront  pour  Taleur  commune 

Il  pourra  en  outre  exister  deux  autres  positions 
correspondantes  à  une  direction  inclinée  de  ia  base 
ABy  ou  a  des  râleurs  inégales  de  Jr  et^^  qui  seront 
exprimées  par 

A<^-^±^  V/(4a^-c^)--,g(^  -rV. 

aPoujr  = ^ 

Say.  Pour  préciser  davantage  ces  résultats  ^  ap- 
pliquons-les au  cas  d  un  triangle  équilatéral  y  ce  qui 
se  réduit  à  faire  cznza  y  dans  toutes  ces  fbrmoles. 
Les  valeurs  égales  de  x  et  J^y  ne  «eront  pas  dua** 
gées  'y  leurs  valeurs  inégales  deviendront 

dans  le  cas  d^un  seul  sommet  plongé  dans  te  fluide^  et 


y 


4  * 

dans  le  cas  contraire  :  il  s'agit  de  savoir  quelle  doit 
être  la  densité  ty  pour  que  ces  valeurs  soient  réelles 
et  toutes  deux  plus  petites  que  a. 

Or,  si  l'on  a  r<-j^  et>^,  la  première  fomrole 
sera  réelle ,  vt  ses  deux  valeurs  seront  l'une  et  l'autre 
plus  petites  que  a;  hors  de  ces  limites  y  cette  ibrmul# 


LiVRE  IV.  HYDROSTATIQUE:      «gg 

fera  ittiagîndire  ^  on  bien^  Tune  de  ses  deux  valeursy 
<!eUe  qui  ré{>ond  a«i  KÎgiie  supérieur ,  deviendra  pluà 
grande  '<|ue  a;  et  de  même,  pour  que  les  valeurs 
^e  la  seconde  formule  soient  réelles  et  plus  petites 
que  a,  il  est  tiéie^ssaire  et  il  suffit  que  Ton  ait  r<C^^ 
>  Tô*  O»*  voit  *on^  <r>«  depuis  r=:  ^ ,  jusqu'à  r=r| ,  la 
}>remiérd  fotifnulesera  seule  admissible;  que  ce  sert 
au  contfeâre  là  seconde  depuis  7-===^ ,  jusqu'à  rsss-^; 
et  que  pour  r^-^,  ou  r<fg,  léB  deux  formule» 
devront  être  rejetées. 

Comme  le  triangle  ABC  e%\  supposé  équîlatéral^ 
tout  est  semblable  par  rapport  à'  chacun  de  ses 
sommets  ^  de  sorte  que  le  nooibre  total  des  posi-» 
lions  d'équilibre,  sera  nécessairement  un  multiple 
de  trois.  Ce  nombre  sera  égal  *  6  oh  à  12^  c'est- 
à-dire,  qu'un  prisme  triangulaire  et  à  base  éqiiila« 
lérale,  flottant  à  la  surface  d'un  flidde  d'une  densât« 
m<Mttdre  que  ia  sienne,  a  toujours  ou  douze  ou  s» 
positions  d'équiKbre  iiorizontalesi  j'il  en  a  donze^ 
<{uand  le  rapport  de  sa  densité  à  celle  du  fluide  ^ 
est  compris  enlire  les  deux  fractions  iV  ^t  1^;  ^^  ^ 
seulement,  quaiïd  ce  rapport  toml>e  hors  de  ces  Vk:^ 
mites.  Dans  le  cas  de  dou^e  positions ,  il  y  en  a  neuf 
ou  trois  pour  lesquelles  mi  aeul  eoùmaet  est  ]dôngé 
dans  le  fluide,  selon  que  la  densité  da  oorpe  estpiiii 
grande  ou  plus  petite  que  la  moitié  de  la  densité  du 
fluide. 

528.  Outre  leurs  positions  d'équilibre  horizon- 
tales, les  corps  prismatiques  ou  cylindriques  termit 
nés  par  des  bases  perpendiculaires  à  leurs  arêtes^ 
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ont  aussi  des  positions  verticales  dans  lescpellei 
leurs  bases  sont  parallèles  au  niveau  du  fluide^  et 
qui  sont  doubles  pour  chaque  corps  ^  parce  qud  Tune 
ou  l'autre  des  deux  bases  peut  être  plongée  dans 
le  fluide.  Il  ne  s'agit  alors  que  de  déterminer  ren- 
foncement du  corps  dans  le  fluide,  et  pour  cela  on 
prendra  sur  Time  des  arêtes,  à.  partir  de  la  base 
plongée  y  une  partie  qui  soit  à  la  longueur  entière 
de  Taréle,  comme  la  densité  du  corps  est  à  celle 
du  fluide  :  le  volume  du  prisme  plongé  sera  au  va-^ 
lume  du  prisme  entier  dans  le  même  rapport. 

Les  solides  dé  révolution  ont  de  même  deux  po«- 
sitions  d'équilibre  dans  lesquelles  l'axe  de  figure  est 
vertical,  et  qui  sont  faciles  à  déterminer  pour  chaque 
solide  en  particulier.  Si,  par  exemple,  le  solide  est 
tm  cône  droit ,  il  pourra  demeurer  en  équilibre  , 
quand  le  sommet. sera  plongé  dans  le  fluide ,  et  lors- 
qu'il en  sera  dehors  :  dans  le  premier  cas,  le  solide 
plongé seraun^CQne  semblable  au  cône  entier;  leurs 
volumes  seront  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs 
hauteurs-;  donc  en  appelant  a:  la  hauteur  du  premier 
cône ,  où  la  partie  de  l'axe  de  .figure  ^  plongée  dans 
le  fluide ,  A  la  hauteur  du  cône  entier ,  et  r  le  rap- 
port de  la  densité  de  ce  corps  à  celle  du  fluide  ,  il 
ûttdra  qu'on  ait 

ar*:  A^  ::r:  Il 

3 

d'où  Ton  tire  a::s=h.  \/p.  Dans  le  second,  on  trou- 


vera h—jrzah.  \^r,onj=:h(i'^\^)^  en  dési- 
gnant 


1 
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gaani  par^,  la  hauteur  du  cône  tronqué^  plonge 
daus  le  fluide. 

En  général,  les  corps  qui  sont  symétriques  par 
rapport  à  une  droite,  jouissent  de  la  même  propriété 
que  les  prismes  et  les  solides  de  révolution.  J'en- 
tends ici  par  corps  spnéiriçue,  un  corps  homogène 
ou  hétérogène ,   composé  d'une  suite  de  tranches 
perpendiculaires  k  une  même  droite^  d'une  épais- 
seur infiniment  petite ,  et  qui  ont  toutes  leurs  cen- 
tres de  gravité  sur  cette  droite ,  que  j'appellerai  Yaxe 
du  corps.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  partage 
un  corps  de  cette  espèce  en  deux  parties  dont  chacune 
a  son  centre  de  gravité  sur  l'axe,  ainsi  que  le  corps 
entier  ;  parconséquent,  en  tenant  l'axe  vertical,  et  en 
plongeant  une  partie  du  corps  dans  un  fluide^  on  sera 
toujours  certain  que  le  centre  de  gravité  de  la  partie 
plongée  et  celui  du  corps  entier,  seront  sur  une 
même  verticale;  de  sorte  qu'il  sufBra,  pour  l'équi^ 
libre  ^  que  le  poids  du  fluide  déplacé  soit  égal  au 
poids  entier  du  corps.  Cette  égalité  sera  toujours 
possible^  si  la  densité  du  corps,  quand  il  est  homo- 
gène^ ou  sa  densité  moyenne,  quand  il  est  hétéro- 
gène ,  est  plus  petite  que  celle  du  fluide  ;  d'où  l'ofl 
peut  conclure  que  dans  ce  cas  le  corps  a  deux 
positions  d'équilibre,  inverses  l'une  de  l'autre^  et 
dans  lesquelles  son  axe  est  vertical. 

L'instrument  qu'on  appelle  aréomètre  ou  pèse^ 
liqueur  y  est;  un  corps  symétrique  par  rapport  à  un 
axe  vertical;  on  l'emploie  à  comparer  entre  elles  les 
densités  de  difiërens  fluides ,  dont  il  indique  les  rap- 
ports par  ses  difi^érens  degrés  d'eufoncemeat  dans 

'a.  16 
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.  C€S  fluides  f  on  le  &it  aussi  servir  d'une  manière 
ingénieuse^  ii  déterminer  la  pesanteur  spécifique 
des  corps  solides  (^). 

dag.  Les  diverses  positions  d'équilibre  d'un  même 
corps  solide  flottant  à  la  aiurfiice  d'un  fluide  ^  jonis- 
tent  d'une  propriété  remarquable^  qui  peut  se  dé« 
montrer  sans  aucun  calcul*  Supposons  qu*on  Cuse 
touruCT  le  corps  autour  d'un  axe  mobile  ^  assu)éti  k 
rester  constamment  parallèle  à  une  droite  fixe  et 
lioriaontale  ;  et  que  de  cette  manière  on  le  fiisse  passer 
successivement  par  toutes  ses  positions  d'équilibre  ^ 
dans  lesquelles  c^t  axe  a  cette  direction;  je  dis  que 
les  positions  d'équilibre  stable  et  non<*atable  ^  se  suc- 
céderont alternativement^  de  sorte  que  s'il  part 
d'une  position  d  équilibre  stable ,  la  seconde  posi«- 
lion  d'équilibre  qu'il  rencontrera^  ue  sera  pas  stable, 
■la  troisième  le  sera,  la  quatrième  ne  le  sera  pas;  et 
ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu^il  soit  revenu  à  sa  po- 
sition primitive. 

En  effet,  tant  qu'il  sera  encore  très-voiôn  de  sa 
.position  primitive^  il  tendra  à  y  revenir ,  puisque 
^^ette  position  est  suj^sée  stable;  cette  tendance 
diminuera  graduellement,  et  enfin  le  cch^  tendra 
à  s'écarter  de  cette  position  ;  mais  avan|t  que  cette 
tendance  change ,  pour  ainsi  dire  ^  da  signe ,  il  J 
aura  une  position  dans  laquelle  elle  sera  nulle  j  et 
où  le  corps  ne  tendra  ni  a  revenir  à  sa  position  pri^ 
mitive,  ni  à  s'en  écarter  davantage  ;  ce  sera  donc  sa 

(*)  Yoycz,  iur  €c  point,  U  Droite  de  Physique  de  M.  Haiij. 
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tetonde  position  d'équilibre;  or^  on  voit  quVn  deçà 
de  cette  position ,  le  corps  tend  à  revenir  à  la  pre- 
mière j  par  conséquent  à  s'écai'ter  de  la  seconde  : 
au-delà  de  cette  même  position  ^  le  corps  tend  à 
s'écarter  de  la  pfemière^  et  en  même  tems  de  la 
seconde;  donc  la  seconde  position  d'équilibre  n*est 
pas  stable,  puisque  de  part  et  d'autre  de  cette  po- 
sition y  le  corps  tend  à  s^en  écarter  davantage.  Lors* 
qu'il  a  dépassé  sa  seconde  position  d'équilibre,  sa 
tendance  à  s'en  écarter  diminue  continuellement  ; 
elle  devient  nulle  ;  puis  le  corps  teAd  à  revenir  à 
cette  seconde  position.  La  position  on  cette  ten-* 
dance  est  nulle ,  est  une  troisième  position  d'équi-* 
libre  ,  qui  est  évidemment  stable;  car  en-deçà  et 
au-delà,  le  corps  tend  à  y  revenir,  soit  pour  s'éloi*** 
gner^  soit  pour  se  rapprocher  de  la  seconde  posi-* 
tion.  Si  la  troisième  position  est  stable ,  on  prou^ 
yera  par  notre  même  raisonnement  que  la  quatrièmei 
tie  l'est  pas;  et  la  quatrième  ne  l'étang  pas,  la  cîn-^ 
quième  le  sera,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  quand  le  corps  sera  revenu  à  sa  position 
initiale  ^  il  aura  nécessairement  passé  par  un  nombre 
pair  de  positions  d'équilibre,  alternativement  stable 
et  non  stable.  Par  exemple,  si  l'on  fait  tourner  autour 
d'une  droite  horizontale,  le  prisme  équilatéral  que 
nous  venons  de  considérer  (n*  Siiy) ,  il  passera  par 
les  six  ou  par  les  douze  positions  d'équilibre  que 
nous  avons  déterminées  ;  or  ^  la  moitié  de  ces  po- 
sitions répondra  à  des  états  stables,  et  l'autre  moitié 
ii  des  états  non  sliables;  et  les  positions  d'équilibre 

â6. . 
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de  Tune  el  de  laatre  espèce^  m  saccéderont  alter^ 

nabTemenL 

53o.  Il  est  important  de  savoir  distingaer  l'équi- 
libre stable  d'un  corps  flottaat^  de  celui  qui  ne  Test 
pas.  On  a  pour  cela  ane  règle  générale  y  qai  s'ap- 
plique à  tous  les  cas ,  et  qui  se  déduit  du  principe 
i.es  forces  vives  (n*'469);  mais  avant  de  la  &ire 
connaître ,  je  crois  utile  de  considérer  on  cas  par- 
ticulier qui  se  présente  souvent ,  et  dans  lequel  la 
stabilité  dépend  d'une  condition  très-facile  à  vérifier. 

Ce  cas  est  celui  d'un  corps  qui  est  partagé  par 
un  plan  vertical  CED  (fig.  48)  en  deux  parties  par- 
faitement semblables,  et  pour  la  forme  ^  et  pour  la 
densité.  On  suppose  de  plus^  que  l'on  écarte  ce  corps 
de  sa  position  d'équilibre ,  de  manière  que  cette  sec- 
lion  CED  reste  verticale^  et  qu'après  l'avoir  ainsi  dé- 
rangé^ on  l'abandonne  à  lui-même  sans  lui  imprimer 
aucune  vitesse  initiale  :  de  cette  manière  la  seclioa 
Ci?Z7 demeurera  dans  un  même  plan  vertical^  pen- 
dant tout  le  mouvement  du  corps  ;  car^  tout  étant 
semblable  de  part  et  d'autre  de  cette  section,  il  n'y  a 
pas  de  raison  pour  qu'elle  sorte  jamais  du  plan  vertical 
où  elle  se  trouvait  à  l'origine.  Par  la  même  raison  le 
centre  de  gravité  du  fluide  déplacé  j  sera  toujours  un 
point  de  la  section  CED,  ainsi  que  le  centre  de  gravile' 
du  corpsentier.  Soit  donc  G^  ce  dernier  centre  >  soit 
aussiydans  la  position  d'équilibre,  O  le  centre  de  gra- 
viié  du  fluide  déplacé,  et  ^i9  l'intersection  du^niveau 
àv  fluide  avec  le  plan  CED;  dans  cette  position^  la 
droite  GOqui  joint  les  deux  centres^  est  verticale,  et 
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par  conséquent  perpendiculaire  à  la  droite  AB  ;  elle 
s'incline  en  général  ^  quand  on  écarte  le  corps  de 
cette  position  ;  et  en  même  tems^le  centre  de  gravité 
de  la  partie  plongée,  et  la  ligne  d'intersection  du  ni-* 
veau  avec  le  plan  CED  y  changent  de  position  sur  ce 
plan.  Je  supposerai  djonc  que  ce  centre  et  cette  ligne 
deviennent  le  point  (X  et  la  droite -<^'^,  après  qu'on 
a  troublé  l'équilibre  ;  les  forces  qui  mettront  le 
mobile  en  mouvement,  sont  le  poids  du  corps  qui 
est  dirigé  suivant  la  verticale  GH,  menée  par  le 
centre  de  gravité  Gy  et  la  résultante  des  pressions 
verticales  du  fluide  sur  la  surface  du  corps  ;  résul^ 
tante  qu'on  appelle  la  poussée  du  fluide ,  qui  est 
égale  au  poids  du  fluide  déplacé  ,  et  qui  agit  au 
point  (7  (n*5oo)^  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur, ou  suivant  la  verticale  (/IT.  Cette  verticale 
et  la  droite  inclinée  GO  étant  dans  un  même  plan, 
se  couperont  en  un  certain  point  m;  on  appelle  ce 
point  d'intersection^  le  métacentre;  et  c'est^  comme 
on  va  le  voir,  de  la  position  de  ce  point  par  rap- 
port au  centre  de  gravité  6r,  que  dépend  la  stabi-> 
lité  de  l'équilibre.  U  est  permis  de  le  prendre  pour 
point  d'application  de  la  poussée  du  fluide,  qui  agira 
alors  suivant  la  droite  mH'  ;  le  corps  sera  donc  sol-* 
licite  par  deux  forces  parallèles  et  contraires,  appli- 
quées aux  extrémités  de  la  droite  GO;  or,  il  s'agit 
d'examiner  le  ûiouvement  que  prendra  le  mobile  > 
et  si  ces  forces  tendront  à  le  ramener  à  la  position 
d'équilibre ,  ou  à  l'en  écarter  davantage. 

D'abord  elles  produiront  un  mouvement  d'os- 
cillaiions  du  point  G.  En  effet  le  centre  de  gravité 
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doit  se  mouvoir  comme  si  ces  deux  forces  lui  étaient 
direclemenl  appliquées  (n*  598);  donc,  à  cause  que  sa 
vitesse  initiale  est  nulle^son  mouvement  sera  rectî-- 
ligne,  vertical,  et  uniquement  dû  à  l'excès  de  la  plus 
grande  des  deux  forces  sur  la  pluspetite.  Si ,  à  l'ori- 
gine du  mouvement,  le  poids  du  corps  l'emporte  sur 
la  poussée  du  fluide,  le  point  G  commencera  par  des- 
cendre :  son  mouvement  sera  d'abord  accéléré  j  mais 
Hl  mesure  que  le  corps^  s'enfoncera  dans  le  fluide^  il 
en  déplacera  un  plus  grand  volume  ;  la  poussée  du 
fluide  augmentera  donc  ;  et  enfin  y  il  arrivera  un  ins- 
tant où  elle  sera  égale  au  poids  du  corps.  Le  point  G 
continuera  encore  de  se  mouvoir  dans  le  même  sens 
en  vertu  de  sa  vitesse  acquise  ;  mois  alors  la  poussée  du 
fluide  l'emportant  sur  le  poids  du  corps,  son  mouve» 
ment  sera  retardé;  le  point  G  s'arrêtera  quand  il  aura 
pérdù  toute  sa  vitesse,  puis  il  remontera  vers  sa 
position  initiale,  et  il  oscillera  ainsi  jusqu'à  jce  que  M 
résistance  que  le  fluide  même  oppose  au  mouvement 
du  corps,  ait  entièrement  détruit  ce  mouvement. 
L'amplitude  de  ces  oscillations  sera  d'autant  plus 
petite,  que  la  différence  initiale  entre  le  poids  du 
corps  et  celui  du  fluide  déplacé  sera  elle  -  même 
plus  petite  par  rapport  au  poids  du  corps.  Si  le 
corps  a  été  très-peu  écarté  de  sa  position  d'équi^ 
libre,  cette  différence  sera  très -petite,  l'ampU- 
lude  de  ces  oscillations  le  sera  aussi  ^  et  ces  petites 
oscillations  du  centre  de  gravité  n'auront  aucune 
influence  sur  la  stabilité  de  l'équilibre. 

Pendant  les  oscillations  du  point  G^  le  corps  tour» 

ncva  ?«iow  de  cç  cwUrç  comme  s'il  était  fixe  (n'*4o2^; 
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ton  moaycinent  de  rotation  sera  donc  produit  par 
la  poussée  du  fluide^  qui  agit  au  point  m  suivant  la 
direction  ii&£r^;  et  son  état  d'équilibre  sera  stable  ou 
non  stable,  selon  qne^  dans  ce  mouvement,  la  droite 
GO  reviendra  à  la  position  verticale^  ou  s'en  écartera 
davantage.  Or,  l'inspection  de  la  figure  suflEitpour 
montrer  que  la  poussée  du  fluide*raniènera  la  droite 
6^0  à  la  position  verticale^  toutes  les  fois  que  le  poittt 
m  sera  au«-dessùs  du  point  G  ;  au  contraire  ^  si  le 
métacentre  est  su-dessous  du  point  G  y  eani^  par 
exemple ,  la  poussée  du  fluide  qui  agira  alors  rai^ 
vant  mH'^,  écartera  la  droite   GO  de  la  portion 
verticale ,  et  fera  chavirer  le  corps  flottant.  Donc 
quand  le  métacentre  est  au«-dessous  du  centre  de 
gravité  d'un  corps  flottant^  tel  que  celui  que  noua 
considérons ,  l'équilibre  n'est  pas  stable  ;  et  au  COU'* 
traire ,  lorsque  le  métacentre  est  au-dessus  de  ce 
centre,  l'équilibre  est  stable^  du  mpins  pour  les: 
dérangemens  dans  lesquels   le  plan  CED  resté 
vertical.  Si ,  dans  un  cas  particulier ,  le  métacentre 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité ,  il  n'y  aura  pas 
de  mouvement  de  rotation ,  et  la  droite   GO  con- 
servera l'inclinaison  'qu'pn  lui  aura  donnée. 

53 1.  Lorsque  la  forme  du  corps  flottant  sera 
connue,  il  sera  toujours  facile,  en  le  mettant  dans 
une  position  très-voisine  de  sa  position  d'équilibre, 
de  déterminer  le  lieu  du  métacentre ,  ou  plulàt  de 
reconnaître  si  ce  point  est  au-dessus  ou  au-dessous 
du  centre  de  gravité  du  mobile.  Supposons^  par 
exemple,  que  ce  corps  est  un  cylindre  horizontal 
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k  base  elliptique  homogène^  et  d  une  densité  égale 
à  la  moitié  de  celle  du  fluide  ;  soit  AEBD  (fig.  49 
et  5o)^une  section  yerticale,  faite  à  égale  distance  des 
deux'  bases  ;  dans  la  position  d'équilibre  ,  l'un  des 
deux  axes  de  cet  ellipse  sera  vertical  ;   et  comme 
la  moitié  du  volume  sera  plongée  dans  le  fluide , 
il  s'ensuit  que  l'antre  base  se  trouvera  b  fleur  éCeau^ 
et  représentera  le  niveau  du  fluide.  L'axe  vertical 
ED  est  le  grand  axe  dans  la  fig.  49  ^   et  le  petit, 
danslafig.  5o^  or^  je  dis  que^  dans  le  premier  cas, 
le  métacentre  est  au-dessous  du  centre  G  de  1  el- 
lipse qui  est  aussi  le  centre  de  gravité  du  cylindrCi 
et  qu'au  contraire  il  est  au-dessus  dans  1  e  second  cas. 
En   effet,  menons    par  le  point   G  une  droite 
^E'iy  qui  fa^se  un  angle  très-petit  avec  ED;  coo- 
cevons  ensuite  que  l'on  incline  l'axe  £Dy  de  ma<* 
nière  que  E'U  devienne  verticale^  et  en  mkme 
tems,  supposons  qu'on  élève  ou  qu'on  abaisse  aa 
tant  soit  peu  le  centre   Gj  erisorte  que  le  niveau  du 
fluide  devienne  la  droite  A'B^y  perpendiculaire  a 
la  droite  E^iy  au  point  G.  Dans  cette  positiôn^la 
partie  A'E'BG  de  l'ellipse  AEDB    se  trouvera 
plongée  dans  le  fluide;  cette  partie  est  divisée  en 
deux  portions  inégales  A'EG  et  BKGj  par  la 
droite  GE'\  or,  il  est  évident  que  le  centre  de  gravité 
du  fluide  déplacé  se  trouvera  quelque  part  en  tin 
point  O y  compris  dans  la  plus  grande  de  ces  deux 
portions;  d'où  Ton  voit,  en  considérant  les  deux  fi- 
gures que  la  parallèle  O'/w,  à  la  droite  E'U^  ira 
rencontrer  la  droite  DE  au-dessous  du  centre  G^ 
dans  la  première   figure,  et  au-dessus,  dans  la 
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seconde.  L'intersection  m  est  le  mëtacentre  qui  se 
trouve  placé  comme  nous  Tavions  annoncé. 

Ainsi  le  cylindre  que  nous  considérons  est  dans 
une  positioM  d'équilibre  stable  ou  non  stable^  selon 
que  le  petit  axe  ou  le  grand  axe  de  sa  base  est  ver- 
tical. En  supposant  que  le  corps  tourne  autour  dé 
la  droite  horizontale  qui  joint  les  centres  de  ses 
deux  bases  ^  il  passera  successivement  par  quatre 
positions  d'équilibre  y  cpii  seront  alternativement 
stables  et  non  stables^  ce  qui  est  conforme  au  théo* 
rème  du  n""  5jag. 

533.  Considérons  maintenant  un  corps  de  forme 
quelconque  9  en  équilibre  à  la  surface  de  Teau;  soit 
ABCD  (fîg.  5i)  la  section  de  ce  corps,  déterminée 
par  la  surface  de  l'eau  ;  O  le  centre  de  gravité  du 
i^orps  entier,  O  celui  du  fluide  déplacé  par  la  p:^*tie 
plongée  du  corps,  V  le  volume  de  cette  partie 
plongée,  ilf  la  masse  entière  du  corps  :  puisqu'il  est 
supposé  en  équilibre,  le  plan  de  la  section  ABCD 
est  horizontal,  et  la  ligne  GO  est  perpendiculaire 
à  ce  plan  ;  de  plus ,  la  masse  d'eau  déplacée  et  celle 
du  corps  sont  égales  entre  elles;  de  sorte  qu'en 
désignant  par  f,  la  densité  de  Teau,  on  a 

Si  le  corps  était  homogène ,  le  point  O  serait  le 
centre  de  gravité  du  segment  de  ce  corps  qui  se^ 
trouve  au-dessous  du  plan  ABCD;  dans  ce  cas, 
le  point  O  serait  nécessairement  plus  bas  que  le  point 
G}  Car  o  étant  le  centre  de  gravité  de  l'autre  partie 
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du  corps  ,  celui  du  corps  entier  doit  se  trouver  sur 
la  droite  Ooy  entre  les  deux  points  o  et  O,  Mais 
quand  il  s'agit  d'un  corps  këtérôgène  ^  et  que  la 
densité  de  sa  partie  inférieure  Temporte  sur  cdle  de 
sa  partie  supérieure ,  il  peut  arriver  que  le  point  G 
soit  placé  au-dessous  du  point  O.  On  conçoit  même 
qu*on  pourra  toujours  fsiire  ensorte  que  le  centre 
de  gravité  du  corps  entier  y  tombe  au-dessous  de 
celui  du  fluide  déplacé  y  en  augmentant  convenable* 
ment  la  densité  de  la  partie  inférieure^  et  diminuant 
celle  de  la  partie  supérieure  y  sans  changer  la  maese 
entière  du  corps.  Nous  représenterons  donc  par  a  la 
distance  OG  de  ces  deux  centres  y  et  nous  ne  ferons 
d'avance  aucune  hypothèse  sur  la  position  de  l'un 
des  centres  par  rapport  a  l'autre. 

Supposons  qu'on  élève  la  section  ABCD  au^essus 
du  niveau  de  Teau  y  ou  qu'on  Fabaisse  au-dessous  de 
ce  niveau^  d'une  quantité  très-petite^  et  qu'en  même 
tems  on  incline  un  tant  soit  peu  le  plan  de  cette 
section;  l'équilibre  sera  troublé;  en abandouDaut le 
^orps  à  lui-même  y  il  prendra  un  certain  mouve- 
ment; et  la  question  de  la  stabilité  consiste  à  exa- 
jminer  si  la  section  ABCD  s'écartera  de  plus  en  plus 
du  niveau  de  l'eau  y  ou  si  elle  tendra*  à  y  revenir,  ea 
oscillant  de  part  et  d'autre  de  sa  position  primitive. 
Pendant  ce  mouvement  y  le  plan  du  niveau  de  l'eau 
qui  reste  fixe^  coupe  le  corps  suivant  une  section 
variable  qu'on  appelle  ordinairement  le  plan  de 
flottaison;  soit  à  un  instant  quelconque,  A*ffCiy 
celte  section  ;  ABCU'  une  autre  section  du  corps 
faite  par  un  plan  horizontal  ^  mené  par  le  centre 


■^— — ^1     rf    IJM 
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Ae  gravité  de  la  section  AJBCD;  AB  la  ligne  d'in- 
terseclîon  de  ^J?C"/?''  et  JBCD;  Q  Finelinaison. 
^mutuelle  de  ces  deux  sections;  ^  la  distance  de 
ABCiy  an  plan  de  flottaison,  laquelle  distance 
sera  regardée  comme  positive  ou  comme  négative,' 
suivant  que  celte  section  se  trouvera  au-dessous  ou, 
au-dessus  du  niveau  de  Teau  :  ces  quantités  varia-» 
blés  Ç  et  6  sont  supposées  très-petites  a  l'origine  du 
mouvement  ;  il  s'agît  de  savoir  si  elles  resteront  Irès- 
petites  pendant  toute  sa  durée. 

535.  En  appelant  u  la  vitesse  variable  d'un  élé- 
ment quelconque  dm  de  la  masse  du  corps,  la 
somme  des  forces  vives  de  tous  ses  points  sera  don- 
née par  l'intégrale  /u*dm  qui  doit  être  étendue  à  la 
snasse  entière.  L'équation  qui  renferme  le  principe 
général  des  forces  vives  aura  donc  cette  forme  : 

C  étant  une  constante  arbitraire ,  et  ^  une  fonction 
dépendante  des  forces  qui  sont  appliquées  au  mobile 
(n®  469)-  Ces  forces  sont  la  gravité  et  les  pressions 
verticales  que  le  fluide  exerce  en  tous  les  points  de 
la  surface  du  corps ,  qui  sont  plongés  dans  l'eau  ; 
or,  on  peut  substituer  à  ces  pressions,  des  forces 
motrices,  agissant  sur  tous  les  élémens  matériels  de 
la  partie  submergée  du  corps,  dirigées  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur,  et  égales^  pour  chaque  mo- 
lécule, au  poids  d'une  molécule  d'eau  de  même  vo- 
lume; car  la  résultante  de  ces  forces  motrices  sera 
identiquement  la  même  que  celle  des  pression*  vç;> 
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ticales  da  fluide  (n""  5oo)  :  il  s'ensuit  donc  qu^çn 
désignant  par  ^  la  gravité^  et  par  du  réiément  du 
volume  du  corps  ^  correspondant  à  Félément  dm  de 
sa  masse ,  la  force  motrice  de  dm  sera  exprimée  par 
gdm — gfdvy  si  ce  point  matériel  se  trouve  au*de$sous 
du  niveau  de  Teau^  et  "pstr  gdm^  s'il,  se  trouve  au- 
dessus.  Soit  de  plus  z  la  distance  variable  de  dm  au 
plan  de  flottaison^  z  étant  une  quantité  positive  ou 
négative^  suivant  que  dm  se  trouve  au-dessous  ou 
au-dessus  de  ce  plan  ;  il  résulte  de  la  valeur  géné- 
rale de  la  fonction  cp^  donnée  dans  le  n"*  4^9  T^^ 
dans  la  question  qui  nous  occupe^  on  doit  avoir 

la  première  de  ces  deux  intégrales  étant  relative  à 
la  masse  entière  du  corps ^  et  la  seconde  ne  devant 
s'étendre  qu'à  la  partie  submergée  de  son  volume. 
En  appelant  z,  la  distance  variable  du  centre  de 
gravité  G  de  la  masse  M  y  au  plan  A'BCUy  ou  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  GH  ^  abaissée  de  ce 
point  ^  sur  ce  plan^  on  aura  d'abord 

fzgdm = gfzdm  =  gMz^  ; 

je  partage  ensuite  la  seconde  intégrale  en  deux  par- 
ties 9  l'une  relative  au  volume  P^  qui  se  trouve  au- 
dessous  de  la  section  ABCDy  l'autre  relative  au  vo- 
lume compris  entre  les  sections -^-ffCZ?  et -^'^<7Zy; 
j'ai  alors  gJ^f^^y  pour  la  valeur  de  la  première  par- 
tie,  is^  étant  la  distance  variable  du  centre  de  gravité 
O  du  volume  Vy  au  plan  de  flottaison ,  c'est*à-dire  ^ 
la  longueur  de  la  perpendiculaire  OE^  abaissée  du 
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point  O  sur  le  plan  A'ROiy  :  donc  en  représen- 
tant pour  un  moment  par  A" ,  la  valeur  de  l'intégrale 
fzdify  prise  dans  les  limites  du  second  volume^  de 
manière  que  gfK  soit  la  seconde  partie  de  la  seconde 
intégrale  qui  entre  dans  la  valeur  de  <p ,  j'aurai 

'  (f  =  gmz,  —  gfFz„  —gçK. 

Mais  la  droite  OG  étant  perpendiculaire  au  plan 
ABCDy  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  verticale  GH  est 
«gai  à  l'inclinaison  0  de  ce  plan  sur  un  plan  :hori- 
zontal;  d'ailleurs  la  longueur  de  cette  droite  OG  a 
été  représentée  par  a;  doù  l'on  peut  facilement 
conclure 

Zj-=iz^^±L  a, COS. 9; 

m 

le  signe  supérieur  ayant  lieu,  quand  le  point  G  est 
plus  bas  que  le  point  O,  et  l'inférieur  dans  le  cas 
contraire.  Substituant  cette  valeur  de  z^y  dans  celle 
de  ^,  et  observant  que  iI/=  Vf^  il  vient 

f  s=.±gf/^a.co9.9  —  gfA". 

Pour  avoir  la  valeur  de  K  ou  àefzdifj  je  décom« 
pose  l'aire  de  la  section  ABCD  e,n  une  infinité 
d'élémens  infiniment  petits;  je  les  projette  tous  sur 
le  plan  de  flottaison  ;  ce  qui  forme  une  infinité  de 
cylindres  verticaux  dont  les  bases  infiniment  petites^ 
sont  les  projections  des  élémens;  je  coupe  ensuite 
un  cylindre  quelconque  par  une  infinité  de  plans 
horizontaux;  et  je  prends  pour  Félément  di^àxx  vo- 
lume, la  partie  de  ce  cylindre  comprise  entre  deux 
plans  consécutifs,  dont   les  distances  au  plan  de 
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flottaison^  sont  ^  et  2  +  ^z;  de  sorte  que  cet  élc^ 
ment  sera  égal  à  la  base  du  cylindre,  multipliée  par 
la  difierentielle  dz.  Or,  ^A  étant  Télément  différen- 
tiel de  l'aire  ABCDy  sa  projection  horizontale,  on 
la  base  du  cylindre  qui  lui  correspond ,  est  égale  à 
cos.O.^^A,  puisque  6  est  Tiaclinaison  du  plan  de  cet 
élément  sur  le  plan  horizontal  ;  on  aura  donc 

ê.\^  -=.  Gos .b,dx,dz\ 

par  conséquent  l'intégrale  yzi/^',  relative  à  l'un  des 
cylindres,  deviendra  cos A, dx.fzdzj  et  devra  être 
prise  depuis  2  =  0,  jusqu'à  z  =  A,  en  désignant  par 
h  la  distance  de  l'élément  dXy  au  plan  de  flottaisoQ, 
ou  la  hauteur  du  cylindre;  donc  cette  intégrale  sera 
égale  à  \h^.cos.B.dX. 

Mais  si  l'on  suppose  que  l'élément  d\  répond  au 
point  n  de  la  section  ABCD ,  que  Ton  abaisse  de 
ce  point  des  perpendiculaires  ne  et  nf  sur  la  droite 
AB  et  sur  le  plan  A'BCU^  que  f  soît  le  point  où 
cette  seconde  perpendiculaire  coupe  le  plan  ABCJf, 
et  qu'on  fasse  ne:=zl:  on  aura  d'abord  h  =  nji=nj 
H-yy*;  la  partie  ff  sera  la  distance  de  la  droite  ho- 
rizontale AB  au  plan  de  flottaison,  et  par  conséquent 
égale  à  la  variable  Ç  ;  l'autre  partie  nf  sera  égale  à 
/•sin.O;  d'où  il  suit 

A  =  Ç  +  /.sin.«; 

formule  dans  laquelle  on  devra  regarder  la  quantité 
/  comme  positive  ou  comme  négative^  selon  que  lo 
point  n  se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus  du  plan 
ABC  If  y  ou,  autrement  dit^  selon  qu  il  appartiendra 
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i  la  ptrde  jtBDy  on  à  la  partie  ABC  de  la  section 
JIBCD.  L'ÎQt^rale  relative  au  cylindre  qui  répond 
à  rëlëment  dK  ^  devient  donc 


\i  Ton  aura  la  valeur  de  fzdv  relative  à  tous  les 
cylindres^  en  intégrant  de  nouveau  cette  formule 
différentielle  par  rapport  à  /  et  Ja  ^  et  étendant  l'in* 
tégrale  à  Taire  entière  de  la  section  ABCD\  ce  qui 
donne 

Désignant  cette  aire  entière^  ou  la  valeur  de  fd\, 
par  h\  celle  de  fl^dx^  par  y^  et  observant  que 
fldK  =  o ,  parce  que  la  droite  AB  contient  le  centra 
de  gravité  de  l'aire  ABCD  :  la  valeur  de  fzdi^  se 
réduit  à 

Cette  valeur  de  fzdi^  n'est  pas  rigoureusement 
celle  de  JT;  pour  qu'elle  le  filt^  il  faudrait  que  le 
solide  compris  entre  les  sections  AHCU  et  ABCD 
fbt  un  cylindre  vertical  tronqué  par  le  plan  de  la 
section  ABCD}  mais  quelle  que  soit  sa  fbrme^  on 
conçoit  que  cette  valeur  doit  très-peu  différer  de  la 
valeur  exacte  de  JT  »  tant  que  les  variables  Ç  et  8  sont 
très-petites  ;  et  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  diffé* 
rence  de  ces  valeurs  est  de  l'ordre  des  produits  de 
trois  dimensions  de  Ç  et  de  9^  c'est-à-dire,  que  si 
C  et  6  étaient  infiniment  petits^  cette  différence  serait 
infiniment  petite  du  troisième  ordrt«  £b  négligeant 
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donc  les  quantités  de  cet  ordre  et  substituant  la 

Talenr  àefzdv  à  la  place  de  K,  dans  la  valeur  de  p, 

j'aurai 

f  =  ±:gff^a. co8.fi  —  i.gf*Ç*.co9.fl — J.gf>.sni*.6.co8.f. 

Maïs  en  développant  sin.6  et  cos.O^  on  a 

fi'  fft 

flin.6  =  6«— — 7-Hetc.,       co$.fic=  i (-etc.; 

a. 3  *  a    •  ' 

négligeant  donc  toujours  les  termes  de  trois  dimenr 

sions  par  rapport  à  6  et  Ç,  on  aura 

« 

ce  qui  change  l'équation  des  forces  viv«s,  en  celle-ci  : 

/u*Jm+gf(>±/^a).fi»+gpft.C=C,  (I) 

en  comprenant  le  terme  =b  agfVa^  dans  la  constante 
arbitraire. 

554*  lia  valeur  de  C  se  détermine  d'après  celles 
de  1^9  0  et  Ç  à  l'origine  du  mouvement;.  C  est  donc 
une  quantité  très-petite;  et  de  plus  Téquation  (i) 
nous  montre  que  cette  quantité  est  positive,  toutes 
les  fois  que  la  valeur  du  coefficient  y  ±  /^a  est 
positive.  Si  ce  coefficient  reste  positif  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  on  peut  conclure  de  cette 
équation,  par  le  raisonnement  déjà  employé  dans  le 
n*  474  >  V^^  l^s  variables  0  et  Ç  demeureront  aussi 
très-petites,  de  manière  qu'on  aura  toujours 

ce 
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ee  qui  montre  que  la  stabilité  de  l'équilibre  du  cot*ps 
que  nous  considérons^  tient  au  signe  du  coefficient 
yzh  p^a;  dt  manière  qne  cet  équilibre  sera  stable 
toutes  les  fois  que  ce  coefficient  sera  positif  à  l'ori-. 
gine  et  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

555.  L'intégrale /WA,  qui  est  représentée  par  > ,' 
est  xxne  quantité  essentiellement  positive  ;  car  tous 
les  élémens  dont  cette  intégrale  est  la  somme^  sont 
positifs.  Le  terme  =b  f^a  doit  être  pris  avec  le  signe 
•-f-^  quand  le  point  G  se  trouve  au*-dessous  du  point 
O;  donc  dans  ce  cas  le  coefficient  y  dh  Va  est  posi- 
tif^ et  réquilibre  stable.  Lors  donc  que  le  centre  de 
gravité  de  la  masse  entière  d'un  corps  flottant  est 
plus  bas  que  celui  du  volume  d'eau  qu  il  déplace 
dans  sa  position  d'équilibre^  on  peut  être  certain 
que  cet  équilibre  est  stable ,  par  rapport  à  tous  les 
petits  mouvemens  qu'on  peut  imprimer  à  ce  corps.' 

Si  an  contraire  le  point  O  est  au-dessous  du  point 
G,  le  terme  tdb  Va  doit  être  pris  avec  le  signe — j 
il  &ut  alors  qu'on  ait  y>  Va^  pour  que  le  coeffi- 
cient y  =t:  Va  soit  positif,  et  qu'on  puisse  assurer 
la  stabilité  de  l'équilibre.  La  quantité  y  varie  avec 
la  position  de  la  ligne  AB\  cette  ligne  passe  constam- 
ment par  le  centre  de  gravité  de  l'aire  ABCD\  mais 
pendant  le  mouvement,  elle  peut  se  déplacer  sur  le 
plan  de  cette  aire ,  en  tournant  autour  de  ce  centre. 
Or^  en  lui  &isant  faire  une  révolution  entière  autour 
de  ce  points  il  est  évident  qu'eUe  passera  par  une 
position  dans  laquelle  la  valeur  de  y  sera  plus  petite 
que  dans  toutç  autre}  si  donc  ou  calcule  cette  p1u# 
3.  •  37 
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petite  valotir^  et  qu'on  la  trouve  plus  grande  que  le 
produit  f^Ay  il  sera  certain  ique  le  coefficient  ydbf^a 
ne  peut  devenir  négatif^  et  par  conséquent^  quç 
Féquîlibre  est  stable. 

Ainsi ^  par  exemple,  dans  un  vaisseau,  il  est  aisé 
de  voir  que  la  droite  par  rapport  à  laquelle  Finie- 
grale  fl^dA  est  un  minimum ,  est  la  ligne  qui  va  de 
la  proue  à  la  poupe  ;  on  partagera  donc  l'aire  du 
plan  de  flottaison,  ou  de  la  section  faite  à  fleur  d'eau, 
en  élémens  infiniment  petits;  puis  on  prendra  Is^ 
comme  dfs  tous  ces  élémens  multipliés  respective- 
ment par  le  carré  de  leurs  distances  à  cette  ligne;  et 
pourvu  que  cette  intégrale  soit  plus  grande  que  le 
produit  du  volume  d'eau  déplacé  par  le  vaisseau  , 
jaiultiplié  par  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ce 
volume  à  celui  du  vaisseau,  on  pourra  assurer  que 
l'équilibre  est  stable  par  rapport  à  tous  les  petits 
znouvemens  du  vaisseau^  lors  même  que  le  second 
çcfntre  de  gravité  serait  plus  baut  que  le  premier. 

5S6.  D'après  la  théorie  exposée  dans  les  chapl« 
très  IV  et  V  du  livre  précédent,  nous  pourrions 
entreprendre  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
eorps  flottant,  de  forme  quelconque,  que  l'on 
écarte  un  tant  soit  peu  de  sa  position  d'équili- 
bre; nous  confirmerions  de  cette  manière  le  tbéo-* 
rème  général ,  que  nous  venons  de  démontrer , 
sur  la  stabilité  de  cet  équilibre;  mais  pour  ne  pas 
nous  jeter  dans  de  trop  longs  calculs ,  nous  nous 
bornei^ns  à  <Mnsidér«*  le  cas  particulier  du  n*  55o  ; 
nous  siipposerons  donc  que  dans  sa  position  d'équi*» 
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libre,  le  corps  est  coupé  en  deux  parties  parfaite* 
meut  identiques,  par  un  plan  vertical  CED;  qu'en 
Tëcartant  de  cette  position ,  cette  section  CED  reste 
Tertîcale;  et  qu'après  l'avoir  ainsi  dérangé,  on  l'a- 
bandonne à  lui-même,  sans  lui  imprimer  aucune 
vitesse  initiale.  De  cette  manière,  la  section  CED 
restera  dans  un  même  plan  vertical ,  pendant  toute 
la  durée  dû  mouvement;  et  nous  aurons  seulement 
à  déterminer  le  mouvement  du  centre  de  gravité  G, 
€t  le  mouvement  de  rotation  du  corps  autour  d'un 
axe  horizontal ,  passant  par  le  point  G  et  perpen^ 
diculaire  au  plan  CED. 

Or ,  le  centre  de  gravité  G  se  meut  cômine  si  la 
masse  entière  M  y  était  réunie,  et  que  les  deux  forces 
qui  agissent  sur  le  corps,  fussent  transportées  en  ce 
point  parallèlement  à  leurs  directions;  ces  forces 
sont  le  poids  il^ du  corps,  et  la  poussée  du  fluide  dont 
la  direction  est  contraire  à  celle  de  la  pesanteur,  et 
dont  l'intensité  est  égale  au  poids  du  volume  d'eau* 
déplacé  ;  la  force  motrice  du  point  G  sera  donc  tou- 
jours verticale;  et  comme  sa  vitesse  initiale  estnuUe^ 
il  s'ensuit  que  son  mouvement  sera  rectiligne  et  ver- 
tical, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué  (n*53o). 
En  désignant  par  /^  le  volume  d'eau  déplacé  dans 
la  position  d'équilibre,  et  par  ^+27,  celui  qui  est 
déplacé  à  un  instant  quelconque ,  la  force  motrice 
du  point  G  y  Si  cet  instant,  sera  exprimée  par  Mg 
— •  (^-H  U).gf}  quantité  qui  se  réduit  à  —  Ugfy 
à  cause  que  if  =  Vf  :  l'équation  difTérentielle  du 
niouvement  de  ce  centre  sera  donc 


•  • 
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M.^=--ugr,        (a) 

%  étant  ia  distance  GH  an  point  G  m  niveau 
de  Tean,  ou  au  plan  ABCDy  et  dl  désignant  Télé- 
ment  du  tems.  U  représente  ici  le  yolnme  compris 
entre  le  plan  de  flottaison  ABCU^  à  un  instant 
quelconque ,  et  la  section  ABCD  qui  était  le  plan 
de  flottaison  dans  la  position  d'équilibre;  or,  tant 
que  les  variables  ^  et  0  du  n""  53a ,  sont  très-petites  ^ 
et  qu  on  néglige  les  termes  de  seconde  dimension 
par  rapp<Ml  à  ces  quantités,  on  a 

i;^sc/(ÇH-/.5Îii.«).cos.a.JA; 

rintégrale  étant  relative  à  /  et  ^X,  et  devant  s^é tendre 
\  Faire  entière  ABCD.  En  effet,  le  cylindre  vertical 
qui  a  pour  base  la  projection  de  Télément  dK  de 
cette  aire,  sur  le  plan  A'B^CUy  et  qui  se  termine 
au  plan  ABCD,  est  égal  à  sa  hauteur  l^-^l.mi.% ^ 
multipliée  par  sa  base  ces  •  0  •  ^/X  ;  et  la  somme  des 
cylindres  semblables^  relatifs  à  tous  les  élémens 
i£\,  forme  à  très  -  peu  près  le  volume  {7,  compris 
entre  ces  deux  plans.  Cette  valeur  de  U  se  réduit  à 

l/=Ç.C08.9./JA  +  8i0.8.C08.6.//rfA  =  ÇA, 

à  cause  que/WX=o  et  fdK:=zb  (n'555),  et  que* 
cos.O=:  I,  quand  on  néglige  le  carré  de  8. 

Pour  simplifier  encore  ces  calculs ,  je  supposerai 
que  la  perpendiculaire  67P,  abaissée  du  point  G  sur 
la  section  ABCD^  vient  tomber  sur  la  droite  AB  au 
centre  de  gravité  de  cette  section  ;  je  désignerai  par 
c,  la  longueur  de  cette  perpendiculaire;  menant 
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par  le  point  Py  une  horizontale  PQ  qui  coupe  au 
point  Qy  la  verticale  GIfj  j'aurai  GQ=:c.cos.9; 
donc  en  observant  que  Ç  est  la  distance  QH  du 
point  Ç  ou  du  point  P  au  plan  ^JS'CZy  (n^*  SSa), 
on  aura 

puisqu'on  néglige  le  carre  de  d. 

Ces  valeurs  de  z,  et  de  U  étant  substituées  dans 
réquation  (2)  ^  elle  devient 


d*où  Fou  tire^  en  intégrant^ 


ç=*,co9.(^y/^+*'); 


et  et  a'  étant  les  constantes  arbitraires.  Gomme  la 
vitesse  initiale  du  point  G  est  nulle  ^  il  en  résulte 
que  si  l'on  compte  le  tems  t  de  l'origine  du  mou- 
vement^ il    faudra    qu'on  ait   à -la- fois  ^=0  et 

^=:o^  ce  qui  exige  qu'on  prenne  a^=o.  L'autre 

constante  représente  alors  la  valeur  initiale  de  Ç. 
Cette  constante  peut  être  positive  ou  négative;  elle 
exprime  la  quantité  dont  le  centre  de  gravité  G  a 
ëté  abaissé  ou  élevé,  à  l'origine  du  mouvement,  au« 
dessous  ou  au-dessus  de  sa  position  d'équilibre. 

On  aura,  après  un  tems  t  quelconque. 


*,=^c+«.«)8.(x.  ^-g)i 
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.d^oùron  peut  conclure  que  le  point  Gfen,  depftrt  et 
d'autre  de  sa  poaition  d'équilibre  j  d^s  oscillations 
égales  et  d'égale  durée,  analogues  à  celles  d'un 
pendule  simple.  En  désignant  par  T,  le  tems  d'une 
oscillation  entière,  et  par  ^^  le  rapport  de  la  cir« 
conférence  ^u  diamètre  j  on  aura 

537.  Quant  au  mouvement  de  rotation  dn  eoTp9 
autour  de  l'axe  horizontal  passant  par  son  centre  de 
grayité,  il  est  le  même  que  iî  cet  axe  était  fixe^ 
et  que  cependant  les  forces  motrices,  qqi  agissent 
sur  le    corps  ne   fussent  pas  changées  (n*  4^2)  ; 
on  pourroit  donc  en  frou^er  les  lois,  au  moyen 
de  la  formule  du  n*  56g,  qui  sert  à  déterminer 
la  vitesse  angulaire  d'un  corps  solide  ^  autour  d'an 
axe  fixe;  mais  pour  prévenir  quelques  difficultés 
relatives  aux  signes  de$  quantités  j  il  vaut  mieux 
employer  l'une  des  trois  équations  (2)  du  n*  455. 
£n  effet ,   en   remplaçant  dans   ces  équations    la 
masse  m  par  l'élément  dm  de  la  masse  d^un  corps 
solide^   çt  la  caractéristique  H^  par  le   sîgaç    in- 
tégral '/,  diacuxje  déciles  s^  à  déterminer  le  mon* 
vement  de  rotation  de  ce  <^orps  autour  de  Tun 
des  trois  axes  de^  coor4ot|qéç$  x,  /,  z;  si  Toa 
suppose  I  par  exemple ,  que  V^xe  d^  rol^^n  soii 
celui  des^  ^  on  a  à  copsidéi^er  U  seconde  de  ces 
équations^  savoir  : 


LIVRE  IV.  HYDROSTATIQUE-      4^3 

^ns  laquelle  les  deux  iatégrales  sont  relatives  k 
r élément  dmj  tt  idoiveat  être  étendues  k  la  masse 
entière. 

Or  Xdm  et  Zdm  sont  ici  les  forces  motrices  pà^ 
rallèles  aux  akès  des  x  et  des  Zy  àe  Télément  dm  :  en 
prenant  donc  la  verdcale  Gz^  dirigée  dans  le  sens 
de  la  pesanteur  y  pour  l'axe  des  25  ^  et  par  conséquent 
j'horisontale  Gx  pour  Taxe  des  jr^  la  première  de 
ces  forces  sera  tiulle;  de  plus^  dp  étant  l'élément  du 
volume  qui  correspond  a  l'élément  dm  de  la  masse , 
nous  aurons  Zdm^ssgdm^^gfdpj  ou  Zdm=igdm, 
selon  que  ciet  élément  dm  appartiendra  à  la  partie  du 
corps  qui  est  au-dessous  du  niveau  de  l'eau  ,  ou  |t 
celle  qui  est  au-dessus  (n^533);  donc  le  second 
membre  de  l'équation  précédente  deviendra 

la  prenuère  intégrale  étant  relative  à  la  uaasse  entière 
du  corps  2  et  la  seconde  dev^t  seulement  s'étendre 
à  la  partie  de  son  volume  ^  qui  est  plongée  dans 
l'eau;  mais^  à  cause  que  le  plan  des  jr^  z,  passe 
par  le  centre  de  gravité  G  de  cette  masse  ^  on  a 
fxdmzxo^  ce  second  membre  se  ^éduit  donc  \l 
gf.fxdu.  A  un  Instant  qjielconque,  le  volume  plongç 
dans  l'eau  est  la  somme  des  deux  volumes  P^  et  U; 
l'intégrale  /xdi>  Èe  compose  donc  de  deux  parties  : 
l'une  relative  au  volume  P^y  l'autre  relativ^au  volumç 
U;  la  première  est  égale  au  produit  f^x^,  x,  étant 
la  valeur  de  X  qui  correspond  au  point  O ,  centce 


\ 
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de  gravité  de  f^;  pour  avoir  Taatre  partie^  je  décora-^ 
pose^  comme  precëd^ment,  le  volume  27,  en  une 
infinité  de  cylindres  verticaux  ;  le  volume  d'un  de  ces 
cylindres  est  exprimé  par(Ç+/0).^^^n  négligeant 
le  carré  de  0  ;  de  sorte- que  la  partie  defxdp^  relative 
à  ÎT,  devient /r(Ç+/8).</A.  Là  variable  X  est  ici  la 
distance  de  l'élément  dA  au  platt  des  j-^  2»  et  Vinlé— 
grale  doit  être  étendue  à  Taire  entière  JtBCD;  Qt, 
il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  ^  d'après  ce  que  signifient 
8,  A  et  /  (n^553), 

en  négligeant  toujours  le  carré  de  0.  On  conclut 
de  là 

en  faisant^  comme  plus  baut^  /l*d\z=zyy  observant 
que//^A=o>  et  négligeant  le  produit  Ç0.  Je  réunis 
maintenant  les  deux  parties  de  l'intégrale  fxdt^y  je 
multiplie  leur  somme  par  fg^  et  fai  gf(J^oc/^yG), 
pour  le  second  membre  de  Féquation  (5)« 

Soit  R  la  projection  de  l'élément  dm  sur  le  plan 
CED;  menons  la  droite  RG,  et  désignons  sa  Ion* 
gueur  par  r;  désignons  aussi  'pstrj'y  l'angle  que 
cette  droite  GR  fait  avec  Taxe  Gjc,  quand  le 
corps  est  dans  sa  position  d'équilibre  ;  angle  dont 
les  valeurs  relatives  aux  differens  points  du  corps  , 
s'étendront  depuis  zéro  jusqu'à  quatre  angles  droits; 
de  sorte  que  cet  angle  sera^  par  exemple^  égal  à 
100*  pour  tous  les  points  situés  sur  l'axe  Gzy  et  égal 
à  3oo*  pour  tous  ceux  qui  sont  situés   sur  son 
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prolongement  G^.  On  aura  de  cette  '  manière 
âr:=s:r.i:oB.fj  ^scr=risin.f.:  Dans  la  position  d'équi- 
libre^ la  ligne  6rO  coïnc^e  avec  ra:se  des  ison  aveu 
9on  projpogeaient;  pendant  le  mouvement^  elle  s'ea 
•écarte  de  Tangle  variable  6  qui  doit  ainsi  s'ajouter  k 
l'angle y*^  pour  tous  les  points  du  corps;  on  adonc, 
à  un  instant  quelconque  ^  \ 

a:=r.cos.(/+9),      «=r.8m.(/4-fl);     ' 

d'où  Ton  tire 

I 

Par  conséquent  le  premier  membre  de  Inéquation  (5) 

^st  la  même  chose  qi;e   Mh.-T-,;    ili/A»   repré- 

•  '   '        •  ,  •  •• 

sentant  le  moment  d'inertie  de  la  masse  M  y  qui  se 

rapporte  à  l'axe  de  rotation. 

Relativement  au  point  O^  on  ay=:ioo%  quand 
ce  point  est  iiu-^-dessous  du  point.  G  if^s:^  5oo%  quand 
il  es t  au-dessus  ;  et  r=  GO=:a,  dans  l'uiï  et  Tautre 
cas»;  on  a  donc  x^=isa.cos^(ioo'-+-fl)=-^a.sin.9, 
dans  le  premier  cas,  et  a:^=a:cos .  (3oo'4-8) 
^sza. sin.^,  dans  le^  second  ;  ou  bien ,  en  négli^ 
géant  le  carré  de  6  ^  â:^=d=ad.  Le  second  membre 
de  réquaftion  (3)  est  donc  égal  kgf(ydbFa)By  et 
cette  équation  prend  la  forme  : 

•  ■ 

•  *  ■  » 
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où  Fou  doit  preodre  I0  signe  sjapwieur.  o«  le  tigiic 
inférieur,  selon  qi»e  ]e  point  O  ost  fUr49SWS  on 
«uniessous  an  point  G*    ^ 

Dans  le  cas  particnlier  ^i  nod»  oeettpe  ,  Im 
quantité  7/ est  constante;  cat  elle  représente  la  somme 
des  élémens  de  Taire  j^BCD,  nnilti]^liés  respec- 
tivement par  le  carré  de  leurs  distanées  k  la  ligne 
j^By  qui  est  llintersection  du  plan  de  la  section 
ABCD  ayec  le  plan  horizontal  ABC'U'\  cette  ligne 
passe  constamment  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
section  ^  et  de  plus  elle  est  parallèle  à  Taxe  de  ro- 
tation ;  elle  ne  change  donc  pas  de  position  sur  le 
plan  ABCD  i  par  conséquent  l'intégrale /^liX  ne 
change  pas  noft  plus  de.  'vad^nr.  Lors  dpne  ^e  le 
coefficient  constant  yds,  Va,  ser^  posijLif^  nons  aprons, 
en  intégrant  Féquation  précédente  , 

.=C.C«.(,.V/5Î^^C); 

^  et  C  étant  les  deux -constantes  arbitraires.  La  se- 
conde -écAt  être  nulle,  pour  qu'on  ait  à- la -fois 

tTs;=io  et  -j  =:o;'condiàon  qui  réfifulte  de  ce  que  le 

corpa  n'a  aucnne  vitesse  initiale.  La  oonalapie  C  repré- 
sente alofs  la  Taleitr  deAkrorigiueéamoQvemeBf  , 
ou  la  quantité  dont  on  a  écarté  prîoakivenient  la 
ligne  OGy  de  la  direction  verticale;  la  valeur  de  0 
exprime  le  même  écarts  après  un  tems  quelconque 
I;  et  nous  voycms  par  bt  forme  de  celle  valeur^  que 
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ja  ligne  OG  oscille  de  part  et  d'autre  de  la  verti-* 
cale  comme  un  pendule  simple  :  T'  étant  la  durée 
d'une  oscillation  entière ,  et  ^  le  mpport  de  la  cir- 

an  diamètre^  on  aura 


!»•-—• 


Lorsque  le  coefficient  j^i/^a  estnégatif  |  la  valeur 
de  9  n'est  plus  exprimée  par  un  cosinus  ;  elle  l'est 
alors  par  une  exponentielle;  par  coùséquent  elle 
ne  reste  plus  très-petite  ^  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement  j  quoiqu'elle  soit  aussi  petite  que  Ton 
voudra  k  l'origine  ;  d'où  Ton  doit  conclure  que  , 
dans  ce  cas ,  la  position  d'équilibre  dont  le  corps 
a  été  écarté^  n'est  pas  stalde*     . 

538.  Dans  le  cas  de  L|  stabilité  y  les  oscillations 
de  la  ligne  GO  ont  lieu  en  même  tems  que  celles  du 
centre  de  gravité  G;  les  unes  sont  dues  à  rabais- 
sement primitif  de  ce  centre^  au-dessous  de  sa  po- 
sition d'équilibre;  les  autres  à  l'écartement  primitif 
de  la  ligne  GO  y  de  la  verticale  menée  par  le  point 
G  y  avec  laquelle  cette  ligne  coïncidait  dans  la  po-* 
sition  d'équilibre  du  corps.  Cet  abaissement  et  cet 
écartement  primitifs  sont  deux  causes  différentes  y 
qui  peuvent  troubler  cet  équilibre  ;  si  l'abaisse- 
ment primitif  du  point  G  y  que  nous  avons  appela 
Uy  était  nul^  les  oscillations  du  point  G  seraient 
aussi  nulles,  et  celles  de  la  ligne  GO  subsisteraient 
seules;  si  ^  au  contraire,  ia  ligne  GO  était  restée 
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.verticale  à  Torigiae  du  mouvement^  on  aaraîtC=:o^; 
les  oscillations  decette  ligne  seraient  nulles^  et  celles 
da  point  G  auraient  seules  lieu  ;  mais  quand  le  dé- 
placement du  point  6r  et.Ia  déviation  de  la  ligne 
GO,  ont  concouru  à  écarter  le  corps  de  sa  position 
d'équilibre  ,  ces  deux  espèces  d'oscillations  existent 
ensemble,  sans  se  gêner  mutuellement;  résultat 
qui  nous  oflre  un  exemple  et  une  vérification  remai^ 
quables  du  principe  de  la  coexistence  des  petites 
oscillatioas  (u*  476). 


. .  .<  .  ) 
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CHAPITRE  V- 

USAGE  DU  BAROMÈTRE  POUR  LA  MESURE 
DES  HAUTEURS  VERTICALES. 

559.  Un  Baromètre  est  formé ^  en  général,  d un 
tube  de  verre  recourbé  JIBC  (fig.  Sa)  j  la  branche 
j^B  est  fermée  à  son  extrémité  supérieure  ji;  l'autre 
branche  BC  est  ouverte  en  C;  le  tube  est  en  partie 
rempli  de  mercure  qui  s'élève  à  des  hauteurs  iné- 
gales dans  les  deux  branches.  Je  suppose  que  ce 
fluide  s'élève  jusqu'au  point  D^  dans  la  branche  ^B^ 
et  que  l'intervalle  JID^  compris  entre  son  niveau  et 
le  sommet  de  la  branche,  soit  exactement  vide 
dair  ;  soit  aussi  E  ^le  niveau  du  mercure  dans  la, 
branche  BC  qui  communique  avec  l'atmosphère; 
par  le  point  E  y  concevons  un  plan  horizontal  qui 
coupe  en  F  la  branche  JIB  ;  la  portion  FEB  de 
inercure  sera  d'elle-même  en  équilibre;  il  faut  donc^ 
quand  la  masse  entière  est  en  repos ,  que  la  pres- 
sion rapportée  à  l'unité  de  surface,  exercée  en  F 
par  la  colonne  DF  de  mercure ,  soit  égale  à  celle 
t[ue  Tair  exerce  en  E.  La  première  de  ces  pres- 
sions est  exprimée  par  gmbj  g  étant  la  pesanteur, 
m  la  densité  du  mercure,  h  la  hauteur  verticale  de 
son  niveau  Z?,*  au-dessus  du  point  i^;  puisque  le  tube 
est  ouvert  au  point  C^  la  colonne  d'air  qui  presse 
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rar  le  mercure  en  Ey  doit  être  censée  prolongée  îa- 
défîniment  dans  ratmosphère  ;  la  pression  qne  la  snr« 
£ice  du  mercure  éprouve  ^  est  doniT  égale  au  poids 
de  la  colonne  cylindrique  d'air  ^  qui  a  pour  base 
cette  surface,  et  qui  so  termine  à  la  limite  de  Fat- 
mospLère;  donc  la  pression  rapportée  à  Tunité  de 
surface,  qui  a  lieu  au  point  Ey  est  égale  au  poids 
d'une  semblable  colonne^  dont  la  base  serait  la  sur- 
face qu'on  prend  pour  unité  :  on  aura  donc,  en  dé- 
signant ce  poids  par  n  , 

Diverses  circonstances,  telles  que  les  vents,  la 
température,  la  quantité  d'eau  suspendue  dans  Tair, 
font  varier  le  poids  II  de  la  colonne  atmosphérique; 
la  hauteur  h  du  mercure  dans  le  baromètre^  doit  va- 
fier  dans  le  même  rapport  ;  aussi  cette  hauteur  n'est- 
elle  pas  constamment  la  même  dans  le  même  lieu 
de  la  terre.  La  hauteur  la  plus  commune  du  baro- 
mètre ,  à  Paris,  parait  être  de  76  centimètres;  ses 
variations  sont  très-petites  au-dessus  de  ce  terme  ; 
mais  au-dessous,  elles  s'élèvent  souvent  jusqu'à  ^^ 
environ  de  la  hauteur  moyenne. 

A  mesure  qu'on  s'élève  au-dessus  de  la  sorfiice 
de  la  terre,  le  poids  n  et  la  hauteur  h  diminuent  ; 
ce^  diminutions  dépendent  de  la  hauteur  à  laquelle 
ou  s'est  élevé,  et  de  la  loi  que  suivent  les  densités 
des  couches  atmosphériques  j  si  cette  loi  nous  était 
connue,  on  conçoit  qu'on  pourrait  déterminer  la 
différence  des  hauteurs  verticales  de  deux  points, 
par  la  comparaison  des  hauteurs  du  baromètre  en 
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tes  deux  poinU;.  mais  pour  découirrir  cette  loi  ^  il 
est  nécessaire  de  recourir  k  quelques  données  de 
l'expërience  qui  soin  relatÎTes  à  la  dénoté  de  l'air 
sons  différentes  pressiofis  et  k  différentes  tetiipé-* 
ratores  ^  et  qne  naos  allons  d'abord  eitposer. 

540.  Supposons  que  la  branche  J?Cr  de  notre  tube, 
au  lieu  de  s'ouvrir  dans  l'air  libre ,  s'ouvre  main- 
tenant dans  nn  vase  fermé,  de  petites  dimensions 
et  rempli  d'air  ou  d'un  gaz  quelconque,  On  peut 
alors  faire  abstraction  du  poids  de  cette  petite  por- 
tion de  fluide  ;  mais  à  raison  de  son  élasticité ,  ce 
gaz  exerce  une  certaine  pression  sur  les  parois  du 
vase,  qui  est  la  même  en  tous  leurs  points  (n*"  482); 
c'est  la  pression  qu'il  exerce  sur  la  Surface  du  mer- 
cure j  en  E,  qui  soutient  ce  fluide  au-dessus  du 
niveau  F  dans  la  branche  jiB-,  par  conséquent ,  k 
étant  toujours  la  hauteur  DF  du  mercure ,  le  pro- 
duit gmh  sera  la  mesure  de  la  pression  du  gaz,  due 
à  son  élasticité,  et  rapportée  à  l'unité  de  surface; 
c'est-à-dire,  la  mesure  de  ce  qu'on  appelle  lajbrce 
élastique  du  gaz.  L'appareil  qui  sert  à  la  mesurer, 
se  nomme  un  manomètre  :  il  consiste ,  comme  on 
voit,  en  un  baromètre  ordinaire  ABC^  dont  la 
branche  ouverte  BC  communique  dans  un  vaisseau 
fermée  dans  lequel  on  place  le  gaz  ou  la  vapeur 
dont  on  veut  connaître  la  force  élastique.  La  hau- 
teur du  mercure  dans  un  baromètre  dont  la  bratiche 
ouverte  communique  avec  l'atmosphère,  donne  la 
mesure  de  la  force  élastique  de  l'air^  au  point  où 
ce  fluide  est  en  contact  avec  le  mercure;  car  si  l'opi 
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ferme  roaveriure  Cdii  tuibejiBC,  sans  rien  chan- 
ger à  l'état  de  Tair  contenu  dans  la  branche  EC^  il 
e^t  évident  que  l'équilibre  du  mercure  et  de  cet 
air  ne  sera  pas  troublé;  ht  Jbrce  élastique  de  cette 
portion  d'air  ECy  £aii  donc  équilibre  à  la  pression 
de  la  colonne  de  mercure  FD;  donc  cette  force 
élastique  a  pour  mesure  le  produit  gmh. 

La  force  élastique  d'uiie  portion  d'air^  contenue 
dans  un  vaisseau  fermé,  neyarië  pas  tant  que  cet 
air  conserve  la  même  densité  et  la  même  tempéra- 
ture; si  donc  on  transporte  un  manomètre  d'un  lieu 
dans  un  autre ^  et  qu'on  ait  soin  de  ne  changer  en 
aucune  manière  l'état  de  l'air  qu'il  contient  ^  le 
produit  gmk  ^  qui  mesure  la  force  élastique  de  cet 
air^  ne  devra  pas  changer. non  plus;  par  consé* 
quant,  si  la  gravité^  varie  d'un  lieu  à  l'autre,  la 
hauteur  h  du  mercure  variera  en  raison  inverse^  en 
supposant  que  la  densité  m  de  ce  fluide  ne  change 
pas;  d'où  l'on  voit  comment  les  variations  des  hau- 
teurs du  mercure  dans  le  manomètre  ,  peuvent 
rendre  sensibles  celles  de  la  pesanteur  à  la  surûice 
de  la  terre*,  et  servir  même  à  les  déterminer  (n'94). 

54 1*  L'expérience  a  appris  que,  la  température 
restant  la  même,  la  force  élastique  d'un  même  gax 
à  différentes  densités^  est  proportionnelle  à  ces  den- 
sités. Ainsi ,  que  l'on  ait  un  gaz  quelconque  ^  con- 
tenu dans  un  vase  cylindrique  vertical^  et  recouvert 
à  sa  partie  supérieure,  d'un  piston  qui  ferme  exac- 
tement ce  vase;  que  ce  piston  soit  chargé  d'un 
poids  donné  JP^  en  y  comprenant  le  poids  même  du 

piston  } 


LIVRE  IV.  HYDROSTATIQUE.  455 
jpUton  ;  qu'on  substitue  successivement  à  ce  poids  P^ 
une  suite  de  poids  aP,  5P,  4^>  ^^c-  •  ï®  g^^i  se  corn-» 
prime  de  plus  eti  plus ,  et  Texpérience  prouve  que 
son  volume  devient  successivement  la  moitié  y  le 
tiers ^  le  quarts  etc.  ^  de  ce  quil  était  d'abord;  sa 
densité  devient  donc^  aii  contraire ,  double  ^  triple^ 
quadruple^  etc.,  de  sa  densité  primitive;  c'est-à- 
dire^  que  la  densité  croît  dans  le  même  rapport  que 
le  poids  comprimant;  or,  ce  poids  est  la  nfiesure  de 
la  force  élastique  du  gaz  ;  donc  la  densité  est  tou- 
jours proportionnelle  à  la  force  élastique,  et  réci-» 
proquement. 

Maintenant  supposons  que  le  poids  P  restant  la 
même ,  on  élève  la  température  du  gaz  soumis  à  sa 
|)res$ion;  ce  gaz  se  dilatera,  son  volume  croîtra  et 
sa  densité  diminuera;  or,. on  sait,  par  les  expé- 
riences de  M.  Gajr-^Lussaô  y  i*»,  que  tous  les  gaz  se 
dilatent  uniformément,  du  moins  dans  l'intervalle 
de  la  température  zéro,  à  celle  de  loô*  du  ther- 
momètre centigrade  ;  2*".  que  la  dilatation  due  à  un 
jnétne  accroissement  de  température^  est  exacte- 
ment la  même  pour  tous  les  ga2  ,  vapeurs  ou  mé- 
langes de  gai  et  de  vapeurs  ;  5*.  que  le  volume  da 
gaz  à  la  température  iéro,  étant  pris  pour  unités  cette 
dilatation  commune  est  de   0,00375,  par  chaque 
degré    du  thermomètre;  de  sorte   qu'à   la  tempé- 
rature jr,  ce  volume  sera  exprimé  par  i+(o,oo575),a:. 
Quoique  cette  loi  de  dilatation  ne  soit  vérifiée  pai^ 
Texpérience,   qu'entre  les  limites    zéro  et    100% 
nous  pouvons  Tétendre,  par  analogie  ,  hors  de  ces 
limites^  et  supposer  quex  représente  ici  un  nombre 


/ 
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quelconque  de  degrés  du  thermomètre  ceatîgrade  J 
positif  quand  la  température  est  au-dessus  de  zéro, 
négatif  quand  elle  est  au-dessous.  On  peut  ramener 
ce  volume  i+(OyOo3j5).œ ^  à  son  état  primitif^ 
soit  en  ramenant  la  température  à  zéro  y  soit  en  chan*» 
géant  le  poids  P,  qui  comprime  le  gaz ,  sans  changer 
la  température;  de  cette  seconde  manière^  il  ûiudra 
substituerau  poids  i',  unpoidsP.[i4-(o,oo575).Jc], 
qui  sera  la  mesure  de  la  force  élastique  du  gaz  ra- 
mené à  sa  densité  première;  d'où  Ton  conclut  que 
le  volume  et  la  densité  d'un  gaz  quelconque  res-* 
tant  les  mêmes ,  sa  force  élastique  augmente  dans 
le  même  rapport  que  sa  température. 

Si  y  d  une  part  y  la  force  élastique  d'an  gaz  est 
proportionnelle  a  sa  densité ,  quand  la  température 
ne  varie  pas;  que  d'un  autre  côté  ^  cette  force  croisse 
dims  le  même  rapport  que  la  température  j  lorsque 
la  densité  reste  la  mé^e^  il  est  aisé  d'en  conclure 
l'inteqsité  de  cette  force  ^  en  fonction  de  ces  deux 
élémeps  supposés  variables  ensemble  :  en  désignant 
par  />  la  densité  ;  par  o:^  le  nombre  de  degré$  du 
thermomètre  cei^tigrade,  qui  marque  la  tempéra* 
ture;  par/'  la  force  élastique  du  gaz^  ou  U  près* 
sion  qu'il  eierce  sur  Tunité  de  surface,  nous  aurons 

p—af.li  +  (o,oo375).x]  ;  (i) 

a  étant  le  rapport  de  la  force  élastique  à  la  den-> 
site ,  a  la  température  zéro.  Ce  coefficient  a  est 
constant  pour  un  même  fluide  élastique  ;  mais  il 
varie  d'un  fluide  à  un  autre,  et  il  doit  être  déter-- 
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tfiiné  par  rexpérience^  pour  chaque  gaa  ea  par^ 
ticuUer« 


54a*  AppliquOQd  maintenant  ces  résultats  de  Fex* 
pénencej  à  la  masse  d^air  qui  compose  l'atmosphère 
terrestre.  ' 

Pour  cela  ^  considérons  dans  cette  masse  ^  tine 
colonne  d'air  cylindrique  et  verticale,  qui  s^appuia 
sur  la  surface  de  la  terre  ^  et  se  prolonge  indéfini-^ 
ment.  Supposons  que  le  reste  de  l'atmosphère  se  so^ 
lidifie  ^  de  manière  que  cette  colonne  d^air  se  trouve 
contenue  latéralement^  par  les  parois  d'un  cylindre 
vertical  :  si  la  masse  entière  de  l'air  est  en  équilibre^ 
cet  état  ne  doit  pas  être  troublé  par  notre  suppo*^ 
silionj  ainsi  la  colonne  d'air  doit  être  séparément 
en  équilibre,  La  force  qui  soUicit^^  les  molécules 
d'air  est  la  pesanteur>  que  Ton  peut^  sans  erreur  sen- 
sible f  regarder  comme  dirigée  suivant  la  longueui^ 
do  cylindre^  dans  toute  son  étendue^  ou  du  moins ^ 
jusqu'à  la  hauteur  où  la  densité  de  l'air  devient  in- 
sensible et  peut  être  négligée  ;  par  conséquent  3 
faut  y  pour  Téquilibre^  que  la  densité^  la  pression 
et  la  température  soient  uniformes  dans  toute  l'éten^ 
due  d'une  même  couche  horizontale  d^une  hauteur 
iofiaiment  petite  (n*"  490).  Soit  z  la  distance  d'une 
couche  quelconque  ^  à  la  surface  de  la  terre  >  /  sa 
vdensité  ^  ûp  sa,  température  ^  ^'  sa  pesanteur  ^  ^  sa 
forcé  Mastique ,  de  aorte  que  f ,  x^  gf  et  p  soient 
des  fonctions  de  2;  soit  aussi  d!z,  la  hauteur  de 
cette  couche^  el-^  sa  largeur^  ou  la  section  du  cy- 
lindre^ perpendiculaire  à  sa  longueur  :  ^p  sera  la 
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des  hauteurs  verticales  y  d'après  celles  du  baromètre, 
eupposoQS  qu'on  ait  observé  la  hauteur  barométrique 
à  la  surface  de  la  terre  ^  et  a  la  hauteur  z  au-dessus 
de  cette  surface  ;  soient  Ma  première  hauteur  obser- 
vée^ et  A^la  seconde;  soient  aussi ,  lors  de  ces  deux 
observations  y  T' et  2^  les  températures  du  mercure 
qui  sont  marquées  par  un  .thermomètre  en  contact 

avec  le  baromètre.  Le  mercure  se  condense  de  rr^ 

5413 

p«r  cliAC{ue  degré  centigrade  de  diminutidn  dans  la 
température  ;  d'où  il  suit  que  si  m  est  la  densité 
de  ce  fluide  qui  correspond  au  nombre  T  de  ces 

1+  -rj } 

sera  celle  qui  répond  an  nombre  T'^  ou  à  la  seconde 
observation  ;  noua  aurons  donc  (n"*  âSç)  j 

Pour    abréger , .  nous    comprendrons    le    facteur 

1  +  —^2 ^"^  ^%  ^^  sorte  que  b  lettre  A'  repré- 

senteta  là  hauteur  du  baromètre,  telle  qu^elle  est 
donnée  par  la  seconde  observation,  multipliée  en- 
suite par  ce  facteur^  Alors  en  mettant  pour  g^  sa 
valeur  précédente ,  on  aura  simplement 


et  par  conséquent 


.  log.y  =105.2;+  »-^^S-(»  +  ^ 
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Soient  encore  t  et  i^  les  températures  de  Fair^  à 
la  surface  de  la  terre  et  à  la  hauteur  z.  Elles  différent 
en  général  des  températures  T  et  7"  du  mercure 
contenu  dans  le  baromètre ,  parce,  que  ce  fluide  n'a 
pas  toujours  le  tems  de  prendre  la  température  de  Tair 
ambiant.  Celles-ci  ^  et  ^  sont  données  par  des  thermo* 
mètres  isolés  et  suspendus  dans  l'air.  Nous  prendrons 

ar=-^t—  ;  nous  devrions  aussi  prendre a=o,oo575; 

mais  il  est  bon  d'augmenter  un  peu  ce  coefficient  ^ 
afin  de  tenir  compte  ^  autant  qu'il  est  possible  ^  de 
la  quantité  d'eau  en  vapeur  que  l'air  contient.  £a 
effet 9  sous  la  pression  ordinaire  de  l'atmosphère^ 
la  densité  de  l'eau  en  vapeur  est  à  celle  de  l'air  , 
comme  10  est  à  14  ;  l'^ir  est  donc  d'autant  plus 
léger  qu'il  contient  plus  de  cette  vapeur  ;  or ,  il 
en  contient  d'autant  plus  que  la  température  est  pins 
élevée;  ce  qui  fait  que  quand  l'air  est  dilaté  par  ]^ 
chaleur,  son  poids  doit  diminuer  dans  un  plus  grand 
rapport  que  son  volume  n'augmente.  Nous  augmen- 
terons donc  le  coefficient  ety  et  pour  la  commodité 

du  calcul^  nous  prendrons  a =0,004=  7t~-  ;  d'où 
il  suit 

1000 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  log.  -^et  «tr  ^ 
dans  l'équation  (3)  ,  il  est  ensuite  aisé  d'en  déduire 


% 


=çC'+1^1  [H>M'+r)]C'+Q-  <'» 
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Le  moyeu  le  plus  sûr  de  déterminer  avec  exftc« 

titude  le  coefficient  -j-  qui  entre  dans  cette  formide, 

ç^est  de  faire  usage  d'une  hauteur  bien  connue  d'après 
des  mesures  trigonométriques  :  on  substituera  cette 
bauteur  à  ]a  place  de  z  ^  dans  cette  équation  ;  on  y 
mettra  en  même  tems,  à  ]a  place  de  ^^  t\  h  et  h\ 
les  températures  de  l'air  et  les  hauteurs  du  baro- 
mètre, observées  au  pied  et  au  sommet  de  cette 
hauteur  z^  et  à  la  place  de  r,  le  rayon  moyen  de  la 
terrç,savoirj  /n=6566 198 mètres:  de  cette  manière^ 
oh  aura  une  équation  de  condition  d'oii  l'on  tirera 

la    valeur    de   r-,  En  prenant  une  moyenne  entre 

le$  résultats  d'un  grand  nombre  d'observations  y 
faites  avec   le  plus  grand  soin,  par  M.  Ramondj 

on  a  trouvé  7-=  i8356  iqètres,  à  la  latitude  de  5o*. 

Ce  coefficient  v;irie  avec  Içi  latitude  du  lieu  de 
l'observation ,  à  cause  de  la  gravité  g  qui  se  trouve 
à  son  dénominateur  et  qui  se  rapporte  à  cette  lati- 
tude; d'après  la  loi  de  cette  force  citée  dans  le 
n^  194,  on  aura,  à  une  latitude  quelconque  4  y 

T-  =  1 833S"* .  [  i  +  (0^002837) .  co .  a4] .. 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  7^ ,  l'équation  (3) 

servira  à  déterminer  la  hauteur  de  z ,  dans  tpus  les 
lieux  de  la  terre ,  d'après  les  valeurs  de  A,  //',  f,  fy 
qui  ont  lieu,  en  même  tems,  aux  deux  extrémités  de 

cette  hauteur.  Comme  la  fraction  -  sera  toujours  très-s 


LIVRE  IV.  HYDROSTÀTl<flJE.       44 t 

petite,  on  aura  une  première  valeur  très-approchée 
de  z,  en  négligeant  cette  fraction  dans  le  second 
membre  de  cette  équation;  on  substituera  cette  pre- 
mière valeur  dans  le  second  membre ,  ce  qui  don^ 
nera  une  seconde  valeur  de  z  plus  approchée  que  la 
première  ;  on  en  pourrait  trouver  une  troisième  en- 
core plus  approchée ,  len  substituant  la  seconde  dans 
ce  même  second  membre  ;  maïs  on  aura ,  dans  tous 
les  cas,  une  exactitude  suffisante,  en  bornant  l'ap- 
proximation à  la  seconde  valeur  de  z* 

544-  L'équatîon  (3)  ne  difiere  pas  essentiellement 
de  celle  que  M.  Laplace  a  donnée,  pour  le  même 
objet,  dans  le  lO*  livre  de  la  Mécanique  céleste. 
Ces   deux  équations   coïncident  ensemble,  quand 

on  néglige  le  carré  de  -  ,  dans  le  second  membre  de 

Véquation  (3)  ;  ce  qu'on  peut  toujours  faire  sans 
erreur  sensible.  Il  existe  une  autre  formule ,  moins 
çxacte,  mais  aussi  plus  simple  et  d'un  calcul  plus 
facile  que  la  précédente  ;  elle  s'en  déduit  en  y  nér 

gligeant  entièrement  Ja  fraction  -,  ce  qui  la  réduit  ^ 

mais  on  conçoit  que  pour  satisfaire  aux  observa- 
tions, le  coefficient  t-  ne  doit  pas  avoir  la  même 

ta 

valeur  dans  cette  formule,  que  dans  l'équation  (3); 
et  en  effet,  les  observations  citées  de  M.  Ramond  , 
4qnnent  pour  la  valeur  du  coefficient   qu'on  doit 
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employer  dans  cette  uouveUe  formule, 

Y  =  iSS^S  mètres  : 

ainsi  ron  aura 

Si  Ton  excepte  les  cas  où  û  s'agit  d'une  très-* 
grande  hauteur ,  cette  formule  est  celle  qui  sert 
presque  toujours  à  la  mesure  des  hauteurs  par  l'ob- 
servation du  baromètre.  Elle  donne  inmiëdiatement 
et  avec  Une  exactitude  suffisante  ^  la  difiërence  des 
hauteurs  verticales  de  deux  points^  quand  on  coq« 
liait  la  température  de  l'air  et  la  hauteur  du  baro- 
mètre en  ces  deux  points  :  t  et  A  se  rapportent  à  la 
station  inférieure  ,  ^  et  h\  k  la  station  supérieure  ; 
la  hauteur  h',  relative  à  cette  seconde  station  y  ne 
doit  être  employée  qu'après  Tavoîf  corrigée  de  la 
différence  des  températures  T  et  T\  du  mercore 
aux  deux  stations,  c'est-à-dire,  après  Tavoir  mul* 

tipliée  par  le  facteur  i  +  -cp —  •    ^^    coefficient 

iSSgS  se  rapfporte  à  la  latitude  de  So"";  il  changé 
avec  celle  du  lieu  de  l'observation;  et  l'on  aura  sa 
valeur  à  une  latitude  quelconque  n[/,  en  le  multi- 
pliant par  I +(0,002837). COS. a 4« 
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« 

HYDRODYNAMIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

DU  MOOVEMENT  D'UN  FLUIDE  PESANT. 

S^5.  JLj'hydrodyn AMiQiTE  cst  la  partie  de  la  méca-* 
nique  ralionnelle  qui  traite  du  mouYement  des  fluides; 
Fapplication  des  principes  de  cette  science  à  l'art  de 
conduire  les  eaux  et  de  les  faire  servir  à  mouvoir 
les  machines  9  se  nomme  hydraulique. 

En  appliquant  ans  fluides  le  principe  de  D'AIem« 
bert  9  on  formera  immédiatement  les  équations  gé«» 
nérales  de  leur  mouTement^  d'après  celles  de  leur 
équilibre;  mais  comme  ces  équations  sont  très-^ 
compliquées  ^  il  y  a  des  questions  relatives  au  mou- 
vement des  fluides,  dont  il  est  plus  simple  de  cher-^ 
cher  directement  la  solution,  que  d'essayer  de  la 
déduire  de  ces  équations  générales;  c'e^t  pour  cette 
raison  qu'avant  de  les  donner ,  je  vais  considérer 
en  particulier  le  itiduvement  des  fluides  pesaus,  et 
résoudre^  par  rapport  à  ces  fluides ,  plusieurs  pro-* 
blêmes  imporUos  qui  dépendent  d'une  analyse  fort 
simple. 
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5*  I^'  Hj'pothèse  du  parallélisme  des  trmnchet; 
mouvement  de  Peau  qui  sort  dun  vase  de  figure 
ijuelcoiK/ue. 

£46.  Considérons  un  vase  rempli  d*eaa  jnsqn  a 
une  certaine  hauteur  ^  et  dont  le  fond  soit  hori- 
zontal ;  supposons  que  Ton  £isse  une  ouverture  au 
fond  de  ce  vase,  et  proposons^noas  de  déterminer 
le  mouvement  de  Feau  qui  va  s*écouler  par  cet  ori- 
fice. Pendant  ce  mouvement,  chaque  molécule  pren- 
dra une  vitesse  particulière,  variable  d'une  molécule 
à  une  autre  ^  en  grandeur  et  en  direction;  mais  pour 
simplifier  la  solution  de  ce  problème,  nous  suppose^ 
rons  que  toutes  les  molécules  qui  appartiennent  à 
une  même  tranche  horizontale,  ont  au  même  instant 
la  même  vitesse ,  de  sorte  que  chaque  tranche  d'une 
épaisseur  infiniment  petite  reste  parallèle  à  elle- 
même  ,  et  est  formée  des  mêmes  molécules  fluides 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Une  tranché 
quelconque  prend  ainsi  la  place  de  celle  qui  lui 
est  inférieure  ;  par  conséquent  sa  largeur  augmente 
ou  diminue,  selon  que  le  vase  s'élargit  ou  se  rétrécit, 
et  en  même  tems,  90n  épaisseur  varie  en  raison  inr 
verse  de  sa  largeur.  Pour  que  cet  effet  ait  lieu ,  il 
est  nécessaire  que  les  molécules  qui  composent  cette 
tranche  s'aplatissent  en  s'élargissant^  ou  s'alongent 
en  se  rétrécissant  ;  d'où  il  résulté  'qu'elles  changent 
aussi  de  position  dans  le  sens  horizontal.  Ainsi  ^ 
outre  la  vitesse  verticale  commune  à  toutes  les  ma* 
lécules  d'une  même  tranche  horizont^e^  chaque 
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jlttole<^ul«  a  encore  uàe  Tite5se  horizontale  cpii  lui  est 
particulière;  mais  la  question  deviendrait  trop  conn 
pliquée,  si  Ton.  voulait  tenir  compte  des  vitesses 
horizontales;  nbus>  ferons  donc  abstraction  de  cei 
vitesses  y  et  nous  ne  bous  occuperons  q^e  delà 
détermination  de  la  vitesse  verticale  des  tranches 
fluides. 

On  conçoit^  et  Texpérience  prouve,  que  quand  il 
s'agit  d'un  vase  qui  s'écarte  peu  de  la  forme  cylîn-» 
drique^  Ou  lorsque  la  hauteur  de  l'eau  est  très-grande^ 
par  rapport  à  la  différence  des  largeurs  deâ  tranches, 
les  vitesses  horizontales  des  molécules  sont  très- 
petites,  par  rapport  à  leurs  vitesses  verticales  qui^ 
en  même  tems ,  sont  à-peu-près  égales,  pour  toutes 
les  molécules  d'une  mêrile  tranche  :  il  y  a  donc  un 
grand  nombre  de  cas ,  dans  lesquels  le  parallélisme 
des  tranches  s'observe,  sinon  exactement,  du  moi  ni 
par  âpproxinçiadon;  et  pour  tous  ces  ças^  le  calcul 
fondé  sur  cette  hypothèse^  devra  conduire  à  un€^ 
solution  approchée  do  la  question*  La  théorie  ma-^ 
thématique  du  mouvement,  des  fluides  est  encore 
peu  avancée  :  ce  n'est  qu'en  restreignant  l'étendu^ 
de  la  question,  par  des  hypothèses  plus  ou  moins 
admissibles,  que  l'on  est  parvenu  jusqu'à  présent,  ^ 
quelques  résultats  généraux,  utiles  dans  la  pratique^ 
et  conformes  à  l'expérience. 

547.  Soit  JlBCD(Gg.  53),  une  section  verticale 
du  vase,  jéB  l'orifice,  Oz  un  axe  vertical  sur  le- 
quel on  compte  les  dislances  des  tranches  fluides  k 
un  point  fixe  O^  on  au  plan  horizontal,  mené  par 
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ce  point;  après  an  iemst^  ëcodié  depuis  Fongioecla 
mouvement^  désignons  par  i^^  la  vitesse  d'une  tranohe 
quelconque  du  fluide  ^  et  par  i^^sa  distante  au  point 
Oy  de  sorte  que  2  et  «^  soient  deux  fbnclioiis  iu€on« 
nues  de  la  variable  u  Pour  fixer  les  idées  ^  sup-» 
posons  que  mqnnicfH  représente  alors  la  section 
verticale  de  cette  tranche  quelconque  ;  on  aura 
Oifz=.z^  l'épaisseur  qcf  do  la  tranche  sera  exprimée 
par  la  différentielle  dzy  et  son  volume  sera  égal  à  s^ 
largeur  multipliée  par  dz^  Or ,  sa  largeur  est  l'aire 
de  la  section  du  vase  faite  par  un  plan  horizontal 
mené  par  le  point  q\  celle  aire  est  une  fonction  de 
%y  dépendante  de  la  forme  du  va$e>  et  donnée  daua 
chaque  cas  particulier  :  nous  la  représenterons  par 
jy  et  nous  aurons /<fc,  pour  le  volume  de  la  faucha 
mobile  que  nous  considérons.  £ntio>  désignona  tou« 
jours  la  gravité  par  ^. 

Pendant  Tinsfant  diy  la  vitesse  de  la  tranche^^;! 
Croîtrait  de  la  quantité  gdt,  si  celle  tranche  était 
libre  et  isolée  ;  d\^  est  Taugmetitation  de  vitesse  qui 
i  réellemen^lieu  ;  ^A — dv  est  donc  la  vitesse  infi- 
niment petite,  perdue  à  chaque  instant  par  celte 
tranche;  or^  d'après  le  principe  de  d'Alembert ,  le 
fluide  resterait  en  équilibre ,  si  toutes  ses  tranches 
étaient  sollicitées  par  des  forces  motrices,  capables 
de  leur  imprimer  les  vitesses  qu'elles  perdent  à 
chaque  instant;  supposons  donc  ces  iranches  soIli« 
citées  par  de  semblables  forces ,  et  cherchons  daua 
Mlle  hypothèse  y  les  conditions  de  leur  équilibre. 

Ih%  force  accélér*>'trice  de  la  tranche  quelconque 
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ydzy  sera  exprimée  f^t  g — ^  ^,  puisqu'elle  doit  pro- 
duire la  vitesse  ^rf^ — di^,  dans  VinsXBxii  dt.  Sa  force 
motrice  sera  donc  égale  au  produit  (s'-^rf/f^z^ 

f  étant  la  densité  de  Teau.  Appelons  aussi  p^  la  pres- 
sion rapportée  à  Fiiniiéde^urfece,  que  cette  tranche 
^rouv«    6ur  aa   base   supérieure    mqn  ;    pression 
x{ui  se  tranamet  par  riotennédiaire  du  fluide  dont 
U  tranché  est  composée ,  non  -  seulement  sur  sa 
base  infiérîenre  vdq'ri^  mais  aussi  sur  les  parois  da 
vase  qui  terminent  sa  circonférence;  de  sorte  que 
quand  la  valeur  de  p  sera  déterminée  en  fonction 
de  a  et  de  e^  an  connaîtra  à  chaque  instant  la  pres- 
sion que  ce  v^ase  éprouve  en  tous  ses  points.  Outre 
la  pression  f^  la  base  infôrieure  de  la  tranche  jdz^ 
éprouve  encore^  dans  l'état  d^équilibre  que   nous 
^considérons ,  une  pression  due  à  la  force  motriGé 
de  cette  tranche  ^   et  égale    à  cette  force   ou  à 

(s^'^'fj'dz;  divisant  par^  ,  afin  d'avoir  la  pres- 
sion due  k  cette  même  force  et  rapportée  à  l'unité 
de  surface,  îX  y iexi\ (g -^^j*  fd^  :  paff  coQséquent  ;i^^ 

«étant  la  pression  entière  qu'éprouve  cette  base  in- 
férieure^ on  aura 

Mais  la  différence  p,'^p  est  évidemment  la  diflT^  ; 
reptiçUe  de  la  fonction  p^  prise  par  rapport  à  I9/ 
variable  2  :  ou  a  donc  aussi 


/ 
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équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  la  pressioil 
p,  quand  celle  de  la  vitesse  u  sera  déternûnée. 

548.  Comme  le.fluide  qui  s^ecoule  dans  le  vase,  est 
incompressible ,  il  doit  passer ,  dans  un  intervalle 
de  teipps  quelconque  ,  le  même  volume  de  fluide 
par.  toutes  les  sections  horizontales  du  vase;  d'où 
l'on  peut  conclure  que  les  vitesses  de  deux  tranches 
prises  au  hasard,  doivent  être,  à  chaque  instant , 
en  raison  inverse  de  leurs  largeurs;  si  donc  nons  dé-*- 
'  signons  par  u ,  la  vitesse  du  fluide  à  l'orifice  hori^ 
zontal  ^jS^  par  lequel  il  s'écoule,  et  par  A:,  Taire 
de  cet  orifice,  nous  aurons,:  en  comparant  ceX^e  vi- 
tesse à  celle  de  la  tranche^^fe.,  l'équation  jvs=zku^ 
qui  donne 

y,. 

• 
Dans  cette  valeur  de  p^  m  est  une  fonction^  cïe  /, 

Ct^  une  fonction  de  z  ;  on  peut  donc  en  prendre 
Ifii  différentielle,  par  rapport  à  lune  ou  l'autre  de 
ces  variables  :  la  diflërentielle  relative  à  ^,  expri- 
jknerait  la  différence  entre  les  vitesses  de  d,eux  tran^- 
ches  consécutives,  oui  ont  lieu  au  même  instant  ; 
en  diflérentiant  par  rapport  à  ^,  on  aurait  la  diffé- 
rence entre  les  vitesses  de  deux  tranches  du  fluide, 
qui  répondent  successivement  à  la  même  section  du 
vase  ;.  mais  pQur  avoir  la  différence  entre  les  vî-^ 
iesses  successives  d'une  même  tranche,  il  faut  diffè- 
re u  lier 
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rentier  la  valeur  de  p^  par  rq>port  aux  deux  varia-^ 
hies  t  et  z^  en  considérant  la  seconde  comme  une 
fonction  de  la.  première  ;  ce  qui  donne 

du k  du      fctt    rfy  dz 

C'est  cette  expressiçn  qu'il  &ut  substituer  à  la  place 
de  ^  ^  dans  la  valeur  de  ^  ;  et  en  remplaçant  aussi 

■^,  par  la  vitesse  t^^  ou  par  sa  valeur  —  ^  on  aura 

En  intégrant  par  rapport  à  z ,  et  oblservant  qu'alors 
les  quantités  ^  ^^y^  doivent  être  r^ardées  comme 
constantes ,  il  vient 

,     du     rdz        i*fu*   ,  ^ 

L'arbitraire  <7,  qu'on  ajoute  à  cette  intégrale^  peut 
être  une  fonction  de  ^;  sa  valeur  dépend  ^e  la  près- 
flioa  que  supporte  la  sur&ce  supérieure  de  Feau; 
pour  fixer  les  idées ,  nous  supposerons  que  cette 
pression  est  celle  de  l'atmosphère  ^  et  nous  la  re- 
présenterons par  n.  Soit  aussi  EffF  le  niveau  de 
l'eau  dans  le  vase;  faisons  0£f=:z\  c'est-à-dire, 
désignons  para!'  la  valeur  de  js  relative  à  ce  niveau; 
représentons  par  y,  la  section  du  vase  qui  répond 
au  même  niveau ,  de  sorte  que  y  soit  ce  que 
devient^,  quand  on  y  fait  ^=z';  en  supposant  de' 
2.  39 
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plus  <joe  l'intégrale  f—  s'évanouisse  ,  pour  cette 
Taleur  2=:jt^,  on  aora,  pour  cette  même  valeur. 


•n 


=«.*- 


Jk*fu« 


ay. 


a 


Eliminant  C  an  moyen  'de  cette  équation,  là 
<5édente  devient 


« 


y        3y*     '   fl/*' 

Cette  valeur  de  p  convient  à  tous  les  points  da 
vase  ;  or,  k  .pression  qui  a  lieu  à  Torifice  ufB  ^ 
est  donnée  :  elle  est  égale  à  la  pression  atmo- 
sphérique, si  le  fluide,  en  sbrtalit  du  vase ^  s'éboule 
dans  Tair;  elle  est  nulle,  s'il  s'écoule  dans  le  vide; 
et  en  général ,  nous  pouvons  la  représenter  par 
n — c,  c  étant  la  diflerence  des  pressions  au 
niveau  du  fluide  et  à  'l'orifice  du  vase.  Soit  aussi 
OJ=i  /=  la  valeur  de  z  qui  répond  à  l'orifice  ^£, 
valeur  qui  est  constante  et  donnée  ;  A  la  hauteur  du 
fluide  au  -  dessus  de  cet  orifice  ^    c^est  -^  a  -  dire  , 

A=-Ér^=/i— z;  iV^  l'intégrale  Z-:^,  prise  dans  touts 

l'étendue  de  cette  hauteur,  ou,  depuis  2=z'  jus^ 
%zi=il  X  N  sera  une  fonction  de  A ,  donnée  dans 
chaque  cas  particulier,  et  dépendante  de  la  forme 
du  vase.  Nôiis  aurotis  en  même  tems.  ' 

,       j  y 

4otic  d'après  l'équation  (ii)^ 
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«'"■a^-^+sr»-  (  .-f.).'f      '(3) 

549.  Celle  analyse  rcuferme  la  solutloa  complète 
*du  problèitie  que  nous  nous  sommes  proposé  dfi 
résoudre  î  maïs  on  doit  ôbserVer  que  le  mouvement 
de  l'eau  qui  s'écôûle  pat  nû  orifice  horizontal,  pré- 
sente deux  cas  qu'U  importe  de  distinguer  :  celui  où 
le  fluide  est  entretenu  constamment  à  la  même  hau- 
teur, aû-dèssus  de  lorificé  ,  et  celui  où  le  niveau  É]^ 
s'abaisse  à  ibesnrè  que  le  fluide  s'écoule. 

Dans  le  premier  cas,  A,  iV^  et  y  sont  des  quan- 
tités constantes  et  données  ;  on  intégrera  donc,  sans 
difficnltë,  Téquation  (t)  ;,  cette  intégration,  que 
nous  eiSTectuerons  dans  un  des  numéros  suivans  fera 
connaître  la  vitesse  u  k  Torifice  du  vase ,  en  fonb-^ 
tion  du  tems  ^;  et  en  la  substituant  dans  les  équa-^ 
tîons  (i)  et  (2),  on  aura  en  fonction  de.t  et  de  z  ^ 
la  vitesse  ^  et  la  pression  p,  pour  toud  les  points 
du  vase; 

Dans  le  second  cas;,  JV  et  y  seront  toujours  deà 
fonctions  données  de  h}  mais  h  sera  variable,  ejt  pour 
déterminer  sa  valeur  en  fonbtîon  du  tems^  il  faudra 
uAte  équation  de  plus  que  dans  le  premier  cas.  Or^ 

au  niveau  de  Veau ,  la  vitesse  est  ^  ,  et  elle    est 
égalé  à  y ,  d'après  l'équation  (i);  de  plus,  à  causé 

j^    r' f  /  ah  dz       '      .  _ 

de  n=:l — z ,  on  a  —  =  —  ^,  puisque  l  est  une 
Constante;  donc 

dh    ,   Hu 

Sr  +  y^O.  (4) 

aor. 
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Ea  joignant  celle-ci  à  Técpiation  (3),  on  aura 
deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  ^  qui 
suffiront  pour  déterminer  A  et  u  ea  fonction  de  ^  ; 
on  connaîtra  donc^  en  les  intégrant^  la  hauteur  du 
niveau  et  la  vitesse  du  fluide  à  loriâce,  à  chaque 
instant;  ensuite  les  équations  (i)  et  (2)  donneront^ 
comme  dans  le  premier  cas  ^  la  vitesse  et  la  pressioa 
en  un  point  quelconque  du  vase.  Au  reste,  ce  n'est 
que  dans  un  petit  nombre  de  cas>  choisis  exprès, 
qu'on  peut  espérer  d'intégrer  les  équations  (3)  et(4)> 
sous  forme  finie  ;  leurs  intégrales  ne  pourront  s'ob- 
tenir, en  général,  que  sous  forme  de  séries^  et  les 
valeurs  de  h  etu  qui  en  dépendent,  ne  se  déter- 
mineront que  par  approximation* 

55o.  Lorsque  l'orifice  j^B  eât  très-petit  par  rap« 
port  aux  dimensions  du  vaSe ,  de  manière  qu'on 
puisse  iftéglig^f ,  sans  erreur  sensible ,  les  termes 
multipliés  par  k  dans  Féquation  (S) ,  elle  se  ré- 
duit à 

et  si  de  plus  la  pression  est  la  même  à  TorUSice  et  au 
niveau  de  l'eau,  auquel  cas  la  quantité  c  est  nulle,  cette 

équation  donne  alors  u  =z  ^2gh;  d'où  il  résulte  ce 
théorème  important,  savoir,  que  la  vitesse  de  Veau 
qui  sort  d'un  vaSe  par  un  très'^étit  orifice,  est  ^ale 
à  celle  d*un  corps  pesant  qui  serait  tombé  de  toute 
la  hauteur  du  niveau  au-dessus  de  l* orifice. 

Si  l'eau  éprouvait  une  plus  grande  pression  à  son 
niveau  qu'à  Torifice  du  vase,  la  vitesse  u  serait  aug- 
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mentee  par  cet  excè$  de  prassio»,  et  aon  âugmeâ- 
tation  serait  la  même  <foe  h  le  nive^iu  ét^ait  plus 
ëleyé;  ainsi  h'  étant  une  quantité  telle  que  gfK:=:Cy 

on  aura  uz=i  V/^(à+A')j  c'est-à-dife ,  que  la  vi- 
tesse u  serait  la  même  que  si  la  hauteur  du  niveau 
était  A+A'. 

En  négligeant  de  même  les  termes  multipliés  par 
h  y  dans  Téquation  (2)^  on  a 

d^où  l'on  peut  conclure  que  dans  le  cas  de  l'orifice 
trè&-petit^  la  pression  en  unpoint  quelconque  du  vase^ 
est  égale  à  la  pression  appliquée  à  la  surface  supérieure 
du  fluide^  ^ lus  à  la  pression  g^z — z')A\ke  à  la  hau- 
teur du  niveau  au-dessus  de  ce  point  ;  de  sorte  que 
cette  pression  est  la  même  à  chaque  pistant  y  que 
si  le  fluide  n'avait  aucun  mouvement  dans  le  vase. 

CSes  d^enx  théorèmes  ^  relatifs  ji  k  pression  p  et 
à  la  vitesM  u^  ont  également  lieu^  quand  le  niveau 
s'abaisse  ^  et  quand  il  est  entretenu  «  une  hauteur 
constante. 

S5i.  La  vitesse  des  molécules  d'eau  qui  sortent 
du  vase  y  leur  est  imprimée  par  la  pression  de  l'eau 
contenue  dans  le  vase;  or,  cette  pression  étant  une 
Ibrce  motrice,  il  serait  absurde  de  supposer  qu'efle 
produit  instantanément  une  vitesse  finie;  ce  n'est 
donc  qu'après  un  intervalle  de  tems  fini^  que  la 

vitesse  u  peut  se  trouver  égale  à  la  quantité  y/txgh. 

Pour  vérifier  cette  assertion,  supposons  le  niveau 
constant ,  et  la  quantité  c  égale  à  zéro  ;  et  intégrons 
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réquation  (2)  daÉs  cette  hypothèse.  JEu  la  résolvant 
par  rapport  k  dt,  il  vient 

akN.du 


A= 


Taleor  qu'on  peut  mettre  sous  cette  autre  fç^rvie  :, 

kN       /  du  '    '  du 


/-l 


çt  d'o^  ^o^  tire  en  intégrant 

Si  Ton  çpmpte  k  tems  <,  de  Torigine  du  mouve-. 
xaent  y  la  constante  arbitraire  C^  doit  êti'e  nulle  ;. 
ear  le  fluide  partant  du  repos,  on  aura,  à  cette 
origine,  /=:o  et  m==^o,  ce  qui  donne  Csso.  SÛp-. 
primant  donc  cette  constante  et  passan^t  dç$  loga- 
rithmes aux  nombres ,  on  trouve 


■  •  • 


® 


fa  £ûsant  pour  abréger 


V^^V»-:^ 


*  TÏV^ 
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€t  désignant  pare^  la  base  des  logaritbmes^  dontle 
ipodule  est  l'unité^ 

Or  ^  quand  t  eM  nul  ^  l'exposant  X^  Test  aussi  ; 
^et  exposant  et  la  valeur  de  u  croissent  avec  t;  et 
comme  le  facteur  k  qui  se  trouve  au  dénominateur 
de  X> est  supposé  très-petit^  il  s'ensuit  que  le  facteur 
7it  acquerra  une  très-grande  valeur*,  dans  un  inter- 
valle de  tema  très-court  :  alors  le  second^  membre 
de  Fcquation  (5) ,  qui  a  pour  facteur  TexponentieHe 

B      ,  ^  serk  devenu  à  très-peu  près  égal  à  z^ro  ;  pnç 
conséquent ,  on  aura 


qu  plus  simplement >  uj=,\/2gk   en  négligeant^  Ia;> 

A* 
firactio!? -^: . 

On   voit  pv  là    qu'à  parjer .  rigoureusement  i. 

l^  !igh  estunelimitç  que  la  vitesse  u  n'atteint  jamai^^ 
mais  dont  elle  ne  diSece.plus,  d'une  manière  senr 
sible,  après  un  intervalle  de  tems  très-petit  ^  et  en 
général  d'aut^n|;  plus  court  q.ue  l'o^j^ifiçeA:  ^stmoias 
grande 

Ce  n'esta ^u9sî  qu'après  un  certain -intervalle  de 
t^ms,  que  la  pression  du  fluide  contre  les  parois 
du  v^e^  devient  constante  en  qhaque  poiiit  de  ces^ 
parois^  lyorsquç  le  fluide.commenqe^à  s'écouler, 
ççtte  pressai),  est  d'abord  moindre  que.  d%n$  l'état 
d'équilibre;  et.  tact  que  le^ naouvemeot ,  n'a . point 
%ftQint  l'uniformité^  ou  tant  (|ue  la^y4çwi^  dç  ^^^^ 
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encore  yariable ,  la  pression  varie  ëgatemeiit  cvec 
le  feras  :  on  aura  sa  valeur ,  en  sdwdtnant  dan6 
réqaation  (2),  cdle  de  «,  tirée  de  l'équation  (4)- 

552.  Qnand  l'orifice  n'est  pas  sii^f^se  très-petit^ 
il  est  nécessaire  <ia'il  soit  korizonial^  ponr  qae 
rhypothèse  du  parallélisine  des  trandies  ne  s'écarte 
pas  trop  de  la  yérîté  ;  mais  si  l'on  &it  une  Ouver** 
tore  très -petite  au  fond  ou  en  un  endroit  4{uel« 
conque  d'un  vase,  et  que  la  hauteur  de  l'eau  an- 
dessus  de  cette  ouverture  soit  très  -  grande  par  rap- 
port à  la  largeur  du  vase ,  l'observation  de  ce  qui 
se  passe  alors ,  prouve  que  ce  parallélisme  a  sensi- 
blement lieu  dans  toute  détendue  de  la  niasse  fluide, 
excepté  près  de  l'orifice ,  où  les  molécules  d'eau 
prennent  des  vitesses  dont  les  directions  concourènl 
vers  ce  point.  Les  résultats  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, et  qui  sont  fondés  sur  l'hypothèse  du  paral- 
lélisme des  tranches ,  subsistentdonc  dans  le  cas  d'un 
orifice  très-petit,  horizontal  ou  incliné;  ainsi,  la 
vitesse  de  l'eau  qui  sort  d'un  vase  par  une  très-petite 
ouverture,  dont  le  plan  a  une  inclinaison  quelcon- 
que, devient  toujours  égale,  dans  un  intervalle  de 
tems  fort  court,  à  la  vitesse  qu'un  corps  pesant 
acquiert  en  tombant  de  la  bauteur  du  niveau ,  au- 
dessus  de  cette  ouverture;  par  conséquent  si  l'on 
donne  au  jet,  par  le  moyen  d'un  tuyau,  une  direc- 
tion verticale,  les  molécules  d'eau  qui  partent  avec 
cette  vitesse ,  s'élèveront  dans  le  vide  à  la  hauteur 
du  niveau.  C'est,  en  effet,  ce  que  l'expérience  avait 
appris  depuis  long-tems.  Elle  montre  également  que 
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n  la  direction  du  jet  n'est  pas  Tertîcde,  l'ean  décrit 
dans  le  vide  une  pandkrfe  dont  l'amplitude  dé^ 
peod  de  cette  direction  Mde  la*vitesseàrorifiGe;Getla 
amptitiide  Tarie  qnand  le  myecs  n'est  pas  constant; 
quand  il  est  invariable^  elle  est  d'albord  nulle,  pnis 
eUeangmente  rapidement  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  atteint 
une  limite  constante  ;  ce  qui  £sdt  voir  que  la  vitesse 
à  l'orifice  ^  emploie  aussi  im  intervalle  de  tems  fini  ^ 
à  parvenir  à  sa  plus  grande  valeur. 


553.  Connaissant  la  vkesse  du  fluide  à  l'orifice^ 
et  la  largeur  de  cet  orifice  ^  il  est  aise  d'en  con- 
clure le  volume  d'eau  qui  sort  dn  vase  dans  un  tem9 
donné.  £n  effets  ce  volume^  pendsmt  Tinstant  di^ 
est  égal  an  produit  kudt;  k  étant  toujours  la  largeur 

de  l'orifice  j  et  11  la  vlte.sse  de  l'écoulement  :  si  donc 

♦ 

X  représente  le  volume  d'eau  sorti,  ou  ce  qu'on 
appelle  la  dépense  pendant  le  tems  ^ ,  on  aura 

dx  =zkudti 

d'où  l'on  conclura^  par  l'intégration,  la  valeur  de^ 
en  fonction  de  t. 

Dans  le  cas    d'un    orifice    très  «-  petit  ^   on    a 

uns  V^gh}  donc «EaarA:.  \/2gh^tytix=A.  V^^.f, 
si  la  hauteur  h  du  nrreau  au-dessus  de  Porifice  est 
constante.  Soit  h'  la  hauteur  dont  un  corps  pesant 

tond>e  dans  le  tems  t,  de  sorte  que  A'=:^  ;  nous 
aurons 
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d'où  l'on  Yoît  que  la  dépense  ^  dans  le  cas  du  niveaiai 
constant  y  est  égale  au  double. du.  volume  d'un  cy^ 
lin^re  qui  aurait  pour  base  y  l'orifice  k^ .  et  pour 
hauteur^,  une  moyenne  proporlionnelle.entre  h  et  Ki 
Si  le  niveau  était  variable-^  il  faudrait  connaître  h 
en  fonction  de  1}  or,  en  feîsant  if  =  vf^^^  dans 
^équation  (4),  on  en  tire 

1 

équation  qu'il  sera  facile  d'intégrer,  toutes  les  fois, 
qu'on  fera  une  supposition  particulière  sur  la  forme 
du  vase,  d^où  résultera  la  valeur  de  j^  en  fonction 
de  h.  Cette  intégration  donnera  la  valeur  de  h  en 
fonction  de  t  y   en  k   substituant  dans  Féquation 

dx=:k.  \/*2gh .  dt ,  on  aura^  par  une  secondé  inté- 
gration ,  la  dépenjae  x  en  fopetion  du  tenis.^ 

554*  La  dépense  par  un  orifice  très-petit,  calculéa 
d'après  cette  théorie ,  ne  s'accorde  point  avec  celle 
qui  résulte  de  Texpériençe  :  ççUe  -  ci  çs|  tpuJQurs 
moindre  que  la  première ,  et  il  paraît  que  le  rapport 
'  de  l'une  à  l'autre  est  une  quantité  constante  qui  ne 
Tarie  ni^  avec  la  largeur  dQ  l'orifice,  ni^avec  la. hau- 
teur du  niveau.  D'après.les  expériences  les  plus.rér 
fentes  ,*ce  i^^p^^ort  est  ég^  à  la,  fraction^  o,6a  ;  de 
sorte  que  ladépen)»e  q^i  a  réellepjient  lieu,  par  l'ori*^ 
rifice  A:,  la  hauteur  duniveai)  étant  consente  et  ^ale 

a  A  ,  doit  être  exprimée  par  3A:.(o,62).  \/M'^au 

l^çu  de  2k.  i^  hUyhl  étant  toujours  la  hauteur  qu'ua 
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corps  pesant  parcourt  dans  le  -vide  ,  pendant  le  temsî, 
correspondant  à  cette  Repense. 

Cette  différence  entre  lathëoiie  et  inexpérience  e&t^ 
due  à  la  cojttraction  que  le  fluide  éprouve  k  la  sortia 
du  vase  ;  phénomène  qu'on  attribue  aux  directions 
gue  prennent  les  molécules  ^  quand  elles  s'appro- 
.  cbent  4e  l'orifice,  et  diaprés  lesquelles;  elles  concou- 
ipent  toutes  vers  cet  orifice  :  lorsqu^ljes  sont  sorties 
dn  vase ,  elles  conservent  encore ,  en  partie  ces  di- 
rections; ce  qui  produit  un  rétrécissement  dans  Iji 
largeur  c(e  la  veine  fluide,  qui  subsiste  jusqu'à  un^ 
certaine  distance  de  l'orifice.  On  s'est  assuré  par 
l'expérience,  qu'en  enfermant  la  veine  fluide  dans, 
une  enveloppe  exactenient  d^  xnéme  forme  qu'elle^ 
partant  de  l'orifice,  et  se  terminant  à  l'endroit  de 
\g^  plu^  grande  contraction,  la  dépense  n'est  ni  aug- 
menté? ^  nji  diminuée  par  l'addition  de  cette  paroi, 
4'où  l'on  a  conclu  que  la  dépense  est  ta  même  que 
si  le  vase  se  prolongeait  jusqu  à  la  plus  petite  section; 
de  la  veine  fluide,  et  que  cette  plus  petite  section, 
^ùt  e^ctivement  l'orifice  p^r  lequel  l'eau  s'écoule. 
La  distance  à  l'ouverture  du  vase  est  toujours  très- 
petite,  de  manière  que  la  hauteur  h  du  niveau  reste 
à-peu-près  la  même,  en  substituant  un  orifice  à 
l'autre;  en  désignant  dqnc  pai;*  k^  la  largeur  de  la 
veine  fluide  à  Tendroit  de  la  plu$  grande  contraç-» 

tion  ,  pn  devi?a  f\yoir  2k .  S/hh'^  pour  la  dépense 
pendant  un  tems  donné;  or,  cette  dépense  est  égale, 

à'après  l'expérience,  à  ;2 A: (0,62).  \/âA';  il  en  fente 
donc  conclure  que  ^= A: (0,62),  c'est-à-dire ,  que  la 
plus  petite  largeur  de  la  veine  fluide  esta  la  largeur 
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dd  Torifiee,  dms  le  rapport  canabuàt  d«  k  firaclioa 
0^62  à  Tunité  :  condnsioa  ^pii  eat  coafinaée  pur  de» 
mesures  directes  (^). 

5*  IL  OseîUatiotts  de  Peau  dans  un  tube  recourbé. 

555.  Nous  avons  vu  (n*  5  in)  qu'un  fluide  pesant  et 
incompressible^  tel  que  Teau^  contenu  dans  un  tube 
recourbe  ACB  (fig.  40)  »  dont  les  deux  brancbe^^ 
sont  ouvertes  par  en  haut,  reste  en  équilibre  toutes 
les  fois  que  son  niveau  est  le  même  dans  Tune  et 
l'autre  branche  ;  de  sorte  que  la  droite  ab  étant  ^op- 
posé  horiaontde^  l'équilibre  existe  si  le  fluide  s'é- 
lève jusqu'en  a  dans  la  branche  AC  et  jusqu'en  h 
dans  la  branche  J?C  De  plus  y  nous  avons  remarqué 
que  cet  équilibre  est  stable,  c'est-à-dire,  que  le 
fluide  oscille  au-dessus  et  au-dessous  du  niveau  aby 
quand  on  l'écarté  d'une  manière  quelconque  de  ce 
niveau ,  et  qu'on  l'abandonne  ensuite  à  l'acdon  de 
pesanteur;  or,  nous  nous  proposons  maintenant  de 
oetermmer  la  loi  de  ces  oscillations. 

Nous  regarderons  le  tube  comme  infimment 
étroit,  et  le  fluide  comme  un  simple  filet  d'eauj  de 
manière  que  nous  aurons  à  déterminer  la  vitesse  de 
chaque  molécule ,  seulement  dans  le  sens  de  la  lon- 
^eur  du  tube.  D'ailleurs  la  largeur  infiniment  petite 
de  ce  tube,  ou  l'aire  de  la  section  perpendiculaire  à 
sa  longueur,  pourra  varier  dans  les  differens  points 


mmmm 


CO  Voyez  pour  de  plus  grincU  développemeoB^  le  lUnmre 
de  M..  Pron/s  eiir  le  JoMgeagj^  d^s  eaux  couranUs. 
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du  tube  ;  amsi  ^  Â  «lant  un  point  fixe  elKmi  eiiû- 
trairementiur  le  tnbe,  j'sfipeUerai  cl  la  largeur  en  ce 
points  et  {•  reptesentemi  pw  «d»  ^  sa  largeur  en  «a 
autre  point  quelconque  m.  Appelant  aussi  ^  la  dis^ 
tance  du  point  m  au  pointa,  comptéesur  la  courbe 
ACBy  ou  la  longueur  de  l'arc  Jm  de  cette  courbe^ 
la  quantité  ai  sera  une  fonction  Aé  s^  donnée  dani 
chaque  cas  particulier  :  quand  la  largeur  du  tub« 
sera  la  même  dans  toute  son  étendue^  on  aura^=:  x. 
La  courbe  que  forme  le  tube  ^  et  qui  peut  être  à 
simple  ou  h,  double  courbure ,  sera  dëterminëe  par 
ses  équations  qui  seront  données  dans  chaque  cas  | 
mais^  comme  on  va  le  voir^  nous  aurons  seulement 
besom  de  covsaitre  le  rapport  des  arcs  de  la  courbe 
aux  ordonnées  verticales  de  sesdifférens  points;  soit 
donc  Az  une  verticale  passant  par  le  point  A;  me- 
nons par  le  point  quelconque  nty  une  perpendicu-» 
laire  mq  k  cet  axe  A%,  et  soit  A<fzs^z  :  nous  Mgar^ 
derons  la  variable  z  comme  une  fonction  donnée  de 
Tare  s.  Cet  arc  croissant  depuis  le  point  A  jusqu  au 
point  By  l'ordonnée  z  croit  depuis  le  point  ^jusqu'au 
point  Cy  et  décroit  depuis  C  jusqu'en  ^;  dtf  manière 

que   le  coefficient  différentiel  ^ ,  est  positif  pour 

tous  les  points  de  la  branche  ACy  et  négatif  pour 
tous  ceux  de  la  branche  CB  :  il  est  nul  au  point  C 
où  la  tangente  k  la  courbe  est  horizontale.  Géné- 
ralement si  l'on  mène  par  le  point  m  une  tangente 
mT  hhi  courbe 9  et  une  verticale  mH,  on  aura^ 

Jiz  _- 

.   -r^  =s  cpi .  Twi^; 
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par  rapport  à  nn  pomt  ni  db  la  brancke-  CB,  cei 
angle  deviendm  obtus,  en  supposant  toujours  la 
tangente  dirigée  dans  ie  sens  àa.  prolongement  de 
l'arc  ACrd\ 

556.  Maintenant,  supposons  le  filet  d'eau  qui 
oscille  dans  le  tube,  partagé  en  élémens  infiniment 
petits,  et  considérons  à  un  instant  quelconque,  l'élé- 
ment rnuy  qui  se  trouve  à  la  distauce  s  du  pointa. 
Sa  longueur  sera  exprimée  par  ds\  comme  sa  largeur 
est  aû)>  nous  aurons  etcà.ds  pour  son  volume  et  ctdùfM 
pour  sa  massée  /  désignant  la  densité  de  l'eau.  Soit 
aussi  V  sa  vitesse  ,  et  <  le  tems  écoulé  depuis  l'ori- 

^  ds 

gine  du  mouvement^  de  sorte  qu'on  ait  ^^^  ^. 
Appelons  g" la  gravité;  dette  force  décomposée  suivant 

dz 

la  tangente  mT  sera  égale  ^^*  ^  ;  <^'^&t  la  force  ac- 
célératrice qui  agit  sur  l'élétnetit /t^;  d^&ù  l'on  côn- 

clùt,  comme  dans  le  n*  547,  ^^  5^*  3"'^^ — ^^y  ^^^^ 
la  vitesse  infiniment  petite  ^  perdue  par  cette  molé-^ 

èiilé pendant  l'instant  diyeifg.J^  — ^  —j.fcccû.ds,  la 

••  •  •  '        •     '    .  ' 

force  motrîfce  qui  produirait  celle  vitesse.  Or,  d'a- 
près le  principe  de  D'Alembert^  :1e  fluide  doit  rester 
en  équilibre,  en  supposant  toutes  ses  molécules 
sollicitées  par  des  forces  capables  de  leur  imprimer 
les  vitesses  perdues  ou  gagnées  k  un  instant  quel- 
conque; nous  aurons  donc,  comme  dans  le  n*  cilé^ 

dz        dv"" 


^l'=^(s--£-i)-hds} 
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)7  étant  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface^ 
ijui  a  lieu  au  point  iriy  au  bout  du  tems  tj  pendant 
le  mouvement  du  fluide.  Cette  ptçâsion  est^  ainsi  que 
la  vitesse  p,  une  fonction  At't  et  àe^s';  mais  la  dîffé- 
tentielle  dp  est  prise  seuleiilent  pir  rapport  à  s  y  et 
la  différentielle  di^  est  prise ,  par  ra|>port  à  r  et  à  :p 
'considérée  bomme  fonction  de  ^ 

A  cause  de  l'incompressibilité  du  fluide^  les  vîtes-* 
ses  èh  difTérens  points  du  tube^  sont,  en  raiso^  in-* 
veirse  de  sa  largeur  eh  ces  points }  ii  donc  y  nous  dé« 
signons  par  u/  la  Vitesse  en  un  point  déterminé^  pai* 
exemple  y  au  point  Cy  et  par  k  la  valeur  de  o»  qui 
se  rapporte  à  ce  point^  tious  aurons  (Kmvuss^cûcui 
d'où  Yon  tire 


tdifférentiant  pouf  avoir  la  valéui*  de  ^^  et  obser^ 

ds  ku 

vent  que  ^  ==  p  =  — ,  on  trouva 

dy k    du        A*u*    dm 

3î        m'  di  «^    '  d/ 

Je  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  dpyil  vient 
j  ,        ,    dudr  .    pfc*V    , 


intégrant  par  rapport  as,  on  a 


,    du      rds        fAV  ,    ^ 


/v\ 


j£r  étant  la  constante  arbitraire^  qui  peut  êtfe  une 
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fonction  d«  u  Pour  la  détenniner^  aapposoas  cp'aa 
bout  du  lems  t  l'eau  s'élèye  îu8<ju'en  d^  dans  la  bnup 
che  Cji;  soient  /  et  ^^  1m  Taleura  de  ^  et  de  s  qui 
se  rapportent  à  ce  points  c'est-à-dire^  soient  /=  O^/ 
et  2^=3:  O/^  ^/  étant  la  perpendiculaire  abaissée 
de  i/  sur  Taxe  Oz;  désignons  par  II  la  pression  qa» 
le  fluide  supporte  dans  la  branche  jiC^  qui  s*exerce 
au  point  ^>  et  qui  sera^  si  Ton  vent^  la  pression 
atmosphérique  ;  enfin  ^  repruentons  par  «»%  ce 
que  devient  a»  quand  on  fidt  ss=:s\  et  supposons 

—  S  évanouit  pour  cette  vdeur 

jsssy.Onaura^  à-Ia-fbis^ 

Z  =  Z\        •  =  •',      J   —  =:0,       /l=n, 

et  par  conséquent 

retranchant  cette  équation,  de  la  précédente^  il  vient 

Soit  y  l'extrémité  du  fluide  dans  la  branche  CJB; 
pour  plus  de  simplicité^  je  supposerai  que  le  fluide 
éprouve  en  ce  point,  la  même  pression  II  qu'à  sen 
autre  extrémité  i/  ;  désignons  par  2%  s',  «%  les  ya^ 
leurs  de  z,  s ,00  qui  se  rapportent  à  ce  point  ^^,  et  par 

—,  prise  dans  toute  l'étendue  du 

,  ou  depuis  s^szs'  jusqu'à  s  s:  s'\  de  manière 

que 
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que  N  soit  une  fonction  de  s'  et  s'j  qui  sera  déter- 
minée quand  la  yaleur  de  ûi  sera  donnée  eu  £000-* 
lion  de  s.  On  aura^  relativement  au  point  b\ 


"=".  /t=^- 


\»',      zzstz*' 


et.réquation  précédente  deviendra^  en  supprimant 
le  facteur  /  commun  à  tous  les  termes  : 

Comme  Ny  z\  2%  (»\  m*  sont  des  fonctions  données 
de  /  et  s'y  il  s'ensuit  que  cette  équation  renferme 
trois  inconnues^  savoir^z/y  /  et  /,  qu'il  s'agit  de  deter^ 
miner  en  fonction  de  t\  il  faut  donc  pour  cela^  deux 
autres  équations  ;  or  ^  on  a^  en  un  point  quelconque  , 

r  =:  j-  =:  — ;  donc  aux  points  d  et  h\  on  aura 

Les  intégrales  de  ces  trois  équations  ditférentielles 
premières  feront  connaître  les  valeurs  des  trois  in-> 
connues  $\  $'^  u;  on  connaîtra  donc,  à  chaque  ins« 
tant,  la  position  des  deux  points  extrêmes  du  fluide, 
et  la  vitesse  au  point  C;  d'où  l'on  conclura  la  vi- 
tesse en  un  point  quelconque,  au  moyen  de  l'équa- 
tion f^ss:  — ,  et  la  pression,  au  moyen  de  l'équa- 

tien  (i).  Ainsi,  la  solution  complète  du  problème 
qui  nous  occupe^  est  ramenée  à  intégrer  dans  chaqut 
cas  particulier,  les  équations  (2)  et  (3). 

^•t  So 
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557.  On  pcfui  tOBJonrs  réduire  <res  trois  équation! 
tSifféreotic^les  4«  {M*emîèr  erAre^  k  tme  seule  ëqua^ 
tiou  du  second  «nrdm.  En  effets  k  tjvianttté  ti'eau 
qui  oscille  dans  le  tube^  reste  la  même  pendant 
toute  la  durée  du  mouTement;  son  volume  est 
exprimé  par  l'intégrale  yiitcsi/^^  ou  afmdsy  prise  depuis 
s^asLê'  JHsqu-b  5ss:s';  <:ette  inh^;rale  lest  donc  une 
quantité  cotiMinte  "et  donnée;  nous  représentjBrons 
sa  valeur  par  al^  et  nous  aurons 

Oty  .quand  ùù  sera  donnée  en  fonction  de  5 ,  on  aura 
Texpressiou  de  Imtégrale définie  foèds^  en  fonctioa 
de  5'  et  /;  il  en  résultera  donc  une  équation  entre 
ces  deux  quantités  y  dont  on  pourra  se  servir  pour 
exprimer  Tune  au  moyen  de  l'autre,  par  exemple, 
s'  en-lôvrction  de  s\  Substituant  la  valeur  de  s^ 
dans  l'équation  (3) ,  et  mettant  aussi  à  la  place  de  u^ 

sa  valeur  -T'-jt  9  tirée  de  la  première  équation  (5)  , 

cette  équation  ^a)  se  changera  eki  une  équation  dif- 
férentielle du  second  ordre  par  rapport  à  «'•  Lia 
solution  complète  du  problème  ne  dépendra  fdus 
que  de  riatégratioa  de  ^ette  dernière  équation. 

Dn'estpas  inutile  d'o^bserver  queréquationyû»^^=/, 
estime  conséquence  des  deux  équations  (5),  et  peut 
naèrne  en  étreregardée  comme  une  kit^ale.£n  eflfet 
ces  équatioiis  donnent 


t  A'       /A' 


•^  -^ar-^ -ar 


»  .-rr  =  0 


} 


LÏVRE  V.  HYDRODYNAMIQUE.  ^Gf 
<kif ,  d'<Aprè8  ce  qu'on  a  vu  daûs  le  n*  290 ,  rdalrve-* 
sne&t  à  la  éiiereotiatîan  d'une  intégrale  définie^  îl 
est  aisé  de  reconnaître  dans  le  premier  -membre  dé 
cette  équation^  le  coefficient  différentiel  par  rap- 
port à  ^  ^  de  Vintégrale  fôàds^  prise  depuis  f=]$^ 
jusqu'à  s=szs*;  de  sorte  qu'on  a 

d.fmds         „  As"         ,  d/ 

dt  OT  dt         ^' 

il  s'ensuit  denc  que  k  fenctiofi  de  s'  et  ^*  qui 
exprime  la  valeur  ief(»dsy  est  une  quantité  indé^ 
-pendante  de  la  yariabie  ;  par  conséquevrt ,  en  îndi«- 
quant  par  l  une  constante  arbitraire^  on  a  fùbdét=.  L 

558,  Considérons  en  particulier  le  Cas  où  la  lar«> 
geur  du  tube  est  la  mènoe  dans  tonte  çon  étendue» 
Dans  ce  cas  y  la  vitesse  du  fluide  est  aussi  la  même  en 
tous  les  points  du  tube;  on  a  (v=:  j ,  les  trois  quan-^ 
iités  c^'y  c»  et  k  sont  aussi  égales  à  l'unité  ;  l'équation 
fwds:szl  donœ  /cèds:e=zs*'^^s':=zl}  de  8<n:té  qbe  li 
constante  l  expiîme  la  longuenr  du  filet  d'eau  y 
cm  l'arc  a'Œ  compris  entre  ses  deux  ertrémîlës  b 

et  V.  On  a  en  même  tems  iV=/^  =/— /==/;faî- 

■*  r 

$ant  donc  toutes  ces  substitutions  dans  l'équation  (2)^ 
elle  devient 

OU  bien,  à  cause  de  as=  -^  et  ^= ^,  elle  se  changé 
en  celle-ci  : 

.ï(»'-0-/.^=^*  (4) 

5o.  • 
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Telle  est  donc  l'équation  qu  il  s'agira  d'intégrer 
lorsque  les  valeurs  de  2'  et  2'  auront  été  déterminées 
d'après  la  forme  du  tube. 

559.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  iatégra- 
tion^  je  suppose  que  le  tube  soit  formé  de  deux 
branches  droites  A  A'  et  BR  (  fig.  4^  )  et  d'une 
partie  courbe  A'CR.  Cette  courbe  peut  être  toul 
ce  qu'on  voudra  ;  sa  forme  n'aura  aucune  influence 
sur  le  mouvement  du  fluide  ^  pourvu  que  ses  deux 
extrémités  oscillent  dans  les  branches  droites  AÂ 
BBy  c'est-à-dire,  pourvu  que  les  points  a  et  V  ne 
descendent  jamais  au-dessous  de  A!  et  S.  Les  di- 
rections des  branches  cylindriques  AA'  et  m 
font  avec  la  direction  verticale  y  ch  acune  un  angle 
donné;  At  et  Bz  étant  des  lignes  verticales,  nous 
ferons 

zAA=^yy      zBV^:^'/. 

Soit  toujours  ah  la  ligne  de  niveau  du  fluide  dans 
l'état  d'équilibre;  prolongeons  cette  horizontale  jns« 
qu'au  point  c  où  elle  coupe  Taxe  Az  ;  par  les  points 
a  et  b^  qui  représentent  les  extrémités  du  fluide  à 
nn  instant  quelconque,  menons  les  droites  kori« 
zontales  a*(^  et  &'^%  qui  rencontrent  le  même  axa 
aux  points  <f^i(f;  A(fel  Aq'  seront  les  coordonnées 
des  points  d  et  Vy  qu'on  a  désignées  par  ^  et  z\  et 
la  différence  z''— z'  sera  égale  à  q'(f.  Or,  nous 
aurons 

de  plus,  la  longueur  du  filet  fluide  restant  cons* 
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tante  et  la  même  que  dans  Fétat  d'équilibre ,  on  a 
toujours  dCVzzzaCb  ;  d'où  il  suit  ad-=zhV\  done 
en  faisant  aa'z=x  ,  et  observant  que  q'q'y  ou  z'^ — a'^ 
est  égale  à  la  somme  cq'  -|-  cy%  on  aura 

équation  dans  laquelle  x  est  une  variable,  positive: 
quand  1^  point  a^  est  au-dessus  du  point  a,  et  né-* 
gative  quand  il  est  au-dessous;  Il  sera  plus  simple 
d'introduire  eettevariable  à  la  place  de  s'  dansFéqua^ 
tion  ^4)»  ^^  a/=^^=^a^— X,  et  comme  Aa  esC 
«ne  constante^  il  en  résulte  ^ 

ds' dx^  d^s' ^x 

dt~      dt^      W "3?^ 

substituant  ces  valeurs  de  t^  et  z'-^z'  dans  notre 
équation,  elle  devient 

_-^e ^ .ar_o- 

L^intégrale  de  cette  équation  est 

en  désignant  par  C  et  »,  les  deux  eonstanCes  arbi^ 
traires^  et  en  faisant  pour  abréger 

g  (C08  >>.  +  C09  >>0  _  ^^ 

La  vitesse  du  fluide  qui  est  la  même  en  tous  les  points^ 
du  tobe  y  est  exprimée  par  ^=57  =î —  £"  '  ^^   ' 
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donc  à  un  instant  quelcanqme  u=^Cn.sva,(Hi-\^  2 
donc ,  si  Ton  veut  que  la  vitesse  initiale  soil  nulle ^i 
il  faudra  qu'on  ait  à-la-fois  ^=o  eta=o;  coudiliou 
qui  sera  remplie  en  prenant  ê=o.  Les  valeurs  gé* 
nërales  de  x  et  de  li  se  réduiront  alors  à 

x=  €,co8. Ht ,       u=:zCa,sm,nt. 

La  constante  C  reste  arbitraire;  elle  peut  être  po« 
sitive  ou  négative^  et  elle  représente  la  valeur  deop 
a  l'origine  du  mouvement^  c'est-à-dire  y  la  quantité 
dent  le  fluide  a  été  élevé  ou  abaissé  à  cette  époque^ 
dans  la  branche  ^'^  >  au*dessus  ou  au-dessous  dm 
niveau  ah. 

D'après  celte  valeur  de  x,  on  voit  que  l'extrémité 
a'  du  fluide  fait  des  oseillations  égales  et  d'égale 
durée^  de  pari  et  d'autre  du  point  a.  L'îamplitude 
d'une  oscillation  entière  est  le  double  de  la  cons- 
tante 6  ;  la  durée  de  chaque  oscillation  est  indépen- 
dante de  cette  amplitude }  elle  est  égale  à  l'inter- 
valle de  tems  pendant  lequel  l'angle  ni  augmente 
d'une  demi-circonférence;  de  aorte  qu'en  la  dési-r 
gnant  par  T,  et  par  'tt,  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  ,  on  a  nT=^ ,  ou  bien,  en  re-e 
pohettant  pour  n  sa  valeur  ^^ 


T=..^. 


l 


g(cos.j^*-hco5.y)* 


Si  l'on  compare  cette  formule  à  celle  qui  déter-r 
ininele  tems  des  petites  oscillations  d'un  pendule 
Sim|)le  (n*  a7Q),  on  Y^ij  ^^^  |e  ftui^e  feit  «es  psciU 

M 
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lations  dans  le  même  tems  qu'un  pendule  dont  la 

longueur  serait  égale  à -7— ,.  Quand  les  deux 

branches  ji'j^  et  B^B  sont  verticales^  on  a  >=o^ 

y=o^  et  cette  longueur  se  réduit  à  -•  Donc  à  cause 

qme  l  rcfMréseate  la  longueur  du  filet  fli»ide  ^  il  s'en» 
suit  qu'il  oscille  alors  dana  H  même  tems  qu'un 
pendule  égal  en  longueur  à  la  moitié  de  la  sienne% 
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CHAPITRE  n. 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT  DES 

FLUIDES. 

56o.  J3I  ous  allons  maintenant  considérer  le  mou- 
vement des  fluides  sous  le  point  de  Tue  le  plus 
général 9  et  chercher  les  équations  du  mouvement 
de  la  masse  ûuidej4BCD  (fîg.  52)  dont  nous  avons 
déterminé  les  conditions  d'équilibre  dans  le  n""  484*^^ 
fluide  peut  être  homogène  ou  hétérogène^  incom* 
pressible  ou  élastique  ;  tous  ses  points  sont  soUici* 
tés  par  des  forces  données  y  telles  que  leurs  attrac- 
tions mutuelles  et  d'autres  attractions  dirigées  vers 
des  centres  fixes  ou  vers  des  centres  mobiles;  mais 
en  quelque  nombre  que  soient  les  forces  qui  agissent 
sur  un  même  point  ^  nous  les  supposons  réduites  à 
trois,  parallèles  à  trois  axes  fixes  et  rectangulaires 
OjCy  Ojy  Ozj  qui  seront  aussi  les  axes  des  coor- 
données. Ainsi  y  ^yjy  2>  étant  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  masse  fluide  y  nous 
représenterons  par|  X,  Y^  Zj  les  composantes 
parallèles  aux  axes,  des  forces  qui  agissent  sur  ce 
point.  Les  quantités  X  ^  Y  y  Z  sont  simplement 
des  fonctions  de  XyjyZy  lorsque  les  forces  dont 
elles  sont  les  composantes,  ne  changent  pas  d'in- 
tensité pendant  le  mouvement  et  sont  dirigées  vers 
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des  centres  fixes;  quand  ces  forces  seront  dirigées 
▼ers  des  centres  mobiles^  et  quand  elles  pro- 
viendront de  l'attraction  mutuelle  des  molécules 
fluides  y  les  valeurs  de  Xy  Y  y  Z  renfermeront  le 
tems  dans  leurs  expressions;  de  sorte  qu'en  désignant 
à  un  instant  quelconque,  par  t  le  tems  écoulé  depuis 
l'origine  du  mouvement  y  les  valeurs  de  Xy  Y  y  Z 
seront  ^xx  général  des  fonctions  àeXyjr;z  et  t. 

Décomposons  de  même  suivant  les  axes  Oxy  Oy-y 
Oz  y  la  vitesse  du  point  qui  répond  aux  coordonnées 
XyjTyZy  ti  soicut  u,  i^yWj  les  composautcs  res- 
pectivement parallèles  à  ces  axes;  UyVyW  seront 
des  fonctions  inconnues  àe  Xyjy  Zyt  :  elles  dépen* 
dront  des  coordonnées  XyjTyZy  parce  qu'au  même 
instant,  ou  pour  une  même  valeur  àe  ty  la  vitesse 
varie  y  d'une  molécule  à  une  autre ,  en  grandeur  et 
en  direction;  elles  dépendront  aussi  du  tems  ty 
parce  qu'en  un  même  lieu,  ou  pour  les  mêmes  valeurs 
de  XyfyZy  Id  vitcssc  change  d'un  instant  à  un  autre. 
Si  l'on  veut  comparer  entre  elles,  les  vitesses  d'une 
même  molécule  fluide,  dans  deux  instans  consécu^ 
tifs ,  il  faudra  supposer  que  la  variable  t  devient 
t^dt,  et  qu'en  même  tems  les  coordonnées  Xy  y-y 
z  de  cette  molécule  ,  deviennent  x+udty  jr+vdt, 
Z'\-'wdt;  car  en  vertu  des  vitesses  i/,  VyW^lsL  mémo 
molécule  qui  répondait  aux  coordonnées  x,yyZy  à 
la  fin  du  tems  iy  répondra  aux  coordonnées  jr-f-i/e//, 
jj^i^dty  z+wdty  k  la  fin  du  tems  t+di.  Il  s'ensuit 
donc  que  pour  avoir  la  variation  des  quantités 
Uy  i^yWy  relatives  à  une  même  molécule^  il  faut  dif- 
férentier,  par  rapport  à  ty  et  par  rapport  à  XyjTy  s. 
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en  prenaml  udly  vdiyUHliy  fowt  accroissemew  de 

ce»  dwnières  yariaUes.    de    eette  maaière  y  osk 

aura 

dt  *    dx  dy  ^  dz 

JÊ  ^^     m^   ^   dv      ,    ,    dv      m^  ^  dv       - 

-  dw    .     ^    dw      ,    .   dw      .        dw     j 

ParUge€»f  ^  comme  dans  la  recherclie  des  coa-^ 
didoDft  d'ëqoililMre  >  la  masse  fluide  ABCD  en  pa^ 
Tallélépipèdes  rectangles  et  infiniment  petite^  dont 
les  côtés  soient  parallèles  aux  axes  Oxy  Ojr,  Oz. 
JLe  Yolume  de  Télément  cfai  répond  aux  coor- 
données x,jr,z,  aura  pour  expression  le  pcodmt 
i£r  dj  dz  ;  on  peut  regarder  la  àen&ité  du  fluide 
comme  constante  dans  toute  retendue  de  ce  to- 
lume^  et  en  la  désignant  par  /  »  la  masse  deFélémeot 
sera  égale  à  / .  dxdjrdz.  Représentons  aussi  par  f 
la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  y  c[ue  le 
fluide  environnant  exerce  sur  les  difierentes  Êtces 
de  ce  parallélépipède  j  et  qui  est  la  même  de  toutes 
parts,  d'après  la  propriété  fondamentale  des  fluides. 
Les  deux  quantités/»  et;> sont, .aiaisi  que  les  vitesses 
Uy  i^y  Wy  dcs  fo uc liofis  ittconuttcs dc X ^ j^,  z  eit\  ces 
cinq  quantités  Uy  Uy  Wj  f  eip  sont  les  inconnues  du 
problème  qui  nous  occupe  ;  quand  elles  seront  de-* 

terminées  en  fonction  de  x^jTyZeïty  Fétat  de  1^ 

* 
masse  fluide  sera  connu  à  chaque  instant^  pui^ 

que  l'on  connaîtra  alors,  la  vitesse^  la  direction j 
1^  densité  du  fluide  qt  la  pression  qu'il  exerce^ 
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en  tel  poiat  qu'on  vaudra  >  pris  à  la  surface  ou  dans 
l'intérieur  de  cette  masse.  Cherchons  donc  les  équa* 
tions  dont  dépendent  les  valeurs  de  ces  cinq  ixi- 
connues  et  la  solution  complète  du  problème. 

56 1.  Trois  de  ces  équations  nous  sont  immédia- 
tement fournies  par  le  principe  de  D'Alembert.  En 
effets  les  vitesses  perdues  pendant  Tinstant  de  par 
la  molécule  soumise  à  l'action  des  forces  X^V^Z, 
sont  Xdt — du  ,  Tdt—dvy  Zdt — dw;  car  du^di^y 
dw  expriment  les  accroissemens  de  vitesse  qui 
ont  réellement  lieu  pendant  cet  instant^  et  Xdt^ 
Ydty  Zdt  y  sont  ceux  qui  seraient  produits  par  les 
forces  X,T^  Zj  svhi  molécule  était  libre  et  isolée. 
Je  divise  ces  vitesses  par  dtj  afin  d'avoir  la  mesurer 
des  forces  accélératrices  qui  seraient  capables  de  les 
produire  ;  en  désignant  ces  forces  par  Xy  Vy  Z',  elr 
mettant  pour  duy^  dv  et  dw  leurs  valeurs  précédentes  ^ 
\t  trouve 

^       du        du  du  du  ^, 

dt         dx  dy  d^ 

_.       dv         dv  di/  dv  -« 

dt         dx  dy  dz 

„      dw        dw  dw  dw  _, 


dt         dx'  dy*         dz 

Or^  d'après  le  principe  cité^  l'équilibre  aurait  fieiir 
dans  la  masse  ftuide ,  si  toutes  les  molécules  étaient 
sollicitées,  par  des  forces  capables  de  leur  imprimer 
les  vitesses  perdues  ou  gagnées  à  chaque  instant;  leA 
équations  générales  de  l'équilibre  des  fluides ,  trou^ 
Yççs  d^ns  le  n^  4^4  >  doivent  donc  être  satisÊqtes  ^ 
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«n  prenant  X'y  l^,Z',pour  les  forces  accélératrices 
parallèles  aux  coordonnées^  qui  agissent  sur  tous  les 
points  d*un  élément  quelconque^  et  qui  sont  repré- 
sentées par  X^  YjZ  y  dans  ces  équations  générales; 
par  conséquent,  on  aura 

.     |=f*'.    |=<n     è=<^-. 

oubien^  en  mettant  pour  X!y  Y^  Z\  leurs  valeurs  > 
et  divisant  par  p, 

dp y      du,        du  du  du 

*  dx  dt        dx*         dy'         dz'    ^ 

dp      ^      dv        dv  dv  dv         X  ,  ^ 

dp dw        dw  dw  dw 

as  CK        ax  £^  as 

56a.  Chacun  des  élémens  dans  lesquels  nous 
ayons  partagé  la  masse  fluide^  changera  de  formo 
pendant  Tinstant  dty  et  il  changera  même  de  to-* 
lume  y  si  le  fluide  est  compressible;  mais  comme 
sa  masse  devra  toujours  rester  la  méme^  il  s'ensuit 
que  si  nous  cherchons  ce  que  deviennent  son  volume 
et  sa  densité  à  la  fin  du  tems-  t^dty  leur  produit 
devra  être  le  même  qu'à  la  fin  du  tems  t  ;  égalant 
donc  à  zéro  la  variation  de  ce  produit^  il  en  résultera 
\  une  nouvelle  équation  du  mouvement. 

Pour  former  cette  équation  y  considérons  le  pa^ 

rallélépipède  rectangle  dont  le  volume  était  exprimé 

par  dxdjdzj  à  la  fin  du  tems^^  et  voyons  la  forme 

^  que  prendra  cette  portion  du  fluide  ^  à  la  fin  du 
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tetns  i^dt.  Soit  m  (fig.  54)  le  sommet  de  ce  paral- 
lélépipède qui  répond  aux  coordonnées  oc^y^  z; 
soient  aussi  mn,  ml^  rnk^  les  trois  côtés  adjacens  a 
ce  sommet  et  respectivement  parallèles  aux  axes 
Ozj  OjTy  Ox;  de  sorte  qu'on  ait  mnz=:dzy  mlz=zdj^ 
mh^szdx;  supposons  que  Cjfygy  h  sont  les  quatre 
autres  sommets^  et  que  pendant  l'instant  dt ,  les 
huit  points  m,  »,  /,  k^  e,y,  g^  h  sont  transportés 
en  m',  nf,  f,  kf,  ef,/\  g^y  h';  je  dis  que  le  polyèdre 
4ont  ces  derniers  points  sont  les  sommets,  sera 
encore  un  parallélépipède  ;  et  pour  le  prouver^  je 
vais  déterminer  et  comparer  entre  elles  les  lon- 
gueurs et  les  directions  de  ses  douze  côtés ,  /nV, 
m'ty  etc. 

Les  coordonnées  x,  j^  z  du  point  m  deviennent 
au  bout  de  l'instant  dt , 

x^udt^      y  +  vdt,      z  +  wdt; 

ces  quantités  sont  donc  les  coordonnées  du  point 
m'  ;  on  en  déduira  celles  de  tout  autre  sommet ,  en 
y  remplaçant  x^jr^Zy  par  les  coordonnées  primi- 
tives de  ce  sommet  ;  ainsi  on  aura  les  coordonnées 
de  n\  en  y  conservant  x  etj",  et  en  mettant  z^dz 
à  la  place  de  2,  parce  que  ^^^  et  z^dz  son!  les 
coordonnées  de  /z;  de  cette  manière,  les  coordon* 
nées  de  n^  seront 

X  +  udt  +  -j-.dzdt  i 

d¥ 
y  +  vdt  +  -^.dzdt, 

.  +  *  +  »^  +  -.^; 
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Connaissant  les  coordonnées  des  deux  points  n!  et 
ri  y  il  est  aisé  d*en  conclure  la  longueur  de  la  droite 
niti)  on  trouve ,  parla  formule  connue^ 


m 


■^ = v'©"*-*'+  Q"^^ + (^S**)"' 


extrayant  la  racine  carrée^  et  négligeant  les  termes 
infiûimeût  petits  du  troisième  ordre  ^  on  a 

mvi  =  <2z  -^  f  .liscb. 

dz 

Les  coordonnées  de  é  se  déduiraient  de  CeUesdem^^ 
et  les  coordonnées  dey^^  de  celles  de  ri  ^  en  y  met^ 
tantx+^/o:  tij-^^dy  à  la  place  de  x  etj^;  par  coosé^ 
quent,  la  longueur  du  côté  éf  se  déduira  de  la  méma 
manière  y  de  celle  du  côté  rrin'  ;  ce  qui  donne 

donc^  en  négligeant  les  derniers  termes ,  qui  sont 
du  troisième  ordre^  la  valeur  de  ef  sera  la  même  que 
celle  de  ni  ri.  On  trouvera  de  même  que  les  côtés 
}iK  et  Vg'  sont  égaux  au  côté  wiV,  atux  quantités 
près  du  troisième  ordre  ;  de  sorte  qu  on  a 

niii  ==  e'/  =  VK  =  rg\ 

Si  l'on  change  2  en^  et  tv  en  (^  ^  dans  la  valeur  de 
iwV,  elle  deviendra  évidemment  celle  de  nit,  savoir: 

nir^dy+'^;dydÈ', 
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dtangeant  de  même  z  en  <r  et  iv  en  m  ^  on  «ura  la 
valeur  de  m'k^  qui  6era 

du 


m'k':stzdx  +  '^.dxdt. 


On  trouvera  aussi 

Nous  voyons  donc  que  les  côtés  qui  étaient  égault 
entre  eux  dans  le  parallélépipède  primitif^  sont 
encore  restés  égaux  après  son  changement  de  forme; 
le  parallélisme  de  ces  côtés  est  une  conséquence  de 
leur  égalité  ;  par  conséquent  l'élément  que  nous 
considérons  conserve  au  bout  de  Tinstant  dt  y  la 
ferme  d'un  parallélépipède ,  mais  qui  n^est  pas  rec« 
langle  comme  'an.  commencement  de  cet  instant. 

On  aura  le  volume  de  cet  élément ,  en  multipliant 
lune  de  ses  laces ^  par  exemple, k  fiice  m'AV/Vpar 
la  perpendiculaire  nf(fj  abaissée  du  sommet  n^  sur 
cette  face  ;  l'aire  du  parallélogramme  rrilieV  est 
égale  au  produit  de  ses  deux  côtés  nik  et  niV ,  mul- 
tiplié parle  sinus  de  l'angle  Inili  qu'ils  comprennent; 
la  perpendiculaire  riq'  est  égale  au  côté  rrirly  multi- 
plié par  le  sinus  de  l'angle  vlniq'  \  donc  le  volume 
du  nouveau  parallélépipède  sera  égal  à 

w!vl .  m'f .  m'A' .  sin .  /'m'A' .  sin .  nyn'q\ 

Or,  les  angles  îm'k  et  rîmq'  étaient  droits  dans  le 
parallélépipède  primitif;  chacun  d'eux  ne  peut  donc 
fuain tenant  différer  de  100%  que  d'une  quantité  in- 


48o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

finîment  petite;  mais  le  sinus  d'un  pareil  angle  ne 
diffère  de  lunité  y  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  du  second  ordre  ;  si  donc  on  néglige  les  termes 
du  cinquième  ordre  y  il  faudra  £adre  sin./iW^=i  et 
sm.tm'k'=€y  dans  le  produit  précédent ^  ce  qui 
le  réduira  à 

771  n  .m t  .771  fi. 

Mettant  pour  ttiV,  m'/',  m'k\  leurs  valeurs  qu'on 
Tient  de  donner;  effectuant  la  multiplication  et  né- 
gligeant toujours  les  termes  du  cinquième  ordre ^  il 
■vient 

Tel  est  donc  à  la  fin  du  tems  t^dt  y  le  volume  de 
l'élément  qui  était  dxdjrdzy  a  la  fin  du  temps  t.  La 
densité  /  étant  une  fonction  de  ty  Xyjr^  z  yi\  s'ensuit 
que  quand  t  devient  t-\-dty  et  qu'en  même  tems 
XyjTyZ  se  changent  en  x-^udty  jr-^-vâty  z+wdt, 
«lie  devient 

Je  multiplie  cette  densité  par  le  volume  correspon- 
dant ;  le  produit  exprime  la  masse  de  l'élément  à  la 
fin  du  tems  t-^-dt.  Retranchant  le  terme  fdxdjdz  qui 
représente  sa  masse  à  la  fin  du  tems  y  on  aura  la  varia- 
tion de  cette  masse  y  laquelle  variation  doit  être  égale 
à  zéro.  En  négligeant  les  termes  qui  renferment  le 
carré  de  dty  et  supprimant  les  facteurs  dxdjdz  et  dé, 

commuas 
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communs  à  toui  Iw  termes ,  on  trouve 

ou,  ce  qui  eçt  la  même  chose , 

565.  Jusqn^ici  nous  n'avons  pas  distingué  les  fluides 
élastiques  des  fluides  incompressibles ,  et  les  équa-. 
lions  (a)  et  (h)  appartiennent  au  mouvemenl  de  cm 
deux  espèces  de  corps  ;  mais  dans  le  cas  des  fluidea 
incompressibles  ^  Féquation  (b)  se  décompose  en 
deux  autres;  car  alors  non*seulement  la  masse  dç 
chaque  élément  doit  rester  constamment  la  même  ^ 
mais  la  densité  et  le  volume  doivent  aussi  être  in- 
variables ;  égalant  donc  séparément  à  zéro  la  varia- 
tion de  la  densité  et  ceUe  du  volume,  nous  auronji 
ces  deux  équations 

^  J-   ^^    ixXf^    vJl"^^   ^rr^^ 

s+^**"  &  —  ^' 

qui  remplaceront  l'équation  (h),  et  qui,  jointes  aux 
trois  équations  (a) ,  serviront  à  déterminer  les  cinq 
iijiconnues  /^,  /,  «,  t',  tv,  en  fonctiçp  de  XyjTyZjU 
Quand  le  fluide  incoxnpressible  est  honiogène ,  la 
densité  /  est  une  quantité  constante,  ce  qui  ren4 
la  première  équation  (c)  identique  ;  on  n'a  plus  alors 
que  quatre  incoimues  p,  u,  Vj  w^  dont  la  détermina* 
st.  Sx 


/ 
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lion  dépend  des  équations  (a)  et  de  la  seconde  éqaa-* 
tion  (c). 

Relativement  aux  fluides  élastiques ,  nous  n'avons 
aussi  que  quatre  équations^  savoir^  les  équations  (a) 
et  l'équation  (b);  mais  nous  savons  que  dans  cette 
espèce  de  fluide  y  la  densité  est  toujours  liée  à  la 
pression  y  ce  qui  réduit  à  une  seule  les  deux  incon- 
nues/ et/?  (n''485).  Si  la  température  est  la  même 
dans  toute  l'étendue  de  la  masse  fluide^  on  aura 
p;=Rkfy  A:  étant  un  coefficient  constant  et  donné; 
substituant  cette  valeur  de  p  dans  les  équations  (a)  , 
il  vient 

1   d.log.g  y  du        du  du  du 

k*       dx  dt        3x*    dy'  dz' 

1   <f.]og.#    _-   dv        du  dv  dv         \       ,  .^ 

1  •  if.Iog.^ dw       dw  dw  dw 

k  *       dz      ^^  .  dt       dx'         dy'         ïïz' 

0 

en  les  joignant  à  l'équation  (b)  y  on  aura  les  quatre 
équations  nécessaires  pour  déterminer  les  valeurs  de 
fj  ^9  ^9  ^'  Lorsque  la  température 'sera  variable  sui- 
vant une  loi  connue  ^  de  manière  que  la  tempéra— 
ture  qui  a  lieu  à  chaque  instant^  et  pour  chaque 
{>oint  de  l'espace ,  soit  une  fonction  donnée  de  t  et 
des  coordonnées  X  9  jyZyle  coefficient  k  sera  aussi 
une  fonction  donnée  de  ces  variables,  et  les  équa— 
tions  (d)  et  (b)  suffiront  encore  à  là  détermination 
des  valeurs  de  p^  u,  i^,  w. 

564-  U  resuite  de  cette  analyse  que,  soit  qu*U 
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è^agisse  du  mouyeroent  d'un  fluide  incompressible  ^ 
homogène  ou  hétérogène ,  ou  de  celui  d'un  fluide 
élastique  ^  dont  la  température  peut  être  constante 
ou  variable  suivant  une  loi  donnée ,  on  aura  j  dans 
tous  les  cas  9  un  nombre  d'équations  égal  à  celui  des 
iticonnues  que  renferme  le  problème;  mais  ces 
équations  sont,  comnie  on  voit,  aux  différences  par« 
tielles  entre  quatre  variables  indépendantes^  savoir , 
les  coordonnées^,/,  Zj  et  le  tems^;  leur  intégration 
générale  est  impossible  par  les  nwyens  connus  jus- 
qu'ici; et  lors  même  qu'on  p^vient  a  les  intégrer^ 
en  les  simplifiant  par  quelqu'hypothèse  particulière^ 
il  reste  à  déterminer,  d'apirès  l'état  du  fluide  à  Tori- 
gine  du  mouvement ,  les  foiictiôns  ai4)itraires  que 
leuTÈ  intégrales  contiennent;  ce  qui  préseûte  eb-^ 
core  de  trèâ-grandes  difficultés» 

565.  Dans  les  endroits  où  le  fluide  est  appuyé 
Contre  une  paroi  fixe  >  la  valeur  de  p  fait  connaître 
la  pression  qu'il  exerce  suivant  la  normale  à  cette 
paroi;  cette  pi'ession  doit  être  nulle  dans  tous  les 
points  de  la  surface  du  fluide,  où  il  est  entière- 
ment libre  ;  car  elle  est  due  aux  forces  motrices 
perdues  à  chaque  instant  par  les  molécules  fluides  , 
en  vertu  de  leur  jux  la-position  ;  ces  forces  se  font 
équilibre  dans  la  masse  fluide ,  et  pour  cet  équilibre^ 
il  est  nécessaire  que  la  pression  soit  nulle  en  tous  les 
points  de  la  surface  où  elle  ne  peut  pas  être  détruite 
par  la  résistance  d'une  pat*oi  fixe. 

Nous  avons  déjà  remarqué  (n*  4Ô5)  que  cette  con- 
dition ne  peut  être  remplie  que  dans  les  fluides  in^ 

Si.. 
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compressibles;  lors  donc  que  la  valeur  de  p  sera 
connue  en  fonction  AtXyjy  z,  ty  on  aura^en  réga- 
lant» à  zéro,  l'équation  de  la  surface  libre  d'un 
fluide  incompressible  9  pendant  toute  la  durée  de 
son  mouTcment.  Si  cette  Tarleur  de  p  né  contieut 
pas  la  Tariable  t^  H  en  Êiudra  conclure  que  la  sup- 
fiice  du  fluide  conserve  conslammentla  même  fimne 
et  la  même  position  dans  l'espace;  au  contraire  ,  «lie 
changera  à  chaque  instant  de  forme  ^  ou  du  moins 
de  position^  quand  la  variable  t  entrera  dans  Téquar 
lionpso. 

566.  Obsi^riirons  enpote  que  quand  op  serapf^rvena 
à  déterminer  Iqs  valeurs  àeu,Vy  w^  en  fonction  de 
oiyjr^^yty  on  exi  ppurra  condurie  la  position  d'une 
molécule  quelconque  de  la  masse  fluide ,  à  tell,e 
lépoque  qu^on  voudra  y  connaissant  sa  position  à  l'ori- 
gine du  mouvement.  En  efiet^  si  nous  considérons 
les  coordonnées  oc^j^Zy  comi;ne  appartenant  à  la 
même  molécule  pendant  toute  la  durée  du  mon<- 
vement^  ces  variables  seront  alors  d^s  fonctions  de 
ty  et  à  un  instant  quelconque  ^  les  vitesses  de  cette 
molécule^  parallèles  aux  axes  Ox,  Ofy  Oz,  seront 

^  dx    dy    dz  ■m 

e^runees  par  ^  ^  ^  *  ^T*  ^^  ^^^^ 

dx  dy  dz  ,  ^ 

mettant  pour  UyVyWy  leurs  vatwrs  ea  foaptjon  d^ 
^yfy  ^y  ^y  ^^  ^^^  supposées  connues^  et  intégrant 
ensuite  ces  trois  équations  différentielles  du  premier 
ordre^  on  en  déduira  les  valeurs  de  XyjyZy  en 
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fonclîon  d«  la  variable  L  Ces  valeurs  contiendront 
en  outre  trois  constantes  arbitraires  ^  que  je  dësi'^ 
gneraipar  ây&^c;  on  les  déterminera  diaprés  les^ 
valeurs  de  x,jr,  z,  qui  répondent  à  l'origine  du 
mouvement  ^  et  qui  tout  dotinée^,  ptlisque  Fon  coii-^ 
naît  la  position  de  la  molécule  à  cette  époque.  Les 
valeurs  de  ar^jy  %y  relatives  à  un  instant  quelcon- 
que y  seront  donc  complètement  déterminées  ;  par 
conséquent  on  pourra  assigner  à  chaque  instant,  la 
position  de  la  molécule  fluide,  qui  occupait  une 
position  donnée  à  Forighie  du  nfiouvement. 

En  éliminant  le  tems  t  entre  ces  valeurs  àt  x^jTy  Zy 
on  aura  en  Xyjy  z,  les  deux  équations  de  la  courba 
décrite  parla  molécule  que  l'on  considère;  la  forme 
et  la  position  de  cette  trajectoire  changeront  d'une 
molécule  à  une  autre,  à  raison  des  quantités  a,  i^,  c 
que  ses  équations  renferment  ^  et  qui  changent  de 
valeur  avec  la  position  initiale  de  la  molécule. 

567.  n  existe  un  cas  particulier  très-étendti,  dans 
lequel  les  équations  différentieUês  du  mouvement 
ctes  fluides^  prennent  uue  forme  beaucoup  plus- 
limple.  Ce  etts^  a  lieu  toutes  les  fois  que  la  formule 
2^  4.  ^fAy^  wdz  est  k  différentielle  complète  d'une 
foîFction  des  trois  variables  ^ify^f  ^  Mrte  qu'on  ù 

p  désignant  tEUie  fonction  quelconque  cfe  x,^,  Zy 
qui  peut  en  outre  contenir  la  variable  ty  mais  qui 
»esl  pas  diffé^^niiée  paî  rapport  à  cette  variable.^ 
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On  aura  alors  ^ 

ai  dç  d^ 

^=ai'     ''=^'     *=s- 

çç  qui  change  d'abord  réquatîon  (b)  en  celle-ci  : 

d      —  d      —         d      ~ 

En  différentîant  Tëquation  identique 

pdx  +  vdy  +  wdz  =  dip  , 

successiyement  par  rapport  k  tj  k  x^  kj",  et^  z,H 
vient 

^  j    i  ^^    j     I  ^  j        d.dp        ,  d^ 

^^.«M-ar  .«(y  +  ^•'** = -^  = ''•a; . 

eut  dx^^  dv^—   dz—^^  -  d  ^ 

dy-^-^^'^y+dy-^-   dy   ''^dy' 

du    .      .  dw    .     .  dw    .         d.d^        .  d^ 
-y-.dr-J-T-.dy  Tf--7-.d*==  -j —  =  d.-7-, 
02  dz    ^       dz  az  dz 

D'après  cela,  si  l'on  ajoute  les  équations  (a) ^aprèai 
avoir  multiplié  la  première  par  dxy  la  seconde  pai^ 
djTy  la  troisième  par  dz^  on  aur^i  è* 

-.dp  =:Xdx  +  Ydy  ^Zdz  —  d.^  """*'*•£• 

a 


«y  àz 


dp     d^    dp    ^ 


et  en  mettant  ^  »  5^  *  ^  »  à  la  pïace  de  w,  f ,  Wy  cette 
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équation  pourra  s'écrire  ainsi  : 


^-.dpz:zXdx+Ydy  +  Zdz  —  d.^ 


Les  différentieUesde;? ,  ^  et  ^,+V>  +  ^,  qui  sont 

indiquées  dans  cette  équation^  doivent  être  prises  par 
rapport  à  oc^jyZy  et  sans  faire  varier  t. 

U  est  permis  de  supposer  la  formule  Xdx-^Ydf 
^Zdz  une  différentielle  complète  par  rapport  à  x. 
J'y  Zy  d'une  fonction  de  ces  variables  et  de  /^  puis* 
qu'elle  Test  en  effet  dans  le  cas  des  forces  d'attrac- 
tion dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  mobiles ,  ce 
qui  comprend  toutes  les  forces  de  la  nature  qui 
peuvent  agir  sur  les  molécules  de  la  masse  fluide; 
soit  donc 

Xdx+Ydy  +  Zdz  =  dr', 

tétant  une  fonction  donnée  de  oc^jr^  z;  nous  aurons 
en  intégrant  tous  les  termes  de  l'équation  précé- 
dente , 

Comme  l'intégration  est  relative  à  x^jr^  j^^  il  faudrait 
ajouter  à  l'un  des  deux  membres,  une  ibnctioii  arbi-« 
traii^e  de  t;  mais  cette  fonction  peut  être  censée 
comprise  dans  la  quantité  inconnue  ^« 

Ainsi  y  les  équations  du  mouvement  des  fluides  se 
réduisent ,  d^ns  le  cas  que  nous  examiiîons ,  aux 
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deux  éqaalioQS  (f)  et  (g)}  mais  on  doit  (^enref 
que  pour  qu'on  puisse  ûiire  usage  de  l'équation  (g) , 

qui  comprend  le  terme  /—^  il  faut  que/ soit,  ou  une 

constante  ou  une  fonction  quelconque  de  p  et  de  L 
Quand  le  fluide  est  incompressible  et  homogène,* 

la  densité  f  est  constante;  on  a  f^-^rr^jréquatioa 

(g)  fait  connaître  la  valeur  de  p  ^  an  mcrp^en  de  la 
quantité  ^,  laquelle  se  déduira  de  Téquation  (/)  >  qui 
ke  réduit  dana  ce  cas  k 

11  suffira  donc  d'intégrer  cette  équation  y  et  de  dé^ 
terminer  y  d'après  l'étal  initial  du  fluide,  les  fone^ 
lions  arbitraires  qui  seront  contenues  dans  son 
intégrale;  la  valeur  de  f  étant  connue^  on  encon« 
clura  la  valeur  des  vitesses  Uy  VyWy  en  prenant  les 
différences  partielles  de  cette  fonction  par  rapport 

Su  s^agit  d'un  fluide  élastique  et  d'une  égale  tem- 
pérature dans  toute  son  étendue,  on  aura/?=A:/, 

A:  étant  un  coefficient  constant;  donc  /-^=T-log./: 

on  pourra  se  servir  de  lequation  {g)  pour  éliminer 
f  danà  réquation  {f)  ;  il  en  résultera  une  équatioki 
contenant  la  seule  inconnue  ^ ,  et  que  nous  nons 
dispenserons  d'écrire.  L'intégrale  de  cette  équation 
fera  connaître  la  valeur  de  la  fonction  inconnue  fi 
d'où  l'on  conclura  ensuite  celle  des  vitesses  z^,  p^^et 
celle  de  la  densité/,  an  moyen  de  l'équation  (jg).  Lors* 
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qae  la  tempërature  ^tk  yeriable^  le  coefficient  k  le 
^era  aussi;  mais  si  k  est  une  fonction  donnée  de  f 
et  de  <  y  e*est-à-dire  ^  si  la  vaHation  de  la  tempé- 
rature est  telle ,  que  chaque  couche  de  même  den- 
sité ait  à  chaque  instant  la  même  température  dans 
toute  son  étendue^  on  pourra  encore  effectuer  Tin- 

légrale/-®',  cl  W  servir  des  équations  (J^  et  (g) 

pour  déterminer  les  quantités  f  et  f  • 

568.  Il  reste  à  savoir  maintenant  quels  sont  les 
cas  dans  lesquels  on  peut  regarder  la  formule 
tidx^i^djr-^tlfdz  comme  nnt  différentielle  exacte^ 
Or  j  je  dis  que  cette  formule  sera  une  différétitielle 
exacte  pendant  tputé  la  durée  du  mouvement ,  ou 
pour  toutes  les  valeurs  de  /^  si  elle  Test  à  une 
époque  déterminée.  En  effet  sott  f^  une  valeur  par-* 
ticulière  de  /^  et  supposons  que  pour  cette  valeur  ^^ 
on  a 

ou^  ce  qui  est  la  métiie  chose  ^ 

M  M  iaf 

frétant  une  fonction  de  Xyfy%.  Désignons  aussi 
JMUr  it^  9p  Wy  les  valeurs  de  ^  ,  ^  ,  j-  ,  qui  ré- 
pondent à  cette  valeur  t:=tf;  de  sorte  qu*on  ait 
aussi 

a?—**    ar-*^»    a-^- 


«< 
( 
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Si  t  devient  f'^  8  ;  0  étant  un  accroissement  infini-* 
ment  petit ,  positif  ou  négatif^  les  valeurs  de  u,  (^ 
et  iv^  deviendront^  en  négligeant  le  carré  de  6, 

par  conséquent,  la  formule  udx  -f-  vdj^wdzy  devicn* 
dra,  au  bout  du  tems  i+Q, 

dp'  +  (jii'dx  +  v'dy  +  w'dz).i  ; 

donc  elle  sera  encore^  au  bout  de  ce  tems^  une  diffé* 
renlielle  exacte^  si  la  formuleii'da:+^^+^'^29  en 
est  une. 

Or ,  en  mettant  les  valeurs  de  w,  i^,  w ,  t-  ,  ^  » 

■^  ^  relatives  au  tems  t'y  dans  les  équations  (a)  y  elles 
deviennent 

f  '  dx  dx  *  dx*  dy  *  dydx        dz  *  dzdx  * 

i   È.  —  Y—   '—^     — ?1  ^^     ^L^^^     È9L 
f  '  dy  dx   *  dxdy        dy   *   dy^  dz   '  dzdy  * 

i  ^— 5^_  '_^  -^  _^  '^l—f!?!  -^  . 
f  '  cfi  dx  '  dxdz        dy   '  dydz        dz  *    dz^ 

je  les  ajoute  après  avoir  multiplié  la  première  par 
dxy  la  deuxième  par  dj-y  la  troisième  par  dzj  et 
en  mettant  df^  a  la  place  de  Xdx+Ydj'\'ZdZy  il 
vient 
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d'où  l'on  tire 

donc  en  regardant  /  comme  une  constante  y  ou  plus 

généralement  y  comme  une    fonction    quelconque 

de  Pj  cette  valeur  de  i/^ir-f-i^'^  ■+•!*>'£&,  sera  une 

différentielle  exacte^  et  par  conséquent   la  valeur 

de  udx-^-i^djr-^wdz  y  au  bout  du  tems  z'+fl,  ea 
sera  une  aussi. 

Il  est  donc  prouvé  que  la  formule  lu/x-j-i^rf^^-f-fv^^, 
est  une  différentielle  exacte  au  bout  du  temis  t+9y 
en  supposant  qu'elle  le  soit  au  bout  du  tems  if  ; 
par  la  même  raison  y  elle  le  sera  pour  la  valeur 
/  =  /'+2fl,  si  elle  l'est  pour  la  valeur  fz=/'+6; 
pour  i=:t  +36>  si  elle  l'est  pour  ^=^'4-28  ;  et  ainsi 
de  suite  :  et  comme  on  peut  prendre  6  positif  oa 
pégatif ^  il  s'ensuit  que  la  formule  udx-j-  vdjr^wdz  , 
est  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  valeurs 
de  /,  si  l'on  s'est  assuré  qu'elle  l'est  pour  telle  valeur 
qu'on  voudra  de  cette  variable. 

Lorsque  le  fluide  part  de  l'état  de  repos  y  et  qu'il 
est  mis  en  mouvement  en  écartant  les  molécules  de 
leurs  positions  d'équilibre,  sans  leur  imprimer  au- 
cune vitesse  initiale^  on  a^  àrorigine  du  mouvement, 
21=0,  p=o,  îv=o;  la  formule  udx+vdj+wdz 
est  doQC^  à  cette  époque^  une  différentielle  exacte; 
par  conséquent  elle  Test  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement 

569.  De  quelque  manière  que  le  mouvement  ait 
été  produit,  la  formule  udx-^i^dj+wdzy  devra 
fncQre  être   regardée   conime   une    différentielle 
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exacte  y  toutes  les  fois  que  le  fluide  ne  fera  que 
de  très-petites  oscillations^  et  qu'on  négligera  dans 
le  calcul^  les  carrés  et  les  prodtiits  des  vitesses  de 
aei  molécules.  En  eflet ,  dans  cette  hypothèse  les 
équations  (a)  se  réduiront  à 

1    dp y       da        ^   ^P  ^^v      ^^        *   ^  -—  ^      ^^ 

puisqu'on  néglige  les  termes  de  deux  dimensions 
par  rapport  aux  vitesses  u^  i^  et  w*  On  en  déduit 

âi'dx  +  '^.dy  +  ^.dM=-^.dp-dr; 

mais  si  Ton  multiplie  par  di ,  et  qu'on  intègre  tous 
les  termes  par  rapport  à  t,  on  BursLfdp^.€fù=d./f^dt, 

et  en  faisant /^  ss  P^  Fintégrale  da  premier  terme 

du  second  membre  Sera  d.fPdt}  il  en  tésulterâ  donc 

udx  +  vdy  +  wdA  =  d./Pdi^d.fFdi} 

par  conséquent  la  formulé  udx-^-i^djr^ivdz ,  sera 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  Xjjr^z^ 
savoir^  de  la  îoncûou  fPdt^^JVdt. 

Soit  donc^  comme  précédemment, 

udx  -f-  ^dy  +  a^^  =^  ^  > 

et  nous  auro^ns^  daiis  le  cas  de  petites  oscillations , 

en  joignant  celle-ci  à  l'équation  (/) ,  on  aura  le» 
deux  équations  du  mouvement  du  fluide» 
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570.  Pour  fixer  les  idées  ,  supposons  que  le  fluide 
soit  un  liquide  homogène  etpesant^  tel  que  Teau,  on 

aura  /-^  =  £  ;  en  prenant  Taxe  des  z  vertical  et 

dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  ^  et  désignant 
cette  force  constante  par^^  on  aura  aussi  JTso,, 
r==o,  Z=^g,dF=zgdz  et  ^=^is;  par  conséquent 

Cette  équation  fera  connaître  la  pression  en  u|i 
point  quelconque  de  la  masse  fluide;  en  l'égalautà 
2éro>  on  aura  l'équation 

dp 
^-3^  =  0, 

qui  sera  cell^  de  la  surface  libre  du  fluide  pendant 
son  mouvement.  Les  vitesses  de  ses  molécules  dans 
le  sens  horizontal  et  dans  le  sens  vertical^  seront 
exprimées  au  moyen  de  la  fpnoti(m  ^y  par  ces  équa« 
tions 

de  dp  dp 

et  la  fonction  9  sera  elle-même  déterminée  par 
celle-ci  : 

d^p    td*pd^p 

La  théorie  des  petites  oscillations  des  fluides  homo^ 
gè^es^  incompressibles  et  pesans^est  donc  renfermée 
dans  ces  équations  ;  mais  y  quoiqu'elles  paraissent 
frès*simples  ^  si  on  les  compare  aux  équations  géné« 
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raies  du  môayenient  des  fluides^  on  n'est  dépendant 
point  encore  parvenu  à  en  déduire  d'une  manièi^ 
satisfaisante  y  les  lois  de  ces  oscillations.  Cette  théo- 
rie comprend  celle  des  ondes  que  Ton  voit  se  for- 
mer et  se  pfopager  à  la  surface  de  l'eau  ^  suivant 
des  lois  qui  n'ont  point  été  déterminées  jusqu'à 
présent,  ni  par  le  calcul,  ni  par  l'observation.  Les 
recherches  des  géomètres  et  des  physiciens^  sur  les 
petites  oscillations  de  l'air  et  sur  la  propagation  du 
son,  ont  été  plus  heureuses;  l'exposition  des  résul-> 
tats  qu'ils  ont  obtenus,  nous  miènerait beaucoup  trop 
loin,  et  nous  renverrons  sur  ce  points  à  un  Mé- 
moire inséré  dans  le  i4*  cahier  du  Journal  de  l'Ecole- 
Polytechnique. 

Syi.  On  pourrait  douter  s'il  existe  des  mouve- 
mens  pour  lesquels  la  formule  udœ+tfdjr'^wdt 
ne  soit  pas  une  différentielle  exacte  ;  mais  on  a  un 
exemple  fort  simple  d'un  pareil  mouvement,  en 
considérant  celui  d'un  fluide  incompressible  qui 
tourne  sans  changer  de  forme  et  aVec  une  vitesse 
constante,  autour  d'un  axe  fixe,  c'est-à-dire,  le 
mouvement  du  fluide  dont  nous  avons  déterminé  la 
surface  dans  le  n**  49 1*  ^^  efiet,  les  composantes 
des  vitesses  des  molécules  sont  alors  les  mêmes  que 
si  la  masse  fluide  formait  un  corps  solide  ;  en  pre- 
nant donc  l'axe  fixe  pour  celui  des  s  ,  on  aura 
(n-  345)  , 

le  coefiicient  n  étant  une  quantité  indépendante  de» 


t' 
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coordonnées  x^jr^Zy  qui  exprime  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation^  et  qui  est  aussi  indépendante  de  ^ , 
puisqu'on  suppose  le  mouvement  de  rotation  uni-* 
forme  ;  il  en  résulte  donc 

udx  -f-  vdy  -+-  y/dz  =  n  {^xdy  -^ydx)  ; 

expression  qui  n'est  point  une  différentielle  exacte. 
U  suit  de  là  que  pour  déterminer  la  pression  en 
un  point  quelconque^  et  l'équation  de  la  surface^ 
il  faudra^  dans  le  cas  actuel^  recourir  aux  équa« 
lions  (a)  ;  or  ^  en  y  mettant  pour  Uy  u  et  %Vy  leurs 
valeurs  y  elles  se  réduisent  à 

d'où  l'on  tire 

l.dp  =  Xdx+  Ydy  +  Zdz  +  n*(xdx+ydy)  ; 

équation  qui  conduira  aux  résultats  que  nous  avons 
précédemment  obtenus  (n'49^)9  ^^  ^^^  lesquels  il 
serait  inutile  de  revenir. . 


FIN  DU  CINQUIÈME  LIVRE. 
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ADDITION  aux  propriétés  des  momens  Jtinertim 
et  des  axes  principaux.  (Pages  yS  et  suiv.  ) 

JLlsptiis  rin^^isioB  du  paragraphe  oà  œa  pro- 
priétés sont  exposées  ^  j'ai  eu  roccasioa  de  résoudre 
un  problème  relatif  aux  momeiis  d'inerlie^  <|ui  ooin* 
plète  la  théorie  de  ces  momens  et  des  axes  pria«« 
cipaux  y  et  dont  la  soIutioB^  que  je  vais  dûuner  dans 
cette  addition  y  devrait  être  placée  à  la  suite  dn^n'^SGS. 

Trouver  les  points  d'un  corps^  si  toutefois  il  en 
existe  j  par  rapport  auxquels  les  trois  momens 
d*inertie  principaux  y  et  par  conséquent  tous  les 
momens  d'inertie  sont  égaux  ? 

Soit  dm  y  un  âément  quelconque  de  la  masse  du 
corps;  :r  ,^^2^  les  coordonnées  de  ce  point  matériel^ 
rapportées  aux  trois  axes  principaux  qui  se  coupent 
au  centre  de  gravité;  AyBy  Cy\t%  xnomens  d'iner- 
tie relatif  à  ces  axes  :  de  sorte  qu'on  ait 

parce  que  l'origine  des  coordonnées  est  placée  au 
centre  de  gravité  ;  de  plus 

fjydm^zo,    fygdm=:o,    fyxdm^^o, 

parce  que  les  axes  des  XyjTyZy  sont  des  axes  prin- 
cipaux; et  enfin 

-<=/(/+*')<*»*     B=f{s^+tf)dm     Cxf{f+j^m, 

d'après 
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diaprés  la  définition  des  momens  d'inertie ,  toutes 
ces  intégrales  devant  être  étendues  à  la  niasse  en- 
tière dn  corps. 

Désignons  par  et  y  C^y^les  coordonnées  incon^ 
nues  d'un  des  points  demandés^  rapportées  aux  axes 
des  XyjTy  Zy  de  manière  qu'on  ait  par  rapport  à  ce 
foini y  x=ia y jr^=:€ y  z=^y}  transportons-y  l'origine 
des  coordonnées  j  sans  changer  la  direction  des 
axes;  les  coordonnées  de  l'élément  Jm,  deviendront 
^ — *>  J^'^^y  z—- 5^;  mais  si  l'on  veut  que  les 
momens  d'inertie^  relatifs  à  toutes  les  droites  qui 
passent  par  ce  point  y  soient  égaux  y  il  faut  que  toutes 
ces  droites  soient  des  axes  principaux  ;  car  Tune 
de  ces  propriétés  est  une  suite  nécessaire  de  l'autre 
(n**  365);  les  axes  des  coordonnées  jc  — a,^ — S  y 
z-^yy  doivent  donc  être  dea  axes  principaux^  et  par 
conséquent  on  a 

fÇx — tf)(y — C)dm=fxydm — êi.fydm'^.fxdm+ete,fdni-=o , 
^•(x^— ce)  (zr^ydm=:fxzdm — A.fzdm — y,fxdm+eLy.fdmz=so, 
y(y— Q  {zr^)dnv==fyzdm'^.fzdmr^y.Jydmr+4y.fdm==:o  ; 

équations  qui  se  réduisent^  en  vertu  des  précé- 
dentes y  à 

tfCil/rrO,      A5^1f=Ô,      CyMt=:0, 

en  désignant  par  M,  la  masse  du  corps  ou  l'inté- 
grale y2//7i.  Or^  pour  satisfaire  à  ces  équations^  il 
est  nécessaire  que  deux  des  trois  quantités^  a^Cyyy 
soient  nulles  ;  si  donc  le  point  demandé  existe  y  il 
ne  peut  se  trouver  que  sur  l'un,  des  axes  des  coor- 
données Xyj'y  z.  Je  fais  C=o,  >==o,  et  je  laisse  a 
indéterminée,  ce   qui  revient  à  supposer  le  point 
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demandé  sur  Taxe  des  x^  h.  une  distance  4  de  Tori^ 
giae  ou  du  centre  de  grayite.  Alors  les  momens 
d'inertie  du  corps  ^  relatifs  à  ce  point ,  seront  J 
par  rapport  à  Taxe  des  Xy  et  ^  en  vertu  du  théo- 
rème du  n**  354,  JS+Ma*  et  C+Met^y  par  rapport 
aux  axes  parallèles  à  <eux  des^  et  des  z«  D'après 
la  condition  du  prohlème^  on  aura  donc 

mais  pour  que  ces  équations  soient  possibles^  il 
fatut  qu'on  ait  Bzsz  C;  et  quand  ces  deux  quantités 
seront  effectivement  égales^  on  aura 


A* 


M      • 


il  îaudra  donc  encore  que  A<iC^  afin  que  la  quan- 
tité et  soit  réelle.  Cela  étant  ^  on  aura  pour  cl  deux 
valeurs  réelles  y  égales  et  de  signes  contraires  , 
savoir  : 


'==»=/ 


^— c 


*/    ' 


par  conséquent  il  existera  deux  points  qiyi  jouiront 
de  la  propriété  demandée^  et  qui  seront  situés  sur 
Taxe  des  x  ylx  égale  distance  de  part  et  d'autre  du 
centre  de  gravité. 

Maintenant  on  déduit  de  cette  analyse^  les. con- 
séquences suivantes  : 

1*.  Quand  le^  trois  momens  d'inertie  A ^  ByCy 
relatifs  aux  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre 
de  gravité  d'un  cpifps,  sont  inégaux,  il    n'exisle 
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aucua  point  par  rapport  auquel  les  momens  d'inertie 
de  ce  corps  soient  tous  égaux. 

a*".  Si  deux  des  trois  momens  A,  B  y  C  sont 
égaux  y  et  que  le  moment  inégal  soit  le  plus  grand 
des  trois  y  il  existe  deux  points  par  rapport 
auxquels  tons  les  momens  d'inertie  sont  égaux  :  ces 
points  sont  situés  sur  Taxe  principal  qui  se  rap«- 
porte  au  plus  grand  des  trois  momens  ^,£^  Cy 
et  sont  placés  symétriquement  de  paît  -et  d'autre  dvi 
centre  de  gravité. 

3*.  Lorsque  les  trois  momens  A  y  By  C  sont 
égaux  ^  il  n'y  a  pas  d'autre  point  que  le  centre  de 
gravité^  par  rapport  auquel  tous  les  momens  d'iner* 
tie  soient  égaux. 

En  appliquant  ces  résultats  à  l'ellipsoïde^  on  Toit 
que  s'il  s'agit  d'un  ellipsoïde  quelconque  dont  les 
trois  4i^mètres  principaux  sont  inégaux^  il  n'y  aura 
aucun  point  pris  en  dedans  ou  en  dehors  de  ce  corps^ 
par  rapport  auquel  tous  les  momens  d'inertie  soient 
égaux  ;  niais  si  l'on  considérée  un  ellipsoïde  de  ré- 
volution^ engendré  par  une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe  9  il  y  aura  deux  points  sur  cet  axe  , 
relativement  auxquels  tous  les  momens  d'inertie  de 
l'ellipsoïde  seront  égaux;  car  dans  ce  cas^  deux 
des  trois  momens  relatifs  aux  diamètres  principaux 
seront  égaux  y  et  le  moment  inégal  se  rapportant  au 
plus  petit  diamètre^  sera  le  plus  grand  des  trois 
(n*  549)-  Si  l'on  appelle  a  e\  h  les  demi-axes  de 
l'ellipse  génératrice,  et  que  l'on  suppose  a<i,  de 
sorte  que  a  soit  l'axe  de  révolution,  les  valeurs  des 
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trois  quantités  J^  By  Cy  relatives  à  Tellipsoïde  aplati^ 
seront  exprimées  par 

o  5 

yalenrs  qui  se  déduisent  des  expressions  desmo- 
mens  d'inertie^  trouvées  dans  le  n""  349  >  ^^J^^ 
sant  c=Â.  Je  substitue  ces  valeurs  de  J.  et  Cj 
dans  la  valeur  précédente  de  «%  et  il  vient 

5       » 

ce  qui  fera  connaître  la  distance  de  chacun  des  points 
demandés  y  au  centre  de  Tellipsoïde.  Selon  qu^oa 
aura  i*>  5a\  ou  b*<i  5a',  ces  points  se  trouveront  sur 
le  prolongement  de  l'axe  de  révolution ,  en  dehors 
du  corps,  ou  sur  Taxe  même  en  dedans  du  corps; 
quand  on  aura  i*=5a%  ces  deux  points  se  trouve- 
ront à  ja  surface  et  coïncideront  avec  les  pôles  de 
rellipso'ide.    . 

M.  Binêt  jeuiie'  est  parvenu  d'une  autre  manière 
à  ces  mêmes  résultats  y  dans  un  Mémoire  sur  les 
propriétés  des  momens  d'inertie,  qu'il  a  lu  dernière' 
ment  à  l'Institut. 
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«^—  PHYSIQUE  MECANIQUE,  par  E.  G.  FISCHER, tndvHe de TaUeoumd 
'  avec  des  Notes  et  on  Appendice  snr  let  anneaux  colorés ,  la  donble  nsTraction  et 

*  la  iwlarisatîon  de  la  Jnmière,  3*  édition,  reme.et  considërablenient  augmentée, 
I  vol.  in-8.  avec  pknclicy,  loiq.  6  fh. 

'i— TABLES  BAROMÉTRIQUES  poruuTes,  donnant  la  dURfience  de  niveaa 
'  par  nne  simple  soustraction ,  ii^.  1  fr.  5b  e. 

^^^  Essai  sur  Tbistoire  générale  de»  Sciences  pendant  la  tévDlntion,  în-8.  i  fr.  5oc* 

BLAVIER.  Nouveau  Èarréme^  ou  Comptes  iaiiaenlines,  sous  et  francs,  soin 

'  d*nii  Bamime  poor  Ice  Me«nres,  în-^v  ,     ,  7  fr. 

BOILEAU  et  ^UDIBERT.  BARRÊME  GENERAL,  ou  Comptes  faits  de  tout 
ce  qui  concerne  les  nouveaux  poids,  mcsarcs  et  monnaies  de  la  France,  etc.; 
un  vol.  de  4^  V^fS^f  în-8.,  broché ,  i8o3.  5  fr, 

B0ILCAV.  Art  poétique  «  traduit  en^ets  latins  par  Paul,  în-f8.  a  Ar. 

BORDA.  TABLES^  TRIGONOMÉTRIQUES  DÉCIMALES ,  calculées  par 
Cb.  Borda,  revues,  augmentées  et  publiées  par  J.  B.  J.  Delambre.  Paris,  da 
rimprinïerie  de  la  République |  an  IX  ,  tn-f.  19  fr. 

BOSSUT.  Histoire  générale  des  Mathématiques ^  depnis  lenr  origine  josqn'à 

'  l'année  1808 ,  3  vol.  in-8. ,  1810.      '  19  fr. 

**—  Sa^o  solla  Storia  senérale  délie  Matematiche,  prima  ediaîone  italiam,  coii 
riilessioni  ed  agginnte  &  Greguria  Fontana.  Mflano ,  4  ▼ol.  in-S. ,  br.  ,  i5  frl 

fOUCHARLAT,  Professeur  de  Mathématiques  transcendantes  aux  Écoles  miii* 
taires  «  Docteur  ès^iences.  etc.  THÉORIE  DES  COURBES  ET  DES  SUR- 
FACES DU  SECOND  ORDRE,  précédée  des  principes  fondamentaux  delà 

•  .Géométrie  analytique,  seconde  édit. ,  augmentée,  in'8.  5  fr. 

.; —  ÉLÉMENS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉ- 

GRAUm 8. ,  1814.    .  4 fr.  5o c 

' —  EUIMENS  DE  MÉCANIQUE,  în-8.,  i8i5.  6  fr^ 

BOUCHER.  Institution  au  DroU  maritime,  etc..  Ouvrage  utUe  aux  marins  ,  né* 

oocians,  etc. ,  etc.,  1  vol.  in'4-  ^     18  fr. 

BOURDON,  Profcsseor  de  Madiématiques  an  CoUége  Henri  IV.  THÈSE  DE 

;  MECANIQUE  qui  a  été  soutenue  le  gM«rs  181 1  devant  la  Faculté  des  Sciencea 

de  Paris,  tuivie'  du  Programme  de  la  Thèse  d^  Astronomie  qui  a  été  soutenue  1» 

aS  Mars  t8i  i ,  devant  la  même  Faculté ,  in'4-  s  fr.  Soc 

- —  ELEMENS  D'ALGEBRE,  i  vol.  in-8. ,  1817.  7  fs, 

B&EISLACK.   Introtiuction  a  la  Géologie,  traduite  de  Titalien  par  Bemaidj, 

^  I  vol.  in-8..  18 ra.  7  fr* 

ÈBISSON.  PESANTEUR  SPECIFIQUE  DES  CORPS  ;  Onvrase  utile  à  Vwi^ 

toire  nkiorelle,  aux  Arts  et  auCcHnmcrce,  i  vol.  in-4.  avec  plancoea.  i5£r. 

-: —  DICTIONNAIRE  RAISONNE  DE  PHYSIQUE,  6  voTin-S.  et  atlas  in^4: 

36  fr, 

BUDAN.  Nouvelle  Méthode  pour  la  résolution  des  Epations  numérises  d'nik 

degré  anelconque,  diaprés  laquelle  tout  le  calcul  exige  pour  cette  rrsoldtion  sa 

.  réduit  a  Tempioi  des  deux  premières  règles  derAricfamétique»  in-4<  t  1807.    5  fr« 

BULLIARD.  Histoire  des  Plantes  vénéneuses  et  suspedai  de  la  France,  un  vol. 
in'<8.,  nouvelle  édition.  iir.  5oc« 

BUQUOY .  Exposition  d'un  nouveau  principe  de  Dynamique ,  in-^*  *   a  fr.  5o  c* 

BUHCKHARDT,  Membte  de  Plnstitut  et  du  Bureau  des  Longiindaa  de  IHnca. 
TABLE  DES  DIVISEURS  POUR  TQUS  LES  NOMBRJES  DU  i«r,  9% 
et  3<  MILLION*  avec  ks  Novabrei  ipcemisn  qoi  ê^j  tnmvcnc,  t  vol.  fraad 
ùt*4' »  ptpier  vélin ,  1817.  ao  fie 

Nota.  Cbaqde  million  ae  vend  sépasànent,  savdfir  :  le  t«'  million  x$^lh ^  «t  Ws  a* 

tt  3e  millions,  chncan  ift  fr. 

——TABLES  DE  LA  LUNE,  Onvrage  faisant  Miie  des  Tables  astronooiianc» 
.  pnbfiéss  par  le  BaMan  des  Longitudes  ^  in*4-  »  lois.  o  fr. 

CAGNOU.  TRAITÉ  DE  TRIGONOMETRIE,  trad.  de  riulien  par  M.  Cbompi», 
deuxième  édition,  revue  et  considérablement angmentéa,  in-4.,  1806.        10 fr. 
CANARD.  Traité  élémentaJire du  Calcul  des  inéquations,  inHB.      ^.  6fr. 

GAANOT,  Membre  de  llnstitut  et  de  la  Ugioied'&oiuifat.  GKOMÉTRIE  DE 
•  •  POSITION ,  in-4. .  P*P*«  ▼^lOf  »  W;  18  fr. 

«-—  idem  f  griad  j^pics  téHo^  36  ù» 


(<) 


CARl^OT.  MémÊHnsttt  b  tebnoo  qui  «nsie a«re  1«  dîfii^ jttpectî^  ^e  dof 
^oim»  oudco^ia»  |r»daiisrapace,«uYid  un  Esm  «ir  h  dicone  des  Tkv»- 


•JTpE  LÎTÉfeèiaJSEDES  PLACES  TORTIS,  p»»riçeço-ço.i  |»r  ^ 
da  GoaT^menait,  pour  l'in«ractiao  dcc  Uifa  du  Coip*  da  Gcaw,  ««  •o'bqB, 

— Le  même  Onrrafe,  «rouième  édition  ,  coondcraUcMot  aiigDMiil&,  "■  T"*- 

J^ELAiowt^-âatiyÈ'nGUKES  de  géométbie.  pV«; 

^MTof^tô^^LA  MÊTAPHTSIQL'E  DO  CALCUL  IRFimxÉl 

SIMaLi   Moonde  cdÎL .  i8i3«  3fir.  56  c 

— .  fixjwici/*- w  conduite polUique,  depnUle  ler jwOet  1814, m4.,  iSiS.  ifk.^cl 

CARTKBOTAIUQIJE àt U Méthode  iutiudk.de  Jomicd ,  »-«. ,  et  4  (^1>>«*^, 

CILSSoN-M?MONTAt)X.  Traité  de  laFUtnre  maUgnesimple^  et  des  Fièvres 
coaiaiaoéesdeinalie;nitê«4T.iii-ta.  .  ,      .   «^        '?^ 


ÎQsqn^à  nos  iouis ,  etc. ,  in-8.  4  fr 

CHLADKI,  Correspôndanide  TAcadémie  de  Sunt-Pélenboni|; ,  etc.  TRATIR 

D'ACOUSTIQUE,  aTec  8 phnch.,in^.,  1809.  7  fr.  5o c 

CHOMPRÈ*  Méthode  la  pins  naturelle  et  la  |»lQa  sunpie  d  enseigner  a  lire ,  in-& , 

.Q.à  ifr.  «5  c. 

CHORON,  Correspondant  de  rinstîinL  MÉTHODE  ÉLÉMENTAIRE  DE  COM- 
POSITION, où  les  préceptes  sont  sontenns  d'an  grand  nombre  d^ezempics  très 


nombre  de  Notes ,  par  A.  Choron ,  a  toI.  in-8. ,  dont  nn  de  Masiqne ,  i8t  4-  I3  fr. 
CHRISTIAN,  Directeur  dn  Conserratoire  des  Arts  et  Mcciets,  k  Paris.  DES' 

IMPOSITIONS  et  de  lenr  înfloence  snr  ripdnstrie  agricole,  manufacturière  et 

commercialti,  çt oir  la  prosp6itë  pnUiqué ,  in-8.,  i8i4-*  «fr.  5o  c 

CLAIRAUT.  HiÉMENS  D'ALGtEBllE ,  Ôeéd. ,  avec  des  Notes  et  des  Adcfitiont 

tf*s  étendues ,  par  M.  Gamier ,  précède  d'an  Traite  d^Arithméti^pie  par  'IWre- 
'  nean  rt  d*une  Instmctibn  sûr  les  nouTeaox  poids  et'nicsares,  a  t.  ui-8.,i8ou  ofr. 
xftÉORÏE  DE  LA  FIGURE  DE  LA  TERRE ,  liièf  des  principes  de  PHt- 

■  drosutimie ,  in-8. ,  a»  cdirion,  1808.  10  fr- 
COÏ^DILLaC.  Langne  des  Calculs,  în<8.  5  fr. 

■  ,  Lic  même  ouvrage^  a  vol.  in-ia.  4  ^* 
^— i  Grammaire  française,!  vol.  in»  ra.  .  a  fr. 
CONDORCET.  Essai  snr  Tapplication  de  PAnaljK  ans  prohabUîtés  des  débi^iona 
'  rendues  &  la  pluralité  des  yoix,  1  t.  în-4.                                                    ■  *       i5  fr: 


Moyen  Jt apprendre  k  compter  uktemtùl  et  avec  Cactfilé  ;  Oorrage  postfai 
■  deuxitee 'édition, în-i a.'  ifr.  Sftc 

CONNAISSANCE  DES  TEMS  2i  Tnsage  des  Astronomes  et  des  Na^igateon ,  pu- 
bliée par  le  BnreandesLongitadésdeFrance,  pour  les  années  i8r8, 1819,  i89oeti6au 

'  'Prix  do  chaque  aimée',  6  vc.  avec  Additions,  et  4  fr*  *An*  Additions. 

^  '  -    -V  .*  _^»i_   ^_. — 1«.    ^^  ^1^  années  séparées  de  cet 


^ ^  française ,  a  voL  in-8L  6  fr. 

.^ Mémoriaïile  Tlkiodore^  in-8.  '  i  fr.  a5  c. 

..— .  Préparation  h  l'étude  de  la  Mythologie ,  in-8. ,  1810.  3  fr« 

COTTE.  TABLE  DU  J.OURNAL  DE  PHYSIQUE,  nn  vd.  10-4.  4  fr- 

COUSIN.  TRAITÉ  EU^MENTAlREdeTAnalysc  inathèmatiqat  on  d'Alg^iv, 

in-8.  _,  4.fr-  ^  «• 

*«^  TRAITÉ  DU  CALCUL  DIFilwENTIEL  et  intmal)  a  vol.  in-4.,  6  pi.  ai  fr. 
D'ARREU.  PRINCIPES  MATHÉMATIQUES  defeu^ph-Anastaseck  Cnnha, 
«"Professeur  li  l*Unfv«rsité  dtf  Coimlfe  (oonpceuMit  ceux  de  P Arithméli^ae  ,  d» 

in  Géométrie ,  de  T Algèbre,  de  son  ap|ilicacioB  à  la  Géométrie,  «t  du  CaJcvil 
,.  cUffiire(iti<t  et  intégral  ) ,  traités  d^nne  maniètt:  cntièitaneat  noVTeile,  trmlntls  Htcé» 

rftlemen^ du pQrtug^i^,  in-8. ,  1816.  -  .  5  fr. 

D'ARCON.  JM  lu  fçrce  militaire^  etc.,  i  Tol.  in-8.  3  fr* 

SAÏjœr  E#w  iridéologie ,  in-Ç.     ...:..  4  fr. 

AUBlilSSON.  Mémoire  sur  lis'BasaUif  dé.  la  Sax^f  jq-8.     .  3  fr. 


»t  i 


DAULNOT.  Ctleul  des  AitérAt  tie  tontes  fot  toimnes  à-KMH  lèt^itn,  ec  po^ 

toMkf  inonde  Tanoc'e,  etc.  '  i  fr,'  ooc 


,  -  ,. JKncyetnpéâU 

V Ingénieur,  ou  Dictionnaire  des  ronis  et  CiiaoMe'es,  3  toI.  in-8.^  avec  un  vol. 
de^..in-4.,  t8i9.  ^i^ki 

DELAMBAE,  Sccrc'taîre  peip^toel  de  rinatitat,  MemlMe  de  la  Leei^ft-d'Honneiir  • 
Professear  cfAitrononiie  an  Collège  mytil  de  France,  etc.  TAAITC  COMPLET 
D^ASTRONOMIE  THÉORIQUE  ET  PRATIQUE,  3  v.  in^., avec  19  pi.  ,1814. 

.  •    '      ....     «      Gofr. 

KoTA.  Cet  ouvrage  ett  «an*  contredit  le  meilleur  Traité  d'jtstronomie  et  le 

plus  complet  qui  ait  encore  para  j  il  remplace  celai  rIe,Ls4aade\  ttoi  est  epnisé. 

Abrçcc  du. même  OuvraRe,  ou  LÉÇOIVS  ÈLÉAIENTAlKES  D^ASmO- 

NOMIE  THÉORIQUE  ET  PRATIQUE  donn^esluCoilégtfdeftance.unTol»: 
in-8..  avec  li  planch. ,  181 3.  -S  "      lo  fr. 

HISTOIREl)E  L'ASTRONOMIE  ANCIEN!^,  a  y. inj.,  17  pi.,  1817.  io  fr. 

HISlt)lRE  DE  L'ASTRONOMIE  DU  MOYEN  AGE.  1  vol.  itt'4.,  i8i<)» 

avec  17  planrbcs.  •  .  -,  aS-ér.- 

■  Bfiset  du  système  métrique  décimal ,  3  vol.  în*4.  (rare.)      .  100  fr. 

-* —  MÊ'IUODES  ANALYTIQUES  pour  la  dciermination  ë*uttai«dQ  M^Mdien. 
•  "Paris ,  an  7 ,  in-i.  6  fr.  • 

TABLtë  ASTRONOMIQUES  publiées  pur  le  Biftesir  des  Longitudes  de 

Franfre.  Première  partie.  TABLES  DU  SOLEIL  pftr  M.  Delambre  ;  TABLES 
DE  LA  LUNE  par  M.  Bure,  in-i. ,  1806.  18  fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  publie^  par  le  Bureau  des  Longitudes  de 

France:  NOUVELLES  TABLF^  DE  JUPITER  ET  DE  SATURNE  cal- 
culées a'uprès  la  tbeoriede  M.  Laplace,  et  suivant  la  division  décimale  de  l'angle 
droit,  par  iVI.  Bouvard,  in-4*  qIp- 

«-^TABLES  ASTRONOMlQUESdu  Bureau  des  Lmigitudee;  TABLES ECLIP- 
TIQUES  des  SATELLITES^DE  JUPltER ,  d'après  ta  théorie  de  M.  Laplaée  et 
la  totalité  des  observations  fuites  depuif  iGSa  josqu^h  l'an  t8o3,  psâr  M.  Delambic  , 

-  in-4*f  1817.  lafr. 

TAB,LES  DE  LA  LUNE.  (  rorez  BURCKHARDT  et  BORDA.  ) 

DELAME'ÎHKRIE,  Professeur  au  Collège  de  France,  Rêilacteur  du  Journal  de 
Phpique ,  etc.  CONSIDÉRATIONS  SUR  LES  ETRES  ORGANISES,  a  vol. 

ln-8.  .  ^  '*  ff- 

——DE  LA, PERFECTIBILIl'E  et  de  la  d<^énéiescence  des  Etres  organisés» 

'  formant  le  tome  3s  de«  Considérations  sur  les  Êtres  orffwikés ,  1  vol.  iii-8.     6  fr. 

DE  LA  NATURE  DES  ETRES  EXISTANS ,  i  vol.  in^.  6  fr. 

o-^-  LEÇONS  DE  MINERALOGIE  données  an  CoUi%e  de  France ,  a  vol.  in-8.» 
i8ia.  14  fr* 


l'AOTèbre,  à  la  Géométrie,  etc. ,  it»-8.  ,  3  f r. 

DELUC.  TRAITE  ECJËMENTAIRE  DE  GÉOLOGIE ,  in-8. ,  1809.  5  fr. 
DEPARCIEUX.  Traité  de  Trigonométrie  et  de  OnomonMue,  iii*4.,  ;74j.  aofr. 
DESTUTT-TRACY,   PaU  de  Fiance  ,    Membre    de    Plnatitot.  ELEIVIENS 

D'IDEOLOGIE,  5  vol.  in-8,  non« elle  édition >  1817  et  iSi^  a4  fr. 

Chagne  volume  se  vend  séparément,  savoir  :  • 

—  IDEOLOGIE  proprement  dite ,  in-8.  »  3*  édition^  181%  «  5  fr. 

—  GRAMMAIRE,  in-8.,  a* édition,  181 7.  5  fr. 
-*-^  LOGIQUE ,  in-8.,  as  édition ,  1,818.  6  fr. 
<b~  TRAITE  DE  LA  VOLONTE  EV  DE  SES  EFFETS ,  4*  et  5s  Parties , 

in-8. 1  Mconde  éflition .  t8i  8.  6  fr . 

«T^PRINCIPES  LOGIQUËS^on  Recuedde  faits  relatifs  à  r  intelligence  humaine, 

bÈvÈlÈy'.'ÈLÉMENS  de  GÉQMÉITUE,  avw:  fig.,  a«  édit. ,  in^.,  1816.  0  fri 
«p^u-.  APPLICATION  DE  L'ALGÈBRE  A  LA  GÉOME'i'RIE,  in^.,  1816.  14  fr. 
<^— ^  Ptùf'sique  d'fCmiiey  in'8.  {E,t  autres  ouuntges  du  même  Auteur,) 
DICTIONNAIRE  DE  L'ACADEMIE  FRANÇAISE,  av.  in^i,  dem.  édit.  36  fr. 
DIEUDONNE-THIÉBAULT,  Proviseur  du  Lycée  de  Versailles.  GRAMMAIRE 
'  PHILOSOPHIQUE,  ou  la  Métaphysique ,  la  Logique  en  un  tenl  corps  de  doc- 
trine ,  a  Tol.  in-8t  7  fr. 

—  Traité  <hi  Siyje  ,  a  vol.  în-8.  €>  fr. 
DI0NfS*DU-vSÉJOUR.  TRAITÉ  DES  MOUVEMENS  APPARENS  DES 

CORPSCÉLESTES,  a  vol.iii-4.  ^  48  fr. 


1611.  ,  ifr.  35c< 

DU  B0UltQUrr,iPr9feiienf  40  M^Hte.  an  CfMém  Louit-ie^îniid,  anden  Off.  à» 

Marine,  etc.  TRAITEPE  NA  VIGATIOIÏ,  Onmae  apptaoré  par  riutitat  de 

•  Fmaoe^  «Amj*  Mj»  Mri^fiï  lie  tout  !«•  Na^tcat.,  too8, 10-4.,  avec  fis.  ei  liiblesaï.  70  fu 

-.~  TilAlXfâ  ELEMENT AIKES  DE  CALCUL  DIFFÉfiENTIEX  ET  DE 
CALCUL  INTÉGKAL,  indcpeDdansde  toutes  notions  de  quantités  infinitcsimalcf 
«t  de  limiica;  OtvM9  mis  h  la  p«jrtce  des  ConmencaDS ,  et  ùii  se  tfoa«cnt  plo- 
«iev»  nouvelles  tliconeset  me'thooesfortainiplijfiiées  d^inti^raticMiSy  avec  des  v^ 
cationa  utiles  aux' progrès  deê  Sciences  exactes,  a  vol.  in-S.  10  fr. 

DUCHA'l'ELE'r.  Principes  mathématiques  de  la  Philosophie  nacnrellé,  3  vol. 
în-4.  ,  ^  'f* 

DUCnEST.  f^uea  n^w^tlies  snr  l«s  Coorans.  (d'eau,  b  Navigation  întcrieare  et 
la  Marine  ;  in-8.*,  i8o3.     -,  ,  ^  4  fr. 

DURfN ,  Capitaine  dn  G«ni«  raaruime ,  etc.  DÉYELOPPEMENS  DE  GEO- 
MïrrRIE  I  avec  des  applications  à  la  stabilité  des  vai^cauz ,  aux  delilais  et  icmblait , 
andélilenieiie,  2i  IVpiique.ecc.,  pourfaîresniteii  la  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 
et  à  la  Géoméirifi  analytique  de  M.  MONGE,  ia-4«i  *v^c  planch. .  181 3.    i5  fr. 

-~  ESSAIS  SUR  DËMOSTUENES  et  sur  son  éloquence,  contenant  une  tra- 
dnction  des  Hu 
•or  les  bfitafeés 

'     ■    Du  rétablisst 

^•«-  Tableau  iUf  Ct^rekitecture  nat*aie  militaire ,  analyse,  etc.,  itt-4*   >  ^i^*  ^  ^* 

JOUPUIS.  MEMOIRE  EXPUC ATIF  DU  ZODLiQVE  ehronologique  et  mf- 
thùlogique^  Ouvrage  contenant  le  tableau  comuaratif'  des  maisons  ne  la  Laits 
ehrni  les  diifêrens  peiiiiles  derOrient,  in'4*«  tSoD.  6fr.. 

DUPUK.  ANALYSE  RAISONIHEE  DE  L'ORIGINE  DE  TOUS  LES 
eu  LTES ,  ou  Religion  universelle;  sur  1  Vu^nif^e  public  en  Tan  III,  vol.  in*S.    3  fr. 


EU V AL^LEROY .  Elèmens  iU  ffafis^tipn ,  in-8.  6  fr. 

UVILLARD.  RECHERCHES  SUR  LES  RENTES,  lesEmntnnts,  etc.,  in4 

'  .  6fr.. 

•^--^  ANALYSE  Er  TABLEAU  de  riufltte^e  de  la  petite  vérole  snr  U  ii(ortaliié 
à  chaque  flgc,  et- de  celle  qn^un  préservatif  tel  que  la  vaccine  peut  avoir  sor  li 
population  et  la  longévité ,  1806,  m-i.  10  fr* 

EPURES  h  l'usage  de  TECOLE  ROYALE  POLYTECHNIQUE,  cooientot 
loa  plaudM:^  gravées  in-£()l^  sans  texte ,  sur  la  Géométrie  descriptive ,  la  Cbaipeoifr 
la  coupe  des  pierres»  la  Perspective  et  les  Ombres.  Prix  en  feuilles,  »|fr. 

EUCUte.  ELEMÊNSDEUËOMEIRIE,  «TOC  Notes  de  Peyraid.i  v.in-^.  6fr. 

-••«  Œuvres  complètes  grec  et  tatin,  avec  Notes  de  Pejrard,  3  vol.  in-4>  1817^1 
1818.     _,     ,  ■  '  oofr. 

DULER.  ÉLEMENS  D'ALGÈBRE,  nouv.  édit.,  1807.  avol.  in^.  12  f>< 

Cette  édit.  est  la  meilleure  et  la  plus  complècc  qui  ait  encore  paru.  La  Vg'^^^ 

partie  contient  l'Anai^'se  déterminée ,(  revue  et  augmentée  de  ^oics  par  M.  Ovnicr. 

La  denxième  partie  contient  PAnalytl^  indéterminée,  revue  li  augmentée  delVoficr 

p.ir  M.  Laftrange,  Sénatenr,  Membre  de  ITnstitnt,  etc. 

i-— LEITRES       — 

Physique 

Pétci^bon   ,.  ^  

Ko  tes  pat  Kf .  Labey;,  cx-Iastitulcar  k  Tl^ole  Po^techntaue ,  etc',  3  lotu  vol- 
in-8.  de  II 80  p»g.,  avec  le  portrait,  do  rAutenr,  181  a,  belle  édition.         i5  fr. 

•»—  Et  papier  vélin ,  dont* On  a  tiré  quelques  exemplaires.  3o  fr. 

^— -  Introauctio  in  Analysin  infinitoruti ,  i  vol.  in-^.  ^4  "^* 

Et  tous  le*  autres  Ouvrages  de  cet  auteur. 

HSCHER.  PHYSIQUE  MECANIQUE,  iiadnîte  de  Tallemand,  avec  des  Nores 
de  M.  BIOT,  in^.,  troisième  édition,  1819  {Ployez  BIOT.)  6fr. 

ï'LEURIEU,  Membre  del'lnstitnt national  des  Sciences  et  des  Art»;  et  du  Borean  des 
Longitudes,  etc.  VOYAGE  AUTOUR  DU  MONDE,  pendant  les  annéfs  i;9^» 
V9I  «<  >79>»  [»r  EriENNE  MARCHAND,  précédé  d'une  Introduction  huco- 
nqne;  auquel  on  a  joint  des  Recherches  snr  les  Terres  australes  de  Draae,  ei 
nn  Examen  critique  du  Voyage  de  Roggeween,  avee  Cartes  et  Fignres;  par 
P.  C.  Claxbt  FiAumim,  Membre  de  l'Institut  national  des  Sciances  et  des  Arts, 
et  du  Bureau  des  Longitndes,  etc.,  4  ^ol<  îûw}.,  1809.  4^  jT* 

-~  Le  même  Ouvrage,  5  vol.  in-8. ,  avec  Atlas  in-4*  ^  *f' 

i~  ^pplioaiiçn  du  Système  métrique  et  détimal  i^  rHjrdrographk  et  a«xC«- 
cob  dt  Navigation ^  in-4-  5  ** 


(7) 
FLOR£  NATU}iE)Li;«E  ET  ECONOMIQUE  DES  PLANTES  QUI  CROIS- 


çaîses,  leurs  descriptions ,  les  endioits  on  se  trouvent  les  plus  rares  :  a*  édiL ,  anff* 

mentée  de  ia  Flore'  naioreÙe  et  de  a4  planches  soigtietuemem  giavéesj  par  nu* 

Société  de  Naturalistes  .a  vol.  in-8.  lo  fir. 

.FOURCROy.  TABLEAtX  SYNOPTIQUES  DE  CHlMllE,»-foI.,cari.  o«r. 

SYSTEME  DES  CONNAISSANCES  CHIMIQUES^  n  vol.  In-Ô.    60  fr. 

"— —  Anmlrse  eJUmique  de  TEau  sulfureuse  d^Eng)iien,  pour  servir  à  rfaistoir?  des 

eaux  sulfureuses  en  général ,  in-8»  5  fr. 

FRANÇAIS ,  Professeur  k  Metz.  Mémoire  sur  le  mouvement  de  rotation  d*ua 

coros  solide  autour  de  son  centre  de  masse,  in^^.j^  181 3.  a  fr  5o  b« 

FR  ANCHINI.  Mémoires  sur  Pintiégration  des  EqnanonsdilKrenùeUcs,  iii-4*  i  fir.  5oc« 

FRANCCEURy  Professeur  de  la  r  acuité  des  Sciences  de  Paris ,  Examinateur  des 

Candidats  de  l'Ecole  Polytcclinique,  etc. 

!  i«.  COURS  COMPLET  DE  fÎTATHÉMATIQUES  PURES,  dédié  k  &  M- 

Alexandre  I«r,  Empereur  de  toutes  les  Ruysies;  Ouvrage  destine  aux£lèvea  dea 

Ecoles  Normale  et  Polytechnique ,  et  aux  Candidau  qui  se  préparent  à  y4tn 

^  admis,  seconde  édition,  revue  et  considérablement  augmentée,  %  vol.  in-8.;  avec. 

;  planches^  ;8^9.  .  ,  i5fr* 

9«.  TRAITE  âJËMENTAIRE  DE  MÉCANIQUE,  à  Posage  des  Lycées,  eta  , 

.  30.  ËLÉMENS  DE  STATIQUE,  in-S,       '  itt. 

;  4*-  URANOGRAPHIE,  on  TRAIITE  ÉLÉMENTAIRE  D'ASTRONOMIE,  à 

I  Tiisage  des  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques ,  des  Géographes»  des 

I  Marina,  des  Ingénieurs»  accompagné  de  Planisphères,  seconde  <^tioa,  revue  et 

i  .     considérablemàit  augmentée,  1818,  1  vol.  in-8.,  iTvec  11  planches.  9  Cr. 

FRAY,  Commissaire-Ordonnateur  des  Guerres,  etc.  ESSAI  SUR  L'ORIGINE 

DES  CORPS  ORGANISES  ET  INORGANISES ,  ^t  sur  quelques  phénomènes 

de  PhvBÎoJoiçie  animale  et  vc^étale,  i  vol.  in-8.,  1817.  5  fr- 

-FULTON.  (Rohert)  Recherches  sur.  les  moyens  de  perlÎKtiminer  les  Canaux  de 
•   ^  naviffatioa ,  et  sur  Icsnombreux  avantages  des  jwtiut  Qanaux,  etc.,iii-8,  7  fr.  5q  e. 
OARNIER.  ex-Professenr  ii  PÉcole  Polytechnique,  Docteur  de  la  Facnlté  des 

Sdcnccs  de  TUniversitié,  Proflpesenr  de  Mathématiques  &  TÉcoIe  royale  militaire. 

COURS  COMPLET  DE  MATHEMATIQUES,  eomprenant  les  Oavn^Bs 

suivans,  qt^i  se  vendent  chacun  séparément,  savoir  ; 
x«.  TRAITE  D'ARITHMÉTIQUE  à  Tusagedes  Élèves  de  tout  âge,  deuxième 

éclitiop,  in-8.,  1808.      ^  .        '  afr.  Soc. 

a*.  ÉLEMËNS  D'ALGÈBRE  à  l'usage  des  Agirons  k  l'École  Polytechnique, 

..    troisième  édition,  i8ii,in-8. ,  revue,  corrigée  et  augmentée.  5fr« 

3^  Suite  de  ces  Élémens,  a«  partie.  ANALYSE  ALGEBRIQUE,  nout.  édiu^on  , 

consMérahltfmcnt  aonu.,  in*8«,  i8f4«  6  fr. 

4^  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE;  on  Api^icaiion  de  l'Algèbre  à  k  Géométrie, 

seconde  éflition,  revue  et  augmentec^uo  vol.  in-8.  avec  i4  pi.  «  i8f3.    5  fr.  5o  c. 
5».  LES  RECIPROQUES  DÉ  LA  GEOMETRIE ,  suivis  d'un  Recueil  de  Prc 

hfèmra  et  de  Théorenies,  et  de  la  construction  des  Tabli»  trigonométriqpes ,  in-8., 

3«  édition,  considéraUemem  augmentée,  1810.  5  fr.  5nc. 

C».  ELfiMENS  DE  GÉOMÉTRIE,  contenant  les  deux  Trigonoméiries^  IcaElé- 

mens  de  la  Polygonométrie  et  dn  levé  des  Plans,  et  l'Introduction  à  la  Géométrie 

descriptive,  un  vol.  in-8.,  avec  pi.,  i8ia. .  ,  5  fr. 

7«.  L£<JONS  DE  STATIQUE \  l'usage  desAspirans  k  l'École  Polytechnique, 

un  vol.  in-8.,  avec  la  pi.,  181  t.  .  5  fr. 

»».  LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL, a« édit,  inS.,  avec 4 pi.  7  fr. 
9**  LEÇONS  DE  CALCUL  INTÉGRAL,  an  vol.  in'8.,  avec  pi.,  181a.  7  fr. 
io«.  Discussion  des  Racines   de»  Equations  déterminées  du   premier  degré   h 

plusieurs  inconnues,  et  élimination  entre  deux  équations  de  degrés  quelconques 

a  deux  inconnues,  deuxième  édition.^  .   ifr.  w>c. 

GAUSS.  RECHERCfiES  ARITHMÉTIQUES,  traduites  par  M.  PouletDelisIe  » 

Elève  de  l'Ecole  Polytechnique ,  et  Pkpfesseur  de  Mathém[abqnes  à  Oiléans,  t  voL 

oÂirrïkR^'Doctenr  ès^iences  de  l'Académie  de  Paris.  ESSAI  HISTORIQUE 
SUR  LE  PROBLEME  DES  TROIS  CORPS,  on  dissertation  sur  la  Théorie 
des  mouvemens  de  la  Lune  et  des  Planètes,  abstraction  iskxt  de  leur  figure ,  i  vo^ 
in-4»  broché  et  rogné  avec  figure,  1817.  35  fr« 

Nota.  Cet  Ouvrage  n'a  été  tiré  seulemeot  qu'&  aoo  exempliûres. 
\  GIRARD  «  ^iQgénicitt  ea  chef  dca  Poau  et  ChauMécs,  Diiscteui  da  Csul  dt 


.  (  «  ) 

rOarco .  rt  dM  Eaux  de  Partt.  RECHEHCHES  EXPÉftlMEIlTAUS  SUR 
L'ÏIAU  ET  LE  VENT  considérés  comme  forces  motrices,  appKoUet  hux 
suQulios  et  antres  machines  k  mooTement  drcnlaire,  traduit  de  i^a^^k  Aa 
Smeatoii|iB-4«  t  '^^  planches,  1810.  9 fr. 

GIRARD.  Trailé  anaif  tique  de  la  résistance  des  Solides ,  et  des  Sofidcs  ^épk 
r^istance,  in-4«  tSfr. 

IliTers  oflvraRes  de  cet  Auienr  snr  le  canal  de  rOmw. 

GIROD^HAffTRANS.  I^AI  SUR  LA  GÉOGRAPHIE  PHYSIQUE,  k 
climat  et  l'iiistoire  naturelle  du  département  dn  Donbs,  i  vol.  in-8.  10  fr. 

*  GOÛDIN  (ŒuTres de  M.  fi.)|Contenantnn  Traite sarlespropriétéscoramaoeslÉ moles 

ItM  Coarbes  ^  un  Mémoire  sur  Tes  éclipses  de  Soleil,  no«T.  édit.,  iD>4*     7  fir.  5o  c. 

GRASSET^AnVT-SAUVEUR.  L'ANTIQUE  ROME,  ou  Description  hist». 
riqne  et  pittoresque  de  tout  ce  qui  concerne  le  peuple  romain ,  dans  ses  co&iuous 
«▼ik,  militaires  et  religieux,  dans  ses  moeurs  publiques  et  privées,  depuis  Ro- 
qiulus  juaqu^k  Auguste  ;  Oorrage  onvé  de  5o  portraits,  i  irol.  in-4-  i^  fir. 

-~im6ÉUM  DE  LA  JEUNESSE,  ou  TaUean  lnstori<(be  des  Sciences  et^ 

Arts;  Onvnge  orne  de gramres  coloriées,  repccseoiant  ce  qn^il  J  a  de  plus  ia* 

'     téreasant  sur  l'Astronomie  «  la  Géologie,  b  Météorologie,  la  Géographie ,  les  trois 

rèoiBs  de  la  Nature,  les  Matbianatiqnes,  la  Mécanique^  la  Physique,  etc., un  gros 

'VoT.  in-4-  cartonné  à  la  Bradel ,  renfermant  a4  livraisons ,  i8i9.  80  Cr. 

GUTOT.  Réeréatinns  de  Mathématiques.,  nonr.  éd.,  S  ▼.  în-8.,  aTCCioo  lu.  18  fir. 

HACHETTE ,  ex-Professeur  k  PEcolc  Polytechnique.  PROGRAMME  DUR 
COURS  DE  PHYSIQUE,  on  Précis  des  Leçons  surlespnncipanx  phénomiMs 
de  la  nature,  et  sur  quelques  applications  des  Blathésnatiqnes  à  la  Physique,  inr^ 
180a.  Sir.  Soc. 

■  •  »   Traité  des  Surfaces  du  second  degrés  i»-8. ,  »8i3.  4  ^'*  ^  ^' 

TRAITE  ELEMENTAIRE  DES^  MACHINES,  1  ^.  m-4.»  me  la  pi., 

nouv.  édit.,  coosidérabl.  angmcuiée,  1819.  \  95  Ib. 

'  *<  ■    Oorrespandance  sur  CÉeole  Poljrtacfiniqmep  premier  Tolame,  comensnt  10 

Numéros,,  in-8.  tsfr* 

'  «iv  Mentf  tome  II ,  comprenant  cinq  Numéros,  arec  pk  .  ia  fr* 

^•^-m-Idem*  tome  III,  comprenant  trois  Numéros,  avec  pi.  (Oa  ^eod  sépait^eat 
chaqnç  Nnméfo  et  cbaquo  Volume.  )  iifr* 

HASSENFRATZ.  Cbursde  Physique  céleste,  it^  éâ,,  :itcc  ^wA..^  v.  in^.nfr.Soc 

HATCHETT,  Membf«  do  la  Société  royale  de  Londrfs.^E^^PERIENCES  NOU- 

MIELLES  Ef  OBSERVATIONS  SUR  LES  DIFFÉRENS  ALLUGES  DE 
L*OR ,  Icor  pcsaoteur  spécifique ,  etc. ,  iBidoiies  de  l'anglais  par  Le  rat,  CooCtAleat 
du  moonoyage  k  Paru,  avec  des  Notes  par  Goyton-Morrcau,  etc.,  in-4«       f)^'* 

HAUY,  Membre  delMnstltntctdehi  Léeion-d^Honneor.  TRAITE  DES  CARAC- 
TERES PHYSIQUES  DES  PIERRES  PRECIEUSES,  poor  serrir  k  Nr 
détpritunation  lor^qu Viles  ont  été  taillées,  i  toI.  in-S.,  avec  3pLiiicb.,  1817.    6îr. 

TABLEAU  COMPARATIF  DES  RESULTATS  DELA  CRIOTALLO- 

GRAPUIE  et  de  l'Analyse  chimiqne,  relativciuent  à  la  clarification  des  Miné- 
raux,  yc!.  ia-8.  5fr.  5oc. 

*  ^—  Traité  de  Jklimératogie,  4  roi.  in-4.  et  atlas,  (rare.) 

'  "^—Kssai  d^une  théorie  sur  In  structure  de»  Crisiauz,  in-9.  5  fc 

»—  Traite,  élémentaire  de  Physique ,  :i  toI.  în-0.  (très  rar*»). 

HERRIN-PE  HALLE.  DF.S  BOIS  PROPRES  AU  SERVICE  DES  ARSË- 

^AUX  Di;  JJi  MARINE  rr  IW.  la  guerre,  etc.,  in  S.  ^<t' 

. TRAITK  DU  CUBAGE  DES  BOIS,  etc.,  un  toI.  in-ia.  îifr. 

HISTOIRE  DES  INSECTES  NUISIBLES  EF  UTILES  A  L*flOMME,  aax 
bea/iaus^  k  ragricnlture .  au  jardinage  et  aux  arts,  avec  la  métlMidedb  détiuiic 
les  miisiblcs  et  de  multiplier  lt*s  utilea,  cinquième  eélit. ,  a  roi.  in-ia.  4  ^' 

HISTOIRE  DES  PRISONS  DE  PARIS  et  des  Départeroens,cDntooaiit  des  Mé- 
moires rares  ot  précieux  ;  le  tout  pour  servie  à  PHisioira  dje  k  Rcvalmioa  française, 
4  Tol.  in-ia  oméi  de  8l^^es,  17^.  îs  (r. 

HOMASSEL,  El^ve  caCnant  makriK,  ot  ex-Chef  des  Téintuies  dfc  U  Manufacture 
royale  des  GobcliosTcQURS  TlffîORIQUE  ET  PRATIQUE  SVR  L'ÂKV 
DE  LA  TEINTURE  EN  LAINB,  sole,  fO,  cocoai,  fabrique  d^ndieilne  co 
gr^nd  et  petit  teint ,  suni  dç  FArt  dn  Teintnrier>Dcf(caifteur  et  du  BUnchisleqr, 
«Tec  les  expériences  ûûtes  <nr  les  và^éuuz  colorans  ^rem  et  augmente  Mr  BonifloR' 
Lagr3nge,Frofess.  et  ayteo^Vroo  Cours  de  Chimie,  i  t.  în-8.,  nouv.  «d.  1818.  Sir. 
(Cet  Ouvrage  eatle  plus  pratique  et  le  meilleur  qui  ait  encore  parnnir  la  Teinture  } 
JAN'IIST.  Traité  elémentait;e  de  Mécanique,  in-8.  -     6  fr- 

JAJJi^fE^*  (  Aotide  )  il^itvç/  Chronométrique,  00  précis  de  ce  qm  concerne  le 
Iciufy  s€«  divi^uonsy  tes  mssgtK^,  Içtm  ^i¥^j  iqriB'.»  Bg.^  i$i$^  ^h^ 


<  g  ) 

OKlPnm.  Es^ài  sur  le»  Mariages  puhtiqtuâ,  etc.,  m^.  '        '  '  lirl 

JOURNAL  DE  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE,  par  MM.  Lagm^^,  Lv^, 
'    Monge,  Pimij,  Fonrcroj,  B«ithollet|  Vauquelin,  Lacroix,  Hachette,  PoMMOf 

Sganzip,  Ga^ion-Morveao ,  fiamid,  Legendrc,  Haûy,  Maloa. 
'•*»-  LaConection  jofqu'k  la  Sn  de  i8r7  o>iixicni  dix-ttept  Cahkn  in- 4*  reofcrniet 

•  en  seize,  avec  des  planches;  elle  comprend  les  i«r,  ac,  3«,  4*,  ô*,  €•,  7*>^»9r* 
lœ,  lie,  lae^  i3e^  i^e,  i5«,  i6«ei  i7«  Cahiers.  lio  tir, 

*—  Chaque  Cahier  sépare'  s»  vend ,  6  fir» 

—  Excepte  les  i4«  et  17*  Cahiers,  qu'on  vend,  9  Xr* 

— ^  Et  h»  i6«,  .         _7  ^'* 

*  ^  Nota.  Il  nVxiste  pas  proprement  dit,  de  qe  Cahier  :  on  prend  Ift  Théorie  des  lone- 
tions  analytiques  deLacrance.  nonv.  éd.,  ifti S, pour frumer ce qe Cahier, Pr/'jr,  tSfr* 
JOUJKNAL  DE  PHYSIQUE,  DE  CHIMIE,  D'HiSTOIftE  NATURELLE  et 

des  Arts ,  85  toL  in^. ,  n^ec  |>lanch. ,  etc.  (  ^oy,  à  la  fin  du  Catalogue.  )  lûocr  fr. 

JUHGE^SEN.  (  Urboin  )  Horloger.  Prineipes  généraux  de  Tcxacte  mesure  d« 
temps  par  les  Horloges ,  etc.  Copeuhagne ,  ido5 ,  i  vol.  in^. ,  avec  Mtla#  da 
10  planclies.  ,  3o  fr* 

LACAILLE.  LEQTNS  ÉLÉMENTAIRES  DE  MATHÉMATIQUES ,  auj;. 


«-7-  LEÇONS  D*OPTIQUE,  aagmentées  d'un  TRAITÉ  DE  PERSPECTIVE^ 
în«8.,  seconde  édi t.,  ibo8.  5fr. 

LACOUDRA YE.  rAéor/W<^«  Fknt»  et  det  Onde» ,  in-8.  i  fc; 

LACROIX,  Membre  de  rjn»titiit  et  de  laLeginn-irHonneur,  Professcnr  au  Collcgo 
royal  de  France,  etc.  COURS  COMPLET  DE  MATHÉMATIQUES  Ji Pusofto 

•  de  TEcofe  centrale  des  Qudtf  e-Natioos  ;  Ouvrage  adopté  par  le  Gour erncment  pouc 
les  Lycées,  Ecoles  secondaires.  Collèges, etc.,  ^you  iu-d.  38£r.5oc. 

•  Chaqoe  volyune  se  vend  scnaréraent,  savoir: 

TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  D'ARITHMÉTIQUE,  i4*  édit.,  r8i8.     a  fr. 

— -ÈLEMENS  D'ALGEBRE,  lae  édition ,  1818.  '  '  4  fr. 
ÉLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE.  1  Inédit. ,   1810.  2fr. 

TÇAriiÈ  ÉLÉMENTAIRE  DE  TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNEET 

SPHEBKMJE ,  et d'AopKcation  d'Algèbre  à  la  Gtomi-trie,  6e  ûltt.,  i8i3.    4  U. 

COMPLEMENT  Vif&  ÉLBMENS  D'ALÇÈBRE,  4*  édiûon,  1817.    Z  fr, 

COMPLÉMENT  DES  ELÉMENS  DE  GEOMETRIE,  Élémens  deGéo- 

•  mcli'te  (Icscrip;fve  .  4^  ^*t.,  181a.  ,  3  f rw 
«»  TRAITE  ELÉl^TAIRE  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  et  de  Calcul 

im^ral ,  a«  édit. ,  i8u6.  7  f r.  5o  c» 

.  «.^ESSAIS  SIJR  L'ENSEIGNEMENT  en  général,  et  sur  celui  des  Mathéma- 

tiqocs  en  psrcicolier,  ou  Manière  dVtudier  et  d'enseigner  les  Matliématiqnes , 

I  ♦ol.  in-8. ,  »•  édit,  i8j6.  ^       5  fr, 

^-TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DU  CALCUL  DES  PRORABILITÉS,  in^.. 
1S16.  5  fr. 

(Ce  Conrs  de  Mathématiques ,  le  pins  oomplei  qoi  existe ,  est  généralement  adopté 
.  dan§  l'instruction  piibliqne.  )  , 

. — TRAITE  COMPLET  DO  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAfi, 
a*  édition,  revue  et  considérablement  augmenié«y  tome I et  U 9  iA-4>       ^oU*. 
Le  to|ue  II,  se  vend  séparément ,  90  frg 

Le  tome  Il|  et  dernier  paraîtra  le  icr  juillet  1819. 

LAGRANGE ,  Membre  de  Vlostitut  et  du  Bnrean  des  Lonêîtndes  de  France,  etc. 
MÉCANIQUE  ANALYTIQUE,  nonv.  édii.,  revue  et  conaidérahlemeat  ans- 
mentée  par  l'Autedr ,  a  vol.  m-4'  1  tSti  et  181 5<  96  tr« 

^—THÉORIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES,  contenant  les  prinefpe» 
du  Calcul  diiférentiel ,  dégafsés  de  tonte  considération  d'infiniment  petits,  d^éva- 
Booissans,  de  limites  et  de  fluxions,  et  réduite  &  l'Analyse  algébriones  des  quan- 
tités finies,  nopv.  édit.,  revue  et  augmentée  par  l'Auteur.  în-a.,  ioi3.        fSfr. 

«—«LEÇONS  Stm  LE  CALCUL  DES  FONCTIONS,  nouvelle  édîtin», 
revne ,  corpeée  et  ansmentée ,  în-8. ,  ,t8o6.  ,  6  fir.  5o  c. 

^^DE  LA  RESOLUTION  DFi>  EQUATIONS  NUMÉRIQUES  de  urne  les 
degrés^  avec  dcii  Notes  snr|)luaieurs  potois  de  la  théorie  deaEouatioas  algelnîqoea , 
in-4«;  f6o8,  nouvelle  édition,  revoe,  {*orfîgée  et  considéranlanent 'sogmcntét ^ 
Oiivraiîe  adopté  par  l'Unîversiié  pour  t'enseiftnrment  doua  ka  Lrcéos.  la  1^. 

MGRIVC.  MANU^  DE  TRIGONOMETRIE  PRATIQUE,  revu  par  les 

Professeurs  du  Ctfdftstre,  MM.  Reynund,  Haros,  Planiiol  «t  Boson,  et  ao^nente 

•>  ^4^ <^ «^'^^^^^  ^^^  V^f «rittocf  à  rub'fgo  des  Ingt'nicius  du  Cadaatze,  i  ? •  in^.  -  7  |r. 


j:::». 


LALANDE.  TABLES  DBS.  LOGARITHMES  |ikMir les  rtombnn  cela  ams,  «ic.> 
reviMt  {Mir  M.  flBY tiAUD ,  Examinateur  d«  Candidata  de  rficole  Polytecl»ic|oc  , 
pMcéilees  de  la  Trifionomcirie  rectUifpie  etcpbéiiq[ue,  p4rle  mémt^  irol.  in«i8., 
iroûième  ë'itiov,  iSi8.  Sfr» 

EtiTaUetde  Loparithmef  deDsLÂLÂHDEieii[ea,tMisUTrig<Hioinétnede  M.Rnr^ 

mud.  se  venrient  scn-remciit  a  ir. 

HISTOIRE  CÉLESTE  FRANÇAISE ,  in^.  i5  fr. 

—BIBUOGRAPIUE  ASTRONOMIQUE,  iM.  3ofu 

•'^^jibrégé  de  JVauigation  hisioriqae  ,  thcoriqae  et  mnliqae,  avec  dci  TaUc» 
hôrairef  pour  connaure  le  temps  yiai  par  la  hauteur  du  M>leil  et  dea  ëtoilct  daw 
tour  les  temps  de  TaDiiée,  etc.,  ia-4>  a4fr. 

LAME,  Elève  Ingëaieur  au  corps  royal  des  Mines.  EXAMEN  DES  DIFF& 
RENl  ES  METHODES  EMPLOYEES  POUR  RESOUDRE  LES  PRO- 
BLEMES DE  GEOMETRIE,  i  ▼ol.m-S.,  1818,  atec  planches.  a  fr.  Soc. 

LANGLEl^-DUFRESNOY.  Prineipesifo/'i/Mtolrv,  ponrrcdacaUoir  delaje^ 
netae,  elfe. ,  tr^. 6toK  petitin^  i5  £r. 

LANS  et  BETANCOURT.  Essai  sur  la  composition  des  Machines^  iii-4. ,  l5  fn 

LAPLACE,  Pair  de  France,  Grand-Oficier  de  la  Lcgioir^iWonnepr ,  Membre  ds 
rinsiitot  et  .do  Bureau  des  Longitudes  de  France,  etc.  TRAH'E  DE  MECA- 
NIQUE CELESTE,  4  vol.  in.4.,  avec  troU  Sopplémens.  (56 fr. 

*— ^Le  quatnèlne  volnme.de  cet  OuvrMf^c,  qui  contient  de  plus  la  Thëoite  d« 

*  TAf  tion  capillaire  et  un  Supplément  faisant  suite  an  dixième  livre  de  la  Méc»- 

*  niqne céleste,  se  vend  séparément,  ai  Cc- 
^— Ijhaque  Supplémeut  sepaicmeiit,  3  fr.  5o  c 
—7- EXPOSITION  DU  SYSTÈME  DU  MONDE ,  4«  édic ,  revue  et  aii|;ment^, 

in-4. ,  i8i3 ,  arec  le  portrait  de  rAutcnr.  i5  fr. 

'*■      Le  m^ine  Onvrase ,  a  vol.  in-8. ,  sans  portrait.  la  (r. 

* THEORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉ^,  in-4.,  Êèoimàtédit^ 

i8r4i  arec  deux  Suppicmens,  dont  un  imprime'  en  1816 ,  et  raotie  en  1818.  a3  fr. 
ESSAI  PHILOSOPHIQUE  SUR  LES  PROBABILITES»  troisième  cdit., 

in-8.,  t8t6.  3&. 

liAROCHEFOUCAULT-UANCOURT.  Voyage  dans  les  Etats-Uait  d\ 


riqoc ,  faiu  en  1795 , ,96 ,.Q7 .  8  vol.  in.8.  3o  fir. 

LASSALE.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'HYDROGRAPBIE  apdiouée  k 
Coules^  les  parties  do  pilotante,  it  l'usage  des  Élèves  ou  Aspirans  de  la  Marine 

*    militaire  ou  marchancfe,  in-8.,  avec  planches,  1817.  6  fr. 

LASUITE.  Eiémens  d'Arithmétiqiie ,  in^.  a  fr.  5o  c. 

'LAVIROTTE.  DccoM^rtes  philosophiques  de  Nevi^ton  y  in«4*  ia  fr. 

X.EFEVRE ,  InfdfnieoiM&^omètre  en  chef  dn  département  d'Illc-et-Villaine.  NOII- 
VEAU  TRAITE  GEOMJETRIQUE  DE  L*ARPENTAGE,àrnsagedesper. 
sonnM  qui  se  destinent  à  in  mesure  des  terrains  et  au  levé  des  plans  et  nivdlemeofty 
troistèiAe  ëdit. ,  revue  et  aufïmentëe,  a  vol.  in<3. ,  181 1 ,  avec  aS  planches.  la  fr. 
CVstaans  contredit  le  meilleur  Traité  d'Arpentage,  le  pins  pratique  et  la  plna 

«complet  qiiî  ait  encore  partit  ^. 

-^  MANUEL  DU  TRIGONOMÈTRE ,  servant  de  Guide  aux  jcnnes  Inpc- 

•nienrs  qui  se  destinent  aux  opérations  géodésiqoet,  anivi  dé  diverses  solutions  de 

Géométrie  (nraUque,  de  quelques  Notes  et  de  plusieurs  Tableaux,  1  voL  in^^ 

arec  planches,  i8i'g.  5  fr. 

LÊFRANÇOIS.  ESSAI  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  seconde  édit. . 
revue  et  augmentée,  i  vol.  in-8.  a  fr.  5o  c. 

làCG0«DRE,  MenM^  de  rinstiiat  et  de  la  Légion^'Honncur.  ESSAI  SUR  LA 

1 UÉORIE  DES  NOMBRES ,  deuxième  èdii. ,  revue  et  considérablement  anjç- 

knentée,  1  vol  in-4"i  avpc  le  Supplément  imprimé  en  1816.  ai  tr. 

•  '    '     Le  Supplément  -se  vend  séparcmeo  t.  '  3  f  r . 

^"^  Nouvel  le -mtéthodey^iit  la  détermination  des  Orbites  des  Comètes,  avec  an 

Supplément  contenant  divers  peifecûonnemens  de  ces  méthodes,  et  knrapplicn- 

tion  aux  deux  Comètes  de  i8ou ,  1806,  in-4-  ^  fr- 

.— —  Exercices  de  Calcul  intégral  sur  dÎTcrs  ordres  de  Transcendantes  et  anr  les 

'    Qnadraturfs,  3  vol.  in-4-,  i^>  <»  >^'^>  >^>7  <^  *^i^*  ^  ^^* 

•— T-  Eiémens  de  Géométrie,  in-^.  6  fr. 

LEIBNITZ ,  O^er^ ,  6  vol.  in-4.  7^  fr- 

.  Lb  Misais.  Le»  Fastes,  on  les  Usages  de  Tannée,  Poème  en  16  chants ,  îa  8.  4  ^ *"• 

LÉONARD  DE  VINCL  Essai  sur  ses  Ouvrages  phTsico^athémaiiqnaa,  avee 

lies  fragmens  tirés  de  ses-  manuscrite  apponés  d'Icâlie,  par  J.-B.  Ventnri,  Pr»- 

*     fessenr^de  Physique  &  Modène,  in»4.  a  fr.  5o  c. 

LEPADTE»  Horloger  da  Roi.  XRA|TÉ  D'HOM^OGERIEt  cMtciUtti  lo«t  t« 


'  ^i  ,<SK  méct$n.rre  ponr  biett  connaître  tt  pour  téf^  h§  Bméok»  et  le*  Mdhtiw* 

M  d^ription  des  pièces  d*HorIogerie  les  plus  utiles»  ttç,,  Toluiiie  iii-4  ,  avei 
1 7  plancfies ,  1 767 .  24  fr« 

LE^IU:UR-D'ApUGNY.  ru^n  de  la  Teinture  des  fils  et  iStoiTes  de  cocon» 
inri3.  afr. 

iilBES,  Professrnr  il«  Pliyslqne  au  Lyrç'e  Oinrlcniagne,  à  Paris ,  etc.  HISTOIRE 

.  PHILOSOPHIQUE  DES  PROGRES  DE  LA   PHYSIQUE,  4  vol.  iu^., 

idii  et  1814.  ao'Cr. 

,  Le  quatrième  Toliime  se  vend  i»éi)arrinent.  5  fib 

TRAITE  COMPLFT  ET  ELEMENTAIRE  DE  PHYSIQUE,  seconde 

.   édic,  revue,  coriigëe  et  consîdcrabl.  augm.,  3  vol.  in;^  avec  lig«,  181 3.     18  ffc 
^OTA.  Tous  lej  Journaux  et  les  Savans  en  général  ont  fait  le  plus  grand  doge  de 

m  deux  Ouvrages. 

HVUINE-BIRAN.  mFLUENCE  DE  L'HABITUDE  sur  la  facnlie  de  j)enser; 
I  onvrage  qui  a  remporte  le  prix  sur  cette  I 

.  morales  et  politiques  de  ITnstiiut  naii^ 

,  l'habitude  sur  la  faculté  de  penser,  o    , 
<  ^  produit,  sar  chacune  de  nos  facultés  ini^ileccuélles,  la  fréquente  répétition  de» 

J  '  mêmes  opcratioifs  ,1  vol.  in-8.  ,  *  5  fr. 

t  JlAIRAW.  IRAlTiÊ  DE  L'AURORE  BORÉALE,  în-4.  13  fr. 

MAIRE  et  BOSCOVISCH.  Ptyfaffe  astronomique  et  géographique^  în-4*   '^  ^^* 
i  MAISILIUS;  Aâtronomicon^  lîbri  quinque,  édit.  Piueré,  a  vol.  in-8.  xa  £r* 

lî  MARCHAND.  Fàyage ,  etc.  (  Voyet  F LEURIEU  ). 

i  MARECHAL  (le)  deuoche,  qui  apprend  comment  il  fant  traiter  un  Cheval  en 

i  .   voyage ,  et  quels  sont  Ub  accidens  ordinaires  qui  peuvent  Ini  aniver  en  route ,  etc. , 

jr  -   in-i8,  avec  figures.  .  .         ,  a  fr.  5o  c 

(  MASCHERONI.  PROBLÈMES  DE  GE0ME11UE  résoins  de  différentes  manières, 

i  traduijt  de  Pitalicn ,  vol.  in-8.  3  ùm 

GEOMÉ'iRIK  DU  COMPAS,  pouvclle  édition.  (Sous  presse). 

MAUDRU.  ÉÛÈMh^NS  RAISONNES  DELA  LANGUE  RUSSE,  on priib- 

.  cipes  généraux  de  la  Grammaire  appliqué»  h  la  Langue  russe,  a  vol.  in'O.     la  Cr. 
f  ''"'^  JVouifeau  Systèni/e  ife  Lecture ,  1  %oL  inS*  etjiûaê,  ^         ^  9  f^> 

^  '-"—  Elémeni  raisonnes  de  Lecture ,  h  l'usage  des  Ecoles  primaires ,  in-8.,  figures^ 

I  fr.  5o  cw 
.  MAUPUIT,  Professeur  de  Mathéma.tiques  au  Collège  de  France  &  Paris.  LEÇONS 

I  â:iEMENTAlRES  D'ARFl  HMEFIQUE,  ou  Principes  d'Analyse  nnm<&k[uc^ 

in*8.,  noavelle  édiiiop,  iSni.  ,  âfr. 

!  -F---  LEÇONS  DE  GÉOMÉTRIE  THÉORIQIQE  ET  PRATIQUE,  nouvelle 

édition,  revue ,  corrigée  et  aitgmentée,  a  vol.  m-8. ,  avec  planches,  181^.       10  fr. 

-^Introduction  aux  Sections  coniques,  pour  servir  de  snite  aux  Élémens  df 


Géométrie  de  M.  Bivard,  iu-8.  3  fr. 

MEMOIRE  sur  la  Trigonométrie  spliériqoe,  et  son  application  &  la  confection  des 

Cartes  inarines  et  géographiques ,  par  un  Officier  de  l'Etat-Major»  in-8.  '  i  fr. 
MILLOT.  Tableau  de  l'Histoire  romaine;  Ouvrage  posthume .  orné  de  ^8  figure* 

2 ni  en  représentent  tes  traits  les  plus  intéressant  ^  un  vol.  in-folio,  papier  vclîn  , 
gnres  avant  la  letiro,  cartonne.  36  fr^ 

MISSIESSY ,  Vice-Amiral.  Installation  des  P^aisseaux^  în-4-9  figures,      ai  fr. 

—  j4rrimage  des  f^nisseauxt  «n-i. ,  fig.  at  fr, 
MOLLET.  GNOMONipUEGRAPHJfQUE,  ou  Méthode  élémentaire  de  TRA- 

GER  LES  CADRANS  SOLAIRES  sur  toutes  sortes  de  plans ,  sans  aucun  calcul^ 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  et  du  compas,  in-8. ,  i8i5.  av<fc  pi. ,   i  fr.  8oc. 

.: MÉCANIQUE  PHYSIQUE,  i  vol,  in-6.,  arec  planche* ,  181R,     7  fr.  5o  e. 

Etudes  du  Ciel  y  on  Connaissance  des  Phénomènes  astronomiques,  iii-8.  6fT« 

MONGE,  Sénateur.  TOAllIS  ÉLÉMENTAIRE  DE  S1ATIQUE,  à  l'usas* 
des  Ecoles  de  la  Marine,  in-8.,  5*  édit.,  revne  jnar  M.  Hachette,  Instituteur  do 
l'Ecole  Polytechnique,  1810;  Ouvrage  adopté  par  l^niversite ,  pourl'enscifpement 

'  dans  les  Lvoées.    '  3  tr.  a5  e, 

APPLICATION    DE  L'ANALYSE  A  LA  GEOMETRIE,  àl'oaage  de 

l'Ecole Poly technique,  in-4., 4*^'*' S<>0*  l8(u 

—  GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE,  Leeons données anxFxolesNonnales,  notiv. 
'  -édiL ,  avec  un  Supplément  p«r  M.  Haciiettc,  in-4« ,  1811 ,  35  pi.  i5  fr. 
^—  Le  Supplément  k  la  Géométrie  descriptive,  par  M.  Hachette ,  i  vol.  iiH(.,aveo 

it  planches,  se  vend  séparément,  6fc 

^j-^  DesenptiondeVAH  de  fabriquer  Uê  Canons^  ^A*j  %•  a4£r« 

MOMRO.  TWtrt^  d'Ostéohgie,  trad.  de  l'angl.,  av.  gr.  in-folio,  cartomidi.    4»  fr. 

MONTEIRO-DA-ROCHA ,  Commandeur,  do  l'Oidra  da  Christ.  Pirectev  d# 

rOhMnraioire  de  T Université  de  Coimbre,  etc.  MEMOIRES  SUR  L'ASl*RO>« 

JfQMŒ  PRATIQUE,  trad.  du  poctugais  par  M.  de  MdlO|in-4.,  1808.  7fr.5oc. 


(  ïâ  ) 

MDlrrUCLA.  HISTOIRE  DES  MATHÉMATrOUÊS,  daiu  laquelle  <m 

'   compte  de  lenn  progrès  depait  lenr  oricine  jnsqu  h  noc  jours  ;  oè  Pou  exçctse  la 

uhlean  et  le  dcTeloppement  des  priacipales  découvertes  dans  toates  les  parties  des 


'   Jérâme  de  Lalaode,  ^yoï.  in-4*j  o^ec  6f^,  60  fr. 

IVoTA.  Cet  Ouyrafçe  est  œ  qui  existe  de  plus  complet  jusqu^ii  présent  sur  cette|>artie. 

MOROGUE.  TAeUquc  navale  ^  00  Traité  des  Evolutions  et  des  Signaux ,  in-f., 
avec  fitf.  i5  fr.' 

MOtJSTALON.  Morale  des  Poètes^  oii  Pensées  extnûtes  des  plus  câèbro  poètes 
htins  et  français,  etc. ,  in-i  2,  t8i 6.  3  fr.  5q  c. 

NÉCBssAïaB ,  fie)  ou  Recueil  complet  de  modèles  de  Lettres,  à  Posage  des  per^ 
sonnes  des  deux  sexes;  sni^i  de  la  Relation  d'un  Voyage  instructif  et  intéressant 
dans  toutes  les  parties  de  TEurope,  a  vol.  în-ia.  4  ^''* 

NEVEU.  Cours  théorique  etvralique  des  Opérations  de  Banque  %  et  des  non- 
veaux  poids  et  mesures ,  in-o.  5  fr. 

HEWTOV.  Arithmétique  unit*erselle ,  traduite  en  français  par  M.  Beaudenx, 
avec  des  Notes  endicaiÎTes,  a  vol.  ii>4. ,  if  planches.      *  3o  fr. 

'•'^Opuscula  matnematica,  3  vol.  in-4.  36  fr. 

KIEUPORT.  Mélanges  Mathématiques ,  a  vol.  in-i.  a4  fr. 

IfoUfelle  théorie  des  ParaUèies ,  avec  nn  Appendice  contenant  la  manière  de 

■c ,  m-o.  9  fr, 

Belles-Lettres,  non* 

i  in-ia.  i5  fr. 

ŒUVRES  DE  PLUTARQUE,  traduitcs^i'r  M.  Aniîot,  avec  des  Koica  âm 

'  MM.  Brotlier  et  Vauvîlliers:  nouv.  édit. ,  rcruc,  corrigée  et  anemcniée  de  ht 
ve'rsion  de  divers  fnigmcns  de  Plutartfue  ,Nnar  E.  Clavier  ,  a5  vol.  in-8. ,  ornés 
de  figura  en  taille^douce ,  et  de  i36  nicdaîuons  d*après  Tantique.  lao  fr. 

PAJOT-DES-CHARMES.  L'Art  du  Blanchtmeut  des  toiles»  fils  et  cotons  de  tona 
genres,  i  vol.  în-8.,  avec  8  rianclics.  5  fr- 

PARISOT.  TRAITÉ  DU  CALCUL  CONJECTURAL,  on  l'Art  de  raisontier 
sur  les  clioses  futures  et  incoi\mirs,  in-j. ,  1810.  i5  fr. 


technique  et  à  la  Faculté  des  Scieocefi  de  Parts ,  et  Membre  adjoint  du  Bureau  durs 
Longitudes.  TRAIllÈ  DE  MÉCANIQUE,  a  vol.  in-8.  de  plus  de  5oo  |nges 
rliacun,.  avec  8  planches,  t8ii.  i»  fr. 

P0MMIE8.  MANUEL  DE  L'INGENIEUR  DU  CADASTRE,  contenant  les 
connaissances  théoriques  et  pratiques  utiles  aux  Géomètres  en  chefs  et  h  lenn  colla' 
boratenrs,  pour  exécuter  le  levé  génrrjd  du  plan  des  communes  du  Rojraaine, 
coofonhvment  aux  Instructions  du  Ministre  des  Finances,  sur  le  Cadôslre  de 
France;  précédé  d  Vu  Traité  de  Trigonométrie  rectiligne,  par  A.  A.  Reynand', 
r  vol.  in-A.,  1808.  13  fr.^ 

POULET-DELISLE,  Professeur  de  Mathématiques  an  Lftée  h  Oricans.  APPLI- 
CATION DE  L' ALGÈBRE  A  LA  GEOMETRIE  ;in-8.,  1806.      ^fr.Soc. 

< — ;Kia:HERCHES  ARITHMETIQUES,  trad.  du  latin  de  Ganss ,  în-4.    18  fr. 

Précis  d'une  nouvelle  Méthode  pour  réduire  a  de  simples  Procédés  aneUy* 

'    tiques  la  démonstration  des  principaux  Ihéorèmes  de  Géométrie  y  in-f*  3  xr. 

PRONY  (ilo).  Membre  He.llnstitut,  etc.  LEÇONS  DE  MÉCANIQUE  ANA- 
LYTIQUE données  il  rÉcolePcl}  technique,  a  vol  in-4M  iSi5,  3o  fr. 

PUISSANT ,  Chef  de  Bataillon  au  Corps  royal  des  Ingénienrs-Gdograpbcs.  TRAITE 
DE  GÉODÉSIE ,   ou  Exposition  des  Méthodes  astronomiques  et  uigonomé- 

•  triques  f  appliquées  soit  h  la  mesure  de  la  Terre ,  soii  à  la  confection  dn  oaaeras 
de^  Cartes  et  des  Plans ,  nouvelle  édition  considérablement  augmeatee,  a  vol.  in-^.. 
avec  i3  plandi^ ,  1819.  3o  R^ 

•—  ThAlTÉ  DE  TOPOGRAPHIE,  D'ARPENTAGE  ET  DE  NIVELLE- 
MENT, avec  planches,  nonvelle  édition,  sous  presse,  1  vol.  itH{. 
Nota.  Les  deux  Snppléiueos  h  la  première  émtion  dudit  Onvrago-y^eontoisnt 

'   la  Théorie  de-la  Protection  des  CariM,  se  vandent  séparément,    .  C  fr. 

RECUEIL  DE  DIVERSES  PROPOSITIONSDE  GÈO.MÉTRIE  r«nl*e« 

ou  dcniontrtes  par  l'Analyse  algébnqn»»  pr«oéde  d'un  PRECIS  DU  LEVE. 
DES  PL.lNS,  seconde  écbtioo,  coBstoenuk  ang.,  i  vol.  in^. ,  1809.    6  fr.  Soc. 

?t ■  JOUIv'X.  Leçons  de  Physi^tue^ôe  PÉqnle  Polytechniqne ,  în-8.  5  fc  5oc. 
[UAKTIER  DÉ  RÉDUCTION  {nourean)  h  fusage  des  Marins^  augmente 


(i3) 

^ixnt Ifwiractlon  abrëgc«  sar  Jla  manière  de s^cit servirî graadXablean  in-4v  Mhê 

'Wn  fsrav^  t8i8.  Prix  de  la  douzaine  râ  feaiijes ,  '      5  ff * 

R  A  M  AT  UELl  Tactique  navale ,  i  d-4  • ,  a^cc  planch.  •  3o  îr. 

RAMOKD.  Membre  (te  ritistiiiit ,  etc.'  Mémoire  far  la  formule  barométrique  d« 

la  Mëcamqtie  cëleste ,  et  les  ditpotitiont  de  Tatmocphère  qui  eo  modilient  les  prd« 

priétû ,  etc. ,  in-4' j.  î8i  i .  m  h, 

RAYMONB.  LKTrRE  A  M:  VILLOTEAU ,  toncbant  ses  rues  sur  la  possibilité  ' 

et  Putilite  d'une  théorie  ^acte  des  principes  naturels  de  la  Musique .  etc.  A  fr. 

-^^— ESSAI  SUR  LA  DËTERMINAITOIM  des  bases  physico-mathématiques  de  r 

TArt  musical ,  etc. ,  in-8.  a  fr.  ' 

REBOUL.  JYotes  et  additions  aux  trois  premières  sections  du  Traiiéde  Tiatigation 

'da  Bezont,  iti-8.  3  fr.  ' 

Recueil  de  Tables  utiles  à  la  Navigation ^  traduit  de  Tanglais  de  Norîc,  par. 

Violaine,  in-8,  iSt5.  «  9fr. 

RESTAUT.  Principe  généraux  et  raisonnes  de  la  Grammaire  française ,  nouvelle 
édition,  t  gros  vol.  in-i3.  ,     .  *     '  a  fr.  5o  c« 

REYMAUP,  Examinateur  des  Candidalsde  rEcolePo];^technique,  etc.  COURS  DE 
MATHÉMATIQUES,  comprenant  les  OuTragessutTans,  qui  se  vendent cJiacan 
séparément,  savoir  : 

lo.  ARITHMETIQUE,  6«  édition ,  in-8.  a  fr.  5o  c. 

a».  ALGÈBRE,  i"  section,  3»  édition,  in-8.,  i8îO.      '  *  5fr. 

3«>.  ALGEBRE ,  a»  section ,  in-8. ,  i8io.  ,  5  fri 

4*.  TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE  ET   SPHÉRIQUE ,   3«  édiûon, 
snirie  des  TABLES  DES  LOGARITHMES  des  Nombres  et  des  Lignés  trigo-  • 
nométriqaes  «le  LALANDE,  etc. ,  t  toi.  in-iS,  avec  tigures,  i8i8.  3  fr. 

Les  Tables  de  Logarithmes  de  LALdlSDE  seules  j  se  vendent  séparément , 

a  fr. 

'  5".  Arithmétique  k  rnsajpe  des  Ingénieurs  du  Cadastre,  ip-8.  5  fr. 

6*.  Manuel  de  V Ingénieur  du  Vadastre,  par  MM.  Pommiés  et  Reynaud^' 

in-4.  lafr. 

7*.  Traité  d'Arpentage  de  Lagrive ,  avec  les  Notes  de  Reynaud,  in-8.  7  fr. 

iVotes  sur  Bezo  ut ,  par  Hejrna  ud, 
•  6*.  Arithmétique  de  Setout ,  avec  les  No  tes ,  8«  édition ,  in-8. ,  r8i6.  3  fr. 

9«.  Géométrif  de  Bezout^  avec  les  Notes ,  a«  édition ,  in-8. ,   181  a.  5  ft*. 

10*.  AUtèbrer^t  appEcatîon  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  deBezout,  avec  les  Noies.* 
in-8.,  181V      *.  j^  5fr. 

AIVARD.  TUrrÉ  DE  LASPHÈHE  ET  DU  CALENDRIER,  septième  édi- 
tion (faite  sv  la  sixième  donhée  par  M.  DE  LALANDE) ,  revue  et  augmentée' 
de  Notes  et  Addinons,  par  M.  PUISSANT,  Qfficier  supérieur  du  Génie,  i  vol. 

TABLEAUX  DES  VENTS.* 
DES  MARÉES  ET  DES  COURANS  qui  ont  été  observés  sur  toutes  les  mcia' 
du  globe,  avec  des  réflesûons  sur  ces  phénomènes ,  a  vol.  in-8.,  1817.  i^  fr/ 

HOSAZ.  Élémens  théoriques  et  pratiques  du   Calcul  des  Cnanget'  étran». 

5  ers  y  etq, ,  î  vol.  grand  5n-8. ,  «809.  6  fr. 

SSEL.  (de)  Calcul  des  Observations  avfi  P  on  fait  en  mer;  Ouvrage  faisane 
5artie  delà  Kavi^tion  de  BezoïK,  le  tout  formant  un  tol.'in-8. ,  i8i4*  6  fr.' 

Y.  Élémens  d^F.quitntîon  militaire  ^  nonfelle  édiition,  in-ia.  a  fr.  5o  c. 

ftUCHE  PYRAMIDALE  (Ja),  ou  Méthode  de  condmoe  les  Abeilles  de  manière  à, 
en  retirer  chaque  année  un  panier  plein  de  cire  ou  de  miel,  outre  au  moins  on  es- 
saim, etc. ,  par  Dncôuédfe,  m-8.,  a«^<. ,  revue  et  considérabl.  augm.,  in-8.  3  fr. 

nUKLLE.  Opérations  des  Changes  dvs  princinalaa  places  de  l'Europe,  in-8.  6  Ir. 

SACOMBE.  ELEMENS  DE  LA  SCIENCE  DE8' AtlCOUCHEMENS,  avec  un 
Traité  sur  les  Maladies  des  Femmca  et  das  Eafans ,  i  fort  v.  iii-8,  avec  pix-tr.  5  fr^* 

—  LA  LUCINlADEi  poème  en  dix  chaula ,  aur  Mrt  dea  Accouchemena , 
in-ta.  _        ..^ ^       .  ,  1  fr.  ^  c. 

SAINT-MARTIN.  ECCE  BOMO ,  wl.  m-ia.  i  fr.  ^  ^ 

LE  NOUVEL  HOMBdE.  (Nous  ne  pouvons  nont  Kre  q^edana  Dieu  Jui^ 

même,  et  noba  comprendre  qne  dans  sa  pn^re  aplendeitr.  Eeee  JBomo ,  page  lo) 
roJ.  in-8.  •  *  .  4  fr-. 

:SAIIIT-MARTfN.  LE  CROCODILE,  00  la  gaecn  do  Bien  et  du  Mal,  amvjfe 
aoua  le  règne  de  Louis  XV ,  etel  ;  ^ti:  in-8.  4  fi 

iSCOPPA.  Employé  extraordinaire  «rUniversiié,  Membre  de  l*Ac«)émïc  des  Ar- 
caHca^  de  çclk  del  Bon  Gus^  de  Palerme,  etc.  LES  VRAIS  PRINCIPES 
JiE  La  VERSIFICATION,  développés  par  ;un  Ecum^  comparatif  encîc  la 
X.AWGCS,JTAi4BW«ÉETLA-r»ANÇXiae.  ^     ^  ^ 


On  y  examine  et  l'on  y  eompire  Paccent,  qoî  est  la  tonrce  de  lliarmoQÎe  dcuen; 
la  nature,  la  vcnificaiion  et  la  mn&ique  de  cet  deux  lanfçoes.— On  y  îùi  toît  IV 
nalogie  qai-custe  euu'cUef.  »-  On  prop'>M  les  rèdea  fwiir  coiapoicr  des  fos  ly- 
riques ,  et  les  mo jena  d'accélérer  les  progrès  de  la  Mtosi^ue  en  Fraaotf  de 
Trois  gros  vol.  ra-8. ,  arec  56  planches  de  Musique  gnTc«.  .  ,  a4&* 

^*-Le  tome]JI,quiTiau  de  pasdtre,  eontaHuicles  dSplandies  de  Manque,  le 
vend  séparémeot,  lofr. 

tSéance»  des  Écoles  Normales ^  nonv.  édit. ,  i3  t.  în-8.  et  i  ▼.  de  plaocbei.   4^  fr. 

fiÔBITZ.  Tableau  de  PVniuers ,  ou  causes  do  mouvement  annnel  et  de  b  rotS'* 
idon  des  astres I  etc.,  1  vid.  in-8. y  i8i8.  '         sfr.Soc. 

SËRVOIS.  Essai  sor  un  nouveau  mode  d*exposttioo  des  Principes  dn  Gskol  diffi" 


renûel ,  eir. ,  in-i*  »  ■  ^  > 4*  i  fr.  5o  c 

SHAKSPEAR'S  (VVill.)  Plays  with  the  coircctions  and  illttstmtimis  of  Ttriom 
.GommentM  tors.  T5  wich  a  rcadded  notes  bj  Sam.  Jonhson  and  G.  Sieevess; 
a  Dcw  édition ,  wîth  a  gloMarial  index,  a3  vol.  in-6. ,  Basil. ,  i8oo~i8o3.     oo fr. 
SIMPSON.  (Thomas;  Élémens  d^Anaijrse  pratique,  augmentes  d'ntt'Auegé 
d'Arithmétique,  in-8.  5fr. 

SMITH.  Traité  d'Opti/jue ,  traduit  de  Panglais  par  DuvaPLeto/,  in-f-  ^4  ^* 

—  Supplément  audit  '1  niilé ,  par  le  mtee,  in-4.  10  ù» 

•— ^  Cours  com/ilet  d'Optique t  tradnii  par,  Pexenas ,  a  vol.  in*^.  9^  £r. 

SPIESS.  ESSAI  DE  RRCHERCHES  ÉLÉMENTAIRES  SUR  LE$  PRE- 
'  MIERS  PRINCIPES  DE  LA  RAISON,  in-8.,  1809.     ^  4  fr. 

STAIN VILLE,  Répétiteur  II  rÉcolePotvtrciiniqne,  etc.  MÉLANti ES  D'ANA- 
LYSE GÉOMÉTRIQUE  ET  ALGEBRIQUE,  i  gros  vol.  ioS,,  avec8  ofan- 
ches,  t8i5.  7fr.5oc. 

STIRLING.  ISAAClIfEn^TONiENUMERATIO  LiNEARUM  TER- 
'  Til  ORDlNiS  i  seqnitnr  ilhistraiio  âusdem  tracutûs ,  iiv8.  7  fr.  5o  c 

SUZANNE.  Docteur  es-Sciences,  Profrsscorde  M.'it)irmatiqDcs  auLvrçcGhar* 
Jemamie,  à  Paris.  DE  LA  MANIÈRE  I/ÉTUDIER  LES  MATHEMATI- 
QUES \  Ouvraf^e  destiné  ^  servir  de  guide  anx  jeunes  gens ,  à  cenx  tnr-coot  qoi 
'veulent  approfondir  cette  Science,  ou  qoi  aspireut  à  être  admis  à  TEcole  Normsle 
on  à  l*Ecole  Poljiechnupe,  3  gros  vol  in-«.  »  avec  figures.  iSfir.  Ssc, 

Chaque  volume  se  vend  separémeni ,  snVoir  :  , 

i-_Pnuiu^f»ajtie,  PRECEPTESGÉNÉRAUX  e|  ARITHMJÉmQUEt  s*«^ 
'  odDsîdérahlemcnt  augm. ,  în-8.  6  fr* 

'^'^- Seconde  partie  f  Aljrthie,  in-8^  <ifr* 

-»- rroûiémejp/rnie  ,  GÉOMÉTRIE ,  in-^    '.  6fr.5oc 

TABLES  BAROMÉTRIQUES,  servant  à  ramener  h  one  températnie  donnes  la 


LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  DE  GÉOMÉTRIE,  io-8.  ^  5fr. 

' —  LEÇONS  ELEMENTAIRES  D'APPUCATION  DE  L'ALGÈBRE  A 

I^  GÉOMÉTRIE ,  et  CalcuU  différentiel  et  intégral ,  H  vol.  in-8.  ^  fr* 

THËVENEAU.  COURS  D'ARITHMÊIIQUE,  hrusagedesEoolescentrskseï 

^dn  Gommeroe ,  in-8.  ,  }"• 

tHIOUT  atné ,  maître  Horloger  li  Paris.  TRAITÉ  D'HORLOGERIE  TH£(>- 

HlQUE  ET  PRATIQUE  «  approuvé  par  l'Académie  rojale  des  Sciences,  1  ^ 

în-âi ,  avec  Qi  planches,,  1741*  *  ^x' 

TREIIIL.  Professeur  h  l'École  mUiuire  deSaiot^vr,  etc.  ESSAIS  DE  MATHE- 

'MATIQUES,  contenaiii  quelques  détails  sur  l'Arithmétiqiie,  TAlgèbie,  J^ 

Géométrie  et  la  Statique,  in-o.,  1019 ,  -  3  fr* 

TRINCANO.  Elêmens  de  Fortification ,  9  vol.  in-8.  i5  fr* 

^-^^Anthmétique^  in-8»  5fr. 

VALLÉE •  anaqi  élère  de  l'Écols  PolvVchnique.  Ingénieur  an  Corp&  roytl  an 

Pontsetaausséeé.  TRAITC  DE  LA  GEOMETRIE  DESCRIPrfVE,  dèHé 

k  M.  MONGE.  (Ouvrage  sur  lequel  riostitut  de  France  a  fait  an  rapport  très 

avantageux.)  I  voL  Hi^.yavco  00  adas  de  60 planches,  1819.  sofr- 

VALMONI  DE  BOMARE.  Dictionnaire  rauonné  uni^^ersel  d'Mîstoire  natv- 

relie ,  t5  vol.  in-8.,  nouvelle  édition.  60  fr. 

VAUCHER.  MUtoirçdes  q^nferyeê  d'eau  dowœ,  în-4.  »  arec  %.  1^  »• 

VEGA.  TabwUœ  loearithmieo'trigonometricœ f  %  vol.  ii>*8.  ^  y* 

*—  7%ejaunis  et  jLogariihmorum  eompletus ,  în-foL  ^  ^- 

VIEL.  Des  fond^mens  des  Sdtimens  publies  et  partieulierStm-L  _.  3ir* 

VIOLAINE.  RECUEIU  DE  TABLJ^  UTILES  A  LA  NAVIGATION,  »^ 

'  dait  de  l'anglais  de  John  Willion  JNoJtis ,  Professeur  d'Hydrographie  à  LoDdnf»; 

précédé  d'un  Abt^  dt  N«Tig«tion  pratique /côn(ca«nl  te  qui  e»(  Bccéssalrt  e(  tt* 


(i5) 

(aifp«DiaUe'  k  toaUt  U»  cUiMt  <le  Marins  ;  enridû  4«  ^im^  dite»  YMalmiaiM  des 
teriDCtie»  plus  oailés  clans  la  Manne  ;  le  font  extrait  des  mcillcan  Aaiean  fraacaia^ 


•  papier,  i8i5. 
Nota.  Cet  Ouvrage  est  estrènement  utile  poor  les  Marins. 

iroiROTï.  HIS'TOIRE  DE  L'ASTRONOMIE  depuis  1 781  jusqu'il  181 1,  pour 
servir  de  •uite  il  rfiiscoîre  de  T Astronomie  de  BaiUy ,  in-^. ,  181 1 .  la  fr« 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  indîspeasa|>le  aux  petsonnes  qui  possèdent  les  5.  vol..d« 

FAstronomie  de  BaiUj. 

VOLBjEY ,  Pair  de  France ,  Meml>rc  de  Hnstitot ,  etc.  VOYAGE  EN  SYRIE  B'P 
•  EN  EGYPTE  pendant  les  années  1783,  84, 85  :  4*  edit.  »  ^toI.  in-8. ,  1807.  i5  ff. 

^-LES  RUirœS,  ou  MEDITATION  SUR  LES  RÉVOLUTIONS  DES 
EMPIRES,  leme  et  augmentée  par  TAuteur ,  i  vol.  in-8. ,  Mie  ediiioBy  181 7 , 
avec  fig.  '6  fr. 

-«-—  Le  mAme  Outraoe,  traduit  en  espagnol ,  1  toI.  în*i9,  fig.  idrTi.  4fr* 

LEÇONS  D'HISTOIRE  pononou»  À  TEcole  Normale  en  Tan  lllde  la  Rë* 

Snbliqne  française  j  Ouvrage  élémentaire ,  contenant  des  vues  neuves  sur  la  nature 
e  Puistolre ,  etc. ,  i  vol.  in-8. ,  jionvcUe  édition,  i8io«  4  fr« 

—  Tableau  du  climat  du  sol  des  Etats-  U  nia  d'Amérique,  a  voL  iri-4*  (rare.)    '  a4  fr. 
■         Simplification  des  Langues  orientales ,  ou  méthode  facile  d'apprenare  les  Langues 
arabe,persaneettufqi»,  iii*8.  .  Sfr. 

Recherches  nouyttUet  sur  P Histoire  ancienne  f  B  voL  în-8. ,   i8i5.         t8  fr. 
-^— -  QuestiaBs  delStatîstique  it  Tusage  des  Voyageurs ,  in-8. ,  181 3.  75  c. 

■  La  Loi  naturella,  ou  Catéchisme  du  Citoyen  frimcais,  i  vol.  in-i8.  *  i  fr.  aS  c» 
Voyages  du  Professeur  PaJlas,  8  vol.  in-8.  et  atlas.     *       ^  5ofr. 

VU  ILLIER.  Arithmétique  découferte  par  un  Enfant  de  dix  ans,  on  manière  d'en- 
srigner  l'Arithmétique  aux  Enfans,  ia-o.  3  fr. 

WRONSKI ,  Officier  supérieur  an  service  de  Russie.  Introduction  k  la  Philo^ 
.  êophie  des  Magmatiques ,  et  Technie  de  l'Algoritbmie ,  in-4.  r  181 1.        iS  fiu 


JOURNAL  DE  PHYSIQUE,  DE  CHIMIE,  D'HISTOIRE  NATURELLE 
ET  DES  ARTS,  Ouvrage  périodique  qui  paratt  tous  1rs  mois  par  cahier  de  dix 
feuiUts  d'impression,  arec  des  pi.  en  tailltîdouce;  ce  qui  forme.a  tqI.  par  an,  for- 
mat in-4.,  par  feu  J.-C.  DELAMETHERIE ,  Professeur  an  Collège  de  France,  e» 
continué  par  M.  H.  DE  BLAINVILLE ,  Docteur  en  Médecine  de  la  Faculté  de 
ofesseor  de  Zoologie,  d'Anatomie  et  de  Physiologie  comparées,  à  la  Pamlté 


Paris,  Professeur  ^.    ,  .    -         k  j         -        

des  Sciences,  suppléant  de  M.  Cuvier  an  Jardin  du  Roi  et  au  Collège  de  France^ 
Membre  et  Secrétaire  de  la  Société  Philomatiqne,  etc.,  etc. 

Prix  da  l'abonnement  pour  Paris ,  97  fr.  pour  un  an ,  33  ic  pour  les  d^anemens^ 
cl  39  fir.  pour  l'étranger;  et  pour  six  mois,  i5fr.  pour  Paris.  18  fr.  pour  les  dépar- 
temens,etai  fr.  pouf  l'étranger,  ledit  joamal  rendu  franc  déport  par  la  poste  de 
mois  en  mois. 

On  trouve  à  la  même  adresse  des  Collections  complètes,  des  volnmes  et  même  des 
Knméros  s^rés. 

Le  prix  de  chacun  des  volmnerqui  ont  para  depuis  le  tome  5o  josqn'an  toaie  9^ 
inchisivement  est  de  18  fr.  ;  ceux  antérieurs  ne  coûtent  que  r^  fr. 

Depuis,  la  mort  de  M.  DelamétbAHK;  M.  H.  db  BLAfvTii.tE,  Doctevtr  en 
Médecine  de  laFacuké  de  Paris,  etc.,  «te.,  est  principal  Rédacteur  du  Jioumâi 
de  Phrsique.  de  Chimie- ^  dP Histoire  naturelle  et  des  Arts,  Ce  Journal,  qoi 
existe  depuis  rsnnéè  1771,  sans  infenmpiion ,  et  dont  la  collection  important» 
forme  maintenant  87  vrrinmes ,  se  compose  chaque  mois  d'un  cahier  de  dix  feuilles 


mie  et  la  havte  Physique ,  en  sorte  qn'iL  offre  une  très  graude  variétés  1 
bnnéCj  daiis  un  Discours  préliminaire  étendu,  le  Rédacteur  retrace  hri6vcmênc 
l'histoire  des  découvertes  de  l'année  précédente,  etde la  m%rche  suivie  dsnf  cas 
dJfliVfrcntes  sciences ,  tant  en  France  qu'a  l'étranger,  de  manière  à  pouvoir  mettre  ses 
lecteun  au  courant  de  tout  ce  qui  a  été  fait  dans  léê  diSërentes  branches  des  connais* 
sauces  humaines.  La  plus  grande  partie  de  chaque  numéro  est  consacrée  à  la  publica- 
tion deDissertations  et  de  Mémoires  entièrement  nouveaux,  ou  traduits  littéralement 
<fes  metHenrs  Journaux  eu  augeis ,  dans  tontes  I»  langues?  et  le  reste^  sonr  le  titra 
4le'ftoaTellis  schatifiques  »  s»  compose  d\m  extraie  des  d#e<MiY<Qf*  l«*'pia*  miéreas 


•» 


•altttt,  nvgêtM  loiiilét  tîtret  Astronomie^  Phfêiqnei  CIùmie\  MnétàUéie  ei  Ci^ 
loftie^  Botanique^  jfiuaomie  tt  Phfêiolôdte-végétaUi^  Zoologie ^  Aaatomiie  et 
Ph'TÉiologieammaUê^  et  enSa,  Arts  et -Biographie.  *     -« 

Le  noirvcflu  AëdâcMnr,  qu'il  suffit  d*aimoncer  comme  k  S|DPPI£A7ÎT  DE 

aTeeln  Saraa», 

^  ^  le  à  Pai»  ejtdms 

Ife  pMfCiolilapiiM  laTonbte  pour  eatoetenir  me 


M.  CD  VŒU ,  fMmiUro  MiB*  douie.  Mr  l«t  poimUeux  reports  qu'il  a  uf» 
etpipr  la  grande  quantité  d'amis  et  a  clercs  jeunes  et  zeks  qu'il  poiscde  k 
toutes  les  paiûes  de  l'Europe,  dans  la  poaitiolilapltts  laTorabte  pour  ei 
correspéacMiice  iftçtidUc,  oui  ne  peut  qae  rendre  le  Journal  de  T^'A^jf  ^ue  bien  piaa 
intéressant  qu'il  né  le  l'ut  dam  le»  àermir9%  années  de  M*  Ddamctlierie,  oà  noua  na 


qu 
pouvons  nier  que  ce  savant  Tafatt  un  peu  négligé 


AimALES  DE  MATHÉMATIQUES  PURES  ET  APPLIQUÉES;  0«Ti:ige 


•  Depuis  le  i«>'  Jnilkt  i8fo  ces  Ajanates  paniissent  réguijèrement  de  mois  en 
mois  par  lr«tataon  de  3a  pages  in-4*  an  ttidms,  en  sorte  que  les  ta  Lrtniaoas  de 
chaque  année  fomicnt  un  volume  in-4'*  <^^  P^  ^^  ¥^  V*V*  accompagné  «le 
toutes  les  planches  nécessaires  pour  l'intelligence  du  texre. 

Le  prix  de  la  Sonicriptiûn  annuelle  est  de  ai  fr.  franc  de  port  pour  la  France,  et 
de  a4  l'r.  pour  Pétranger. 

•  Le  prix  des  huit  volumes  qni  ont  paru  j  usqu'à  ce  jour  est  de  i35  fr. 
-  Ctiaqne  vol  unie  se  vend  séparément,  i8fr. 

Cet  Ouvrage  renferme  une  gmnde  quantité  de  Mémoires  cnrimz  et  intâ 
sur  les  Mathématiques  et  sur  toutes  les  parties  qui  en  dépendent. 


Ouvrages  sous  presse  chez  le  même  Libraire. 

Pour  paraître  le  i5  Juillet  1819. 

LACROIX,  Memhre  de  l'imtitut,  etc.  TRAITÉ  COMPLET  INB:  CALCUL 
DIFFERET9TIEL  £1^  DE  CALCUL  INTEGRAL,  tom.  3«  et  dernier,  in^. 

HEYNAUD,  Ezaminateor.de  r$coJe  Polytechnique,  etc.  APPUQATIOK  DE 
L'ALGÊtihE  A  LA  GEOMETRIE ,  etc.,  t  toI.  in-8. 

,     Pour  pirattre  fiu  de  Décembre  i8f(). 

WkHAGO  et  MOT,  M«tobrcs  de  rinstiiut.  VOYAGE  AGRONOMIQUE  FAIT 

EN  ESPAGNE  PAR  ORDRE  DU  BUREAU  DES  LONGITUDES,  etc^; 

puvrtte  fonnant  le  1.  IV  de  la  Base  du  Système  métrique  de  M.  Delambre ,  hA. 

GEOMETRIE  DU  COMPAS,  par  IVUSCHERONI,  nouv.  édit.,  in-8., avec iL 

DELAMBRE,    Membiv   de    IWitui.    HISTOIRE  DE   L'ASTRONOME 

MODERNEv  a  vol.  in-4.  avec  planches. 
PUISSANT,  Chef  de  Bataillon  an  Coriis  des  Insémenra-Géograpbes,  etc.  TRAITE 
DE  TOPOGRAPHIE ,  D'ARPENTAGE  ET  DE  NIVELIJKMENT,  secmuie 
édition,  considéraUemcw  augmentée ,  t  vol*.  in*{.^  avec  planches. 

-- 
Parmi  les  Onvniiçes  anciens  on  rares  qni  se  tconvent  en  petit  nomhie  à  ma 
librairie  mathématique,  on  distingue  particuli^ment  les  sutvans  :  les  Onvn^eca 
mathématiques    d'^u/er ,    d^jltembert.    JVewtçn ,    Départes  •    BemouUi^ 
Kepler,  Tiçko,  Format,  Leibniu,    Galilée^. Pappus^  Burghens ^  PTete^ 
\  Boêcouicht    Agneêiy     WaUU^    ifol^y    Sgravesande,  Didier,  PEéjnîalf 

Otanam,   Cramer^    Cauini ,    A^eper,    Jkterêenne,    CavaUrius,   Bifidolus^ 
Ptolémée^  Kircker^  Tttrior,  Simpson ,  Saunderso/tp  Ëmers^n,  Moivre,  etc..  etc.; 

TWùr  ; 


Nota.  On  se  charge  à  Tadresse  ci-tessons  de  toutes  les  bnpiessions , 
de  quelle  nature  ^éUed  soient» 


•  W    ¥'n*  ■■ Il  I        ■       ■!   P-i;  I 


A  Parif,  d«  rimprimerie  de  M»*  V*  COUROIER,  rue  dn  JaidiiicCi  no  1». 
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